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PREFATA

Manualul are la baza PROGRAMA 2 si se adreseaza elevilor de
liceu din clasa a XlI-a de la urmatoarele filiere, profiluri si specializari:

¢ filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii:

2 ore/saptamana (TC) + 1 ora/saptamana (CD);
e filiera tehnologica, toate calificarile profesionale:
3 ore/saptamana (TC).

Acesta este conceput avand in vedere noul curriculum scolar
elaborat pentru clasa a XlI-a, vizand formarea de competente, valori si
aptitudini in actul invatarii, elemente care sa dea posibilitatea elevilor
sa perceapa mai usor dimensiunile realitatii inconjuratoare si sa aplice
metodele matematice in situatii cat mai diverse.

Manualul este format in esenta din doua parti distincte care
continua in mod coerent matematica studiata in clasa a XI-a.

Partea I, intitulata ELEMENTE DE ALGEBRA, dezvolta urmatoarele
capitole: Grupuri, Inele si corpuri, Inele de polinoame.

Partea a Il-a, intitulata ELEMENTE DE ANALIZA MATEMATICA,
dezvolta urmatoarele capitole: Primitive (antiderivate), Integrala definita,
Aplicatii ale integralei definite.

Partea teoretica a manualului este redata intr-o maniera directa,
concisa, definind noile concepte matematice si apoi aplicand aceste
concepte in exercitii si probleme corespunzatoare.

Cand este cazul, partea teoretica este introdusa intr-o maniera
problematizata pornind de la situatii-problema a caror rezolvare
legitimeaza introducerea si dezvoltarea diferitelor notiuni si metode de
lucru.

Partea aplicativa a manualului este alcatuita din:

e Exercitii si probleme rezolvate. Acestea apar cu regularitate in
fiecare paragraf, dupa introducerea unor notiuni teoretice. Ele ofera
modele de aplicare si folosire a elementelor teoretice in exercitii si
probleme noi.

e Teste de evaluare, care apar la sfarsit de capitol.

e Seturi de exercitii si probleme structurate in doua categorii:

a) Exersare. In aceasta categorie exercitiile sunt numerotate cu
simbolul ,E“, iar parcurgerea lor asigura insusirea si folosirea
notiunilor fundamentale invatate intr-o lectie sau in grupuri de
lectii.



b) Aprofundare. In acest grup de exercitii si probleme, notate cu
simbolul ,A“, se intalnesc probleme a caror rezolvare presu-
pune aplicarea noilor notiuni in contexte variate si realizarea
unor conexiuni intra- si extradisciplinare.

e Teme, destinate aplicarii imediate a unor algoritmi de lucru folo-
siti in modelele de exercitii rezolvate.

e Teme de studiu si Teme de proiect, care au drept scop aprofun-
darea unor notiuni sau aplicarea acestora in situatii noi.

De asemenea, acestea pot constitui subiectul unor referate tema-
tice care sa completeze portofoliul elevului.

e Teme de sintezad destinate recapitularii si sistematizarii cunostin-
telor, in vederea sustinerii examenului de bacalaureat.

Ca auxiliare in intelegerea, invatarea si aplicarea unor notiuni sunt
casetele in care se prezinta formule de calcul intalnite in anii prece-
denti, rubrica intitulata Ne reamintim.

Manualul se incheie cu un paragraf de INDICATII SI RASPUNSURI
elaborate pentru un numar semnificativ de exercitii si probleme.

Autorii



Algebra e I. Grupuri

ELEMENTE DE ALGEBRA
__________LGRUPURI

0 Legi de compozitie pe o0 multime
1.1. Definitii si exemple

Din studiul diferitelor operatii intalnite pana acum (adunarea si
inmultirea numerelor, compunerea functiilor, adunarea si inmultirea
matricelor etc.) se pot desprinde concluziile:

— exista o mare diversitate atat in ceea ce priveste natura
multimilor pe care sunt definite aceste operatii (numere, functii,
matrice, vectori, siruri, perechi ordonate...), cat si in ceea ce priveste
regulile specifice dupa care se opereaza cu elementele acestor multimi;

— operatiile algebrice intalnite au o serie de proprietati comune,
indiferent de natura elementelor asupra carora opereaza (comutati-
vitate, asociativitate etc.).

Retinand aspectele esentiale ale operatiilor, in acest capitol se va
face o prezentare a acestora intr-o forma generala prin intermediul
conceptului de lege de compozitie, concept care da posibilitatea folosirii
metodei axiomatice in algebra.

+ DEFINITII

Fie M o multime nevida.

* O aplicatie 9 : MxM - M, (X, y) = ¢(X, y) se numeste lege de compo-
zitie (operatie algebrica) pe multimea M.

e Elementul ¢(x,y)eM, care corespunde prin aplicatia ¢ perechii
ordonate (x,y)eMxM se numeste compusul lui x cu y prin legea
de compozitie .

I Exemple de legi de compozitie
¢ Operatia de adunare ,, + “ si operatia de inmultire ,, - “ pe multimile de numere N,
Z,Q R, C.
Wt UNXNON (X, y) > x4y,

o SUNXNON (X y)o XY,
Wt T IXI ST, (X, y) > X+Y,
W T IXISE (X, y)>x-y, et



Algebra e I. Grupuri

¢ Operatia de adunare ,+“ pe multimea 7 a vectorilor din plan:
+ Vx>V, (ﬁ, B)—>é+5.
¢ Operatiile de reuniune , U “, intersectie ,, N “, diferenta , \ “, diferenta simetrica
»A “, pe multimea (M) a partilor (submultimilor) unei multimi M:
.U 2(M)x 2 (M) > #(M), (A, B) > AUB,
N 2 (M)x2(M) > 2(M), (A, B)> AnB, etc.
+ Operatia de compunere ,-* a functiilor pe multimea # (M) ={f | f: M — M}:
Lot F (M)x 7 (M) > F (M), (f, g) >fog.

Legile de compozitie sunt date in diferite notatii:
e In notatie aditiva se scrie ¢(x,y)=x+y; elementul x + y € M se
numeste suma lui x cu y, iar operatia ¢ se numeste adunare.
e In notatie multiplicativa se scrie ¢o(x,y)=x-y: elementul x-yeM

se numeste produsul lui x cu y, iar operatia ¢ se numeste inmultire.
Deseori, daca ¢:MxM —> M este o lege de compozitie (operatie alge-

bricd) pe multimea M, in loc de notatia ¢(x,y) se folosesc notatiile:
XQy,Xoy, X*y,x Ty, x 1y etc.

%wm reyolvali

Pe multimea R se defineste operatia algebrica ,, T “, astfel:

T:RxRo>R (X,y)>xTy=xy-X-y.

a) Sa se calculeze: 273, 5T (-3), (-6)T(-8).

b) Pentru care elemente x € R, avem x T 2 = 8?

c) Sa se rezolve ecuatia x T (x+1)=1.
Solutie

a)273=2-3-2-3=1:5T7(-3)=5:(-3)-5-(-3)=-17, iar
(-6)T(-8)=(-6)-(-8)—-(-6)-(-8) = 62.

b) Avem: x T2 =x-2 -x -2 =x - 2. Din egalitatea x - 2 = 8 se
obtine x = 10.

c)Avem: X T (x+1)=x(x+1)-x—(x+1) = x2 - x —1. Rezulta ecuatia
x*-x-2=0 cu solutiile x; =-1, x, =2. Asadar: (-1)T0=1si2T3=1.

1.2. Adunarea si inmultirea modulo n

. * - . . -~ - . s
Fie neN un numar natural si a € Z. Din teorema impartirii cu
rest a numerelor intregi rezulta ca exista si sunt unice numerele q € 7
sire {O, L2,..,n- 1} cu proprietatea ca a =nq +r.

6
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Numarul natural r care reprezinta restul impartirii lui a la n, se
noteaza a mod n (se citeste ,a modulo n*) si se numeste redusul modulo n
al numarului ,a“.

Asadar, r = a mod n.

Astfel, daca n = 6, atunci:

15mod6 = 3, 5mod6 =5, (-10)mod6 = 2.

Pe multimea 7 definim urmatoarele legi de compozitie:

a) ®: ZxZ > 1, a®b=(a+b)modn, numita adunarea modulo n.

a @ b se numeste suma modulo n a lui a cu b.

b) ©:ZxZ —» 1, a © b=(ab)modn, numita inmultirea modulo n.

a O b se numeste produsul modulo n al lui a cu b.

Astfel, pentru n = 8, avem: 6 TEMA )
7 ®12=(7+12)mod8 =19mod8 = 3; 2 9 5. Se
16 © 9, 9 0 4,
403=(4-3)mod8=12mod8 =4; (-2) @ 3, (-8) © 5,
(-2) ©5=(-2)-5mod8 =(-10)mod8 = 6. (-7)® (-9). (-9) o (-5),
2@ 9)0 3, 307)® 8.
| (2e9)os (so7)es.
1.3. Adunarea si inmultirea claselor de resturi

modulo n

Fie neN un numar natural fixat. Pentru a e # notam
a= {a+nk| ke sir=amod n restul impartirii lui a la n.

Din teorema impartirii cu rest, exista q € Z astfel incat a =nq +r.

Atunci, a = {a+nk|keZ}={r+nq+nk|keZ}={r+nh/hel}= r.

Asadar, in determinarea multimii a este esential sa cunoastem
restul impartirii lui a la n.

Multimea a se numeste clasa de resturi modulo n a lui a.

Deoarece resturile obtinute la impartirea cu n a numerelor intregi
potfio, 1, 2, ..., n — 1, rezulta ca exista numai n clase de resturi modulo n

—

distincte doua cate doua si acestea pot fi considerate 0.1,2,...n-1
Multimea claselor de resturi modulo n se noteaza cu Z, si putem

scrie 4, = {6 1,2..., rT—\l}
Pe multimea 7, se definesc urmatoarele legi de compozitie:
a) .+“:Z,xZ, >, a+b=a ® b, numita adunarea claselor de

resturi modulo n, iar a+b se numeste suma claselor a si b.
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b) .- “:Z x¥, >, a-b=a O b, numita inmultirea claselor de

resturi modulo n, iar a-b se numeste produsul claselor a si b.

I¥" Exemple
+ Fie 14:{6, 1,2, 3!. Atunci, avem: 2+1=3;2+3=1;2+2=0 etc.

De asemenea: 2-2

Evercitic Wlmplw

1. Sa se calculeze in Z; :

a) (2)": 1) (3-2)-8: o (3) +(3) .
Solutie

~

Avem: a) (5)3 =2.2.9=

e >

5

1N

: b) (é ?1) 6-=5.6=2;
~\4 A3 A A A A A A A A A~ A A~ ~ ~ A~ ~
c) (3) +(5) -3.3.3.3+15.5.5-2.3.344.5-6.3+6=4+6=3.
2. Sa se rezolve in Z4, ecuatia 2x2 +2x = 0.

Solutie
Solutiile ecuatiei pot fi doar elemente ale multimii {6 L2, é}

Fie f(x)=§x2+ﬁx Avem ~

N A A A A A A A [ TEMA
0f(0):2-0+2-0=0+0=0; Rezolvati ecuatiile:
e t(i)=2-145.1-845-0 ) 8x+5-0, in Zs

N A b)§x2+§x=6,in16;
.f(2)_2 0+2:2=0+0=0; c) §x3+§x+§=6,inl4.

« £(3)-2.148.3-3+3-0.
In concluzie, solutiile ecuatiei date sunt 0,12 3. Dupa cum se

observa ecuatiile de gradul 2, pe multimi diferite de cele uzuale, pot
avea mai mult de doua solutii.

1.4. Parte stabila. Lege de compozitie indusa

Fie M o multime nevida si ,o“: M x M — M o lege de compozitie pe M.

«» DEFINITIE
e O submultime S ¢ M se numeste parte stabila a lui M in raport cu
legea de compozitie ,,o“ daca V x, y € S implica xoy € S.

8
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Pentru cazul S = M se spune ca M este parte stabila in raport cu
legea de compozitie ,,o“.

" Exemple

¢ Multimile de numere N, Z, © sunt parti stabile ale lui R in raport cu operatia de
adunare si operatia de inmultire a numerelor reale.

¢ Multimile pN= {px\ X € N}, cu p € N sunt parti stabile ale lui N in raport cu
operatiile de adunare si de inmultire a numerelor naturale.
+Fie ., ('C) multimea matricelor patrate cu elemente din multimea €.

Submultimea S c ., (C) a matricelor inversabile este parte stabila a lui ., (C)

in raport cu inmultirea matricelor.
a b
E3) 1. Fie Hc .4, (C), H=
2( ) {(—b aj

parte stabila a multimii .#, (€) in raport cu inmultirea matricelor.

aZ+b? = 1}. Sa se arate ca H este

Solutie

a b
FieA,BeH,A:( j,B:[X yj si a2+b2 =1 x2+y2=1. Se
-b a -y X

. a b)(x vy ax—-by ay+bx
obtine: AB = . = . (1)
-b a) |-y x —ay —bx -by+ax
Folosind proprietatea det(AB)=det(A)-det(B) rezulta ca:
det(AB) = (a2 + bz)(x2 + yz) =1 si astfel (ax —by)2 +(ay + bx)2 =1. (2

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca AB € H, deci H este parte stabila a
multimii .#, (C) in raport cu inmultirea.

2. Sa se arate ca multimea 4, ={0, 1, 2, ..., n-1} este parte stabila
a lui Z in raport cu adunarea modulo n si inmultirea modulo n.

Solutie
Daca a, be#,, atunci, din definitie, a®b si a®Ob reprezinta

restul impartirii numerelor a + b si a - b la n. In concluzie, a®b si a®b
sunt elemente ale lui #,.

Daca H este parte stabila a lui M in raport cu legea de compozitie
¢ : M x M —> M, atunci pe multimea H se poate defini o lege de

compozitie y : H x H —» H, considerand y(x, y)=¢(x,y). V X, y € H.

9
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Legea de compozitie y se numeste legea de compozitie indusa pe
multimea H de catre legea de compozitie ¢.

Pentru simplificarea scrierii, se obisnuieste sa se foloseasca
aceeasi notatie pentru legea de compozitie pe M si legea de compozitie
indusa pe H.

1.5. Tabla unei legi de compozitie

Fie M o multime (finita,
M={a;, ag,....,a,} si¢: MxM— @
a

a; ag ... a

— M o lege de compozitie pe M.
Legea de compozitie ¢ poate ay

fi descrisa printr-un tablou cu n

linii si n coloane corespunzator

elementelor a,, a,, ..., a,. La inter- . | ... .. .. (p(ai, aj)

sectia liniei i cu coloana j se afla

elementul o (ai, a; ) .

Acest tablou se numeste
tabla legii de compozitie sau
tabla lui Cayley.

Tabla unei legi de compozitie are un rol deosebit in perfectionarea
calculelor algebrice, precum si in verificarea unor proprietati ale acesteia.

(g) .,f‘.. !1 g
1. Fie H:{ze'li‘ z* :1}. Sa se arate ca H este parte stabila a

multimii € In raport cu inmultirea numerelor complexe.

Solutie
Ecuatia z* =1 se scrie (22 -1 (22 + 1) =0, N
-1 1 -1 i -
de unde se obtine ze{-1, 1 i, —i} =H. Alcatuim 1 |_y 1 _ i
tabla operatiei de inmultire pe H. o I S B |
Dupa cum se observa din tabla operatiei, 1 |- 1 1 -1

toate rezultatele obtinute in urma compunerii
elementelor apartin multimii H. In concluzie, multimea H este parte
stabila a lui € in raport cu inmultirea.

2. Sa se alcatuiasca tablele operatiilor de adunare si de inmultire
modulo 4 pe &, si de adunare si de inmultire pe multimea claselor

de resturi 2,.

10
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Solutie
Avand in vedere modul in care s-au definit operatiile pe multimile

R, si 4, avem:

@] 0 1 2 3 o]l 0 1 2 3
o/ o 1 2 3 o/l o o o o
1/ 1 2 3 0 1/ 0 1 2 3
2|12 3 0 1 2| 0 2 0 2
3/ 3 0 1 2 310 3 2 1
+]10 1 2 3 -0 1 2 3
60| 0 1 2 3 60/ 0 0 0 O
i1 2 38 0 i]6 1 2 3
512 3 0 i 510 2 0 2
313 0 1 2 3160 3 2 i

& 3. Pe multimea R se considera legea de compozitie X oy =Xy + X+,
V x,y € R. Sa se arate ca multimea M =[-2, O] este parte stabila

a lui R in raport cu legea de compozitie ,, o “.

Solutie
Trebuie aratat ca daca x, y € [-2, 0], atunci x oy €[-2, 0]. Deoarece

X,ye[-2, 0], rezultaca-2<x<0,-2<y<Osau-1<x+1<1,-1<y+
+ 1 < 1 si se obtin inegalitatile: |[x+1/<1, |y +1/<1. Prin inmultire avem
inegalitatea: |(X +1)(y + 1)| <1, care se scrie sub forma -1<(x+1)(y+1)<1.

Dupa reduceri se obtine: -2 <xy+x+y <0, deci xoy €[-2, 0].

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE

El. Pe multimea 7 se defineste opera-
tia algebrica ,o“ astfel: x o y = 2x +

1 a
E2. Pe multimea Jl:{[a 1]

aeD}

definim operatia algebrica A L B =

+y-3,Vx,yel.

a) Sa se calculeze: 4 o 7, 8 (-1), =3A-2B, V A, Be /.

(-8)>3 si 30(-8). a) Sa se arate ca I, e ..

b) Sa se afle valorile x € Z pentru b) S se calculeze 1 3 1 1 2 .
care xo(3x-1)=6. 31 21

c) Si se rezolve ecuatia (x + 1) 03 = c) Sa se determine a € R, stiind ca

=50(x%-8). (; :‘JJ_[:Z a:]=12.

11
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E3.

E4.

E5.

E6.

E7.

ES.

Sa se calculeze:
a) 18 mod 5; 28 mod 6; 17 mod 8;

(-3) mod 4;

b)5® 4; 6 ® 11; (-2)05; (-4)®
®(-13), dacan=9;

c)207: 508; (-3)017; (-5)O
o(-11), dacd n = 10.

Sa se calculeze:

a) 23,21,9,-3,7 in 13;

A~ ~

b) §+ﬁ, 3+7,5+9 in y Y
5.8 (8)" m £a

d) (§+§)-(1+§)-(§+§) in Z,.

PN

c)2.4,4.

Sa se rezolve ecuatiile:

a) §x+i=6, in Z3;

b) x2+i=6, in Z5;

c) §x2—x+§=6, in 2,4;

d) x3+§x+§=6, in 75.

Pe multimea R se definesc opera-
tiile algebrice: x c y =x + y — Xy si
xTy=x-y+2xy,VXx,Y¥eR. Sa se
rezolve:

a) ecuatiax o x=xT Xx;
(x+3y)o3=-19

b) sistemul .
(x-2y)T2=-22

Pe multimea M={0, 1, 2, 3, 4} se
considera legea de compozitie
Xoy=|x-y[,VXx,yeM. Sa se
alcatuiasca tabla operatiei si sa se
arate ca M este parte stabila in raport
cu aceasta lege de compozitie.

Sa se alcatuiasca tabla operatiei
»o“ pe multimea M si sa se studieze
daca multimea este parte stabila
in raport cu 0", daca:

a) M = {x e N| x divide 12},
Xoy=cmm.d.c.(x,y);

b) M ={2, 3, 4, 5},

xoy=min(x, y);

12

c) M={0v 1y 2v 3y 4}’

Xoy=max(x,y).

E9. Sa se arate ca multimea M este

parte stabila in raport cu legea de
compozitie specificata:
a) M=[2, +»), Xoy=Xxy-

-2(x+y)+6;

ol

cu adunarea matricelor;

-y

in raport cu inmultirea matricelor.

a,be D}, in raport

a,be@ a2—2b2=1},

E10.Pe multimea M = {1, 2, 3, 4} se consi-
dera operatia algebrica ,, - “ a carei
tabla este data mai jos:

° 1 2 3 4
1 1 3 4 1
2 1 3 4 2
3 2 1 3 4
4 4 3 2 1

a) Sa se determine: x=10(203),
y=40(3°2), z=(102)0(3°4).
b) Sa se rezolve ecuatiile: x - 2 = 4,
4ox=2six020x=1.

c) Sa se rezolve sistemele de ecuatii:

x02=y . Xoy=1
si .
yo2=x [(X+1)oy=1

E11.Fie M:{A:[l a)
01

gea de compozitie X | Y=X+Y-1I,,
V X,Y e#(C), definita pe multi-
mea .#5(C).

Sa se arate ca multimea .# este
parte stabild a multimii .#,(C) in

raport cu operatia de inmultire a
matricelor si in raport cu operatia
"J_“.

a e‘l:} si le-
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Al.

A4.

Sa se determine multimile M c Z 4,
care sunt parti stabile ale lui 7,
in raport cu operatia de adunare.

. Sa se arate ca multimea M este

parte stabila in raport cu operatia
specificata:
a) M=(a, +), Xxoy=xy-a(x+y)+

+a2+a;

b) M=(4, 6], xoy=xy-5(x+y)+30;
X+y
1+xy

c) M=(-1,1), xoy=

. Pe multimea M=(2, +») se consi-

dera legea de compozitie:

L_z, Y X, y e M.
Xx+y-3
Sa se arate ca M este parte stabila

in raport cu ,, o “.

Xoy=

Se considera multimea
l[@]:{a+b\@‘a, bel}.

Sa se arate ca:

a) multimea 7 [\/5 ] este parte stabila
in raport cu adunarea si inmultirea;
b) multimea M = {a +byJ3 ‘ a,bel,

a2-3b% = 1} este parte stabila a mul-

timii l[\/g] in raport cu inmultirea.

. Fie functiile f), f,, f3, f; : R\ {0} >

1

SR\{0), £ (x)=x, 5 (x) = 2

13
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A6.

A7.

AS8.

A9.

f3 (x)=—x, f4(x)=—i. Sa se arate

cd multimea M = {f;, f,, f3, f;} este

parte stabila in raport cu compu-
nerea functiilor.

Fie M =(2, + ©) si legea de compo-
zitiepe M, x oy =xy - 2x - 2y + a,
VxX,yeM.

a) Sa se determine valoarea minima
a lui a € R, astfel incat M sa fie

parte stabila in raport cu ,,0“.

b) Sa se rezolve ecuatia 4 - x = 8.
c) Sa se rezolve sistemul:
2)o(y-3)=46
(x+ ) (y ) , pentru a = 50.
(2x+1)o(y+1)=59

Sa se studieze daca multimea M
este parte stabila a lui € in raport
cu inmultirea:

a) M={zec|2®=1;
b) M={zeC|z=2};
¢) M={ze€|2?=z};
d) M ={z < C|Re(z)=0}.

Sa se determine multimile finite
M c R, care sunt parti stabile ale
lui R in raport cu operatia de
inmultire. Aceeasi problema pentru
multimea C.

Fie M o multime cu 3 elemente. Sa
se determine numarul legilor de
compozitie care se pot defini pe
multimea M. Generalizare.
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Q Proprietati ale legilor de compozitie

2.1. Proprietatea de comutativitate

Fie M o multime nevida.

+ DEFINITIE
I * Legea de compozitie ,o“: MxM - M, (X,y) —> Xoy se numeste comuta-
tiva daca xoy=yox, VXx,ye M.

IF" Exemple de legi de compozitie comutative
¢ Adunarea si inmultirea pe multimile de numere N, 7, Q, R, C. Avem:

X+y=y+Xx si X-y=y-X, VX, Y.
* Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica pe multimea .*/’(M) a submultimilor
multimii M:
AUB=BUA,AnB=BnA AAB=BAA,V A Be?(M).
+ Adunarea matricelor pe multimea ./, ,(C):

A+B=B+A A Be.ly ,(C).

I Exemple de legi de compozitie necomutative
¢ Scaderea pe multimile 7, Q, R, C.

+ Scaderea pe multimea matricelor .#, ().
¢ Diferenta multimilor pe multimea # (A)
¢ Compunerea functiilor pe multimea 7 (M) = {f | f: M- M}, daca M are cel putin

doua elemente.

<> 0BSERVATII

1. Daca ¢: MxM — M este lege de compozitie comutativa pe multimea M

si H ¢ M este parte stabila a lui M in raport cu ¢, atunci operatia
indusa pe H de legea ¢ este comutativa. Se spune ca proprietatea de
comutativitate este ereditara.

2. Daca multimea M este finita, comutativitatea unei operatii ¢ pe M
poate fi verificata pe tabla operatiei. Legea de compozitie este comu-
tativa daca tabla legii este simetrica fata de diagonala principala a
acesteia.

Pe multimea 7 a numerelor intregi se defineste legea de compozitie
Xoy=Xy+2xX+ay.
Sa se determine a € Z pentru care legea de compozitie este comu-
tativa.

14
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Solutie

Avem: yox =y -x+2y+ax. Din egalitatea xoy =yox se obtine
X-y+2x+ay=y-x+2y+ax,Vx,yeZ. Din faptul ca inmultirea si
adunarea numerelor intregi sunt legi de compozitie comutative se obtine
(a-2)(x-y)=0, Vx,yel, deundea=2.

<> OBSERVATIE

e Multe legi de compozitie se definesc cu ajutorul altor legi de compo-
zitie. In asemenea cazuri, in demonstrarea proprietatilor legii de
compozitie considerate, intervin in mod esential proprietatile legilor
de compozitie folosite in definirea acestora.

2.2. Proprietatea de asociativitate

Fie M o multime nevida.

+ DEFINITIE

I° O lege de compozitie M x M - M, (X, y) > Xoy se numeste asociativa

daca (xcy)ez=xo(yez), VX, y,ze M.

I Exemple de legi asociative
¢ Adunarea si inmultirea pe multimile de numere N, 7, Q, R, C:

(x+y)+z=x+(y+2) si (x-y)-z=x-(y-z), pentru oricare X, y, z.
+ Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica pe multimea partilor unei multimi M:
(AUuB)uC=AU(BUC),(AnB)nC=AnN(BNC) si
A A(BAC)=(AAB)AC, VA, B, Ce #(M).
+ Compunerea functiilor pe multimea . (M) = {f | f: M - M}:
fO(gOh):(fog)oh, v i, g, hef(M).
¢ Adunarea si inmultirea matricelor pe multimea ., (C):

A+(B+C)=(A+B)+C,V A, B, Ce.#,(C)si A-(B-C)=(A-B)-C,V A, B, Ce./,(C).

I¥" Exemple de legi neasociative
¢ Scaderea pe multimile de numere Z, @, R, C. De exemplu: 2-(3-1)=0, iar

(2-3)-1=-2.
+ Scaderea matricelor pe multimea .#, (C).

+ Diferenta multimilor pe multimea #(M).

Atunci cand este valabila proprietatea de asociativitate, nu este
necesara folosirea parantezelor pentru a indica compusul a trei
elemente. In acest caz este suficient sa se scrie aeboc, iar acest

element se poate determina fie cu (aeb)ec, fie cu as(bec).

15
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In general, pentru o operatie asociativa, se pot considera elemente
de forma: ajcayo...0ca,, acestea avand aceeasi valoare indiferent de
gruparea termenilor cu ajutorul parantezelor.

Elementul a; ca, o...0a, se defineste recursiv, astfel:

ajeago...oay_joa, =(ajcago..oa, j)oay.

Pentru o lege de compozitie ,o“ asociativa sunt valabile egalitatile:

® ajeage..oa, =ajo(age...oa,);

® ajeage..oay, =(ajcago...oay_j)e(age...ca,), unde 2<k <n.

< OBSERVATII

1. Proprietatea de asociativitate este ereditara, adica daca ¢ este lege
de compozitie asociativa pe M si H ¢ M este parte stabila a lui M in
raport cu ¢, atunci si legea indusa pe H de catre ¢ este asociativa.

2. Daca ¢ este lege neasociativa pe M si H ¢ M este o parte stabila a lui
M in raport cu ¢, nu rezulta in mod necesar ca legea indusa de ¢ pe
H este neasociativa.

I Exemplu
¢ Operatia de scadere pe Z nu este asociativa, dar este asociativa pe multimea

H={O}cl

GPocbleme Walp/

1. Pe multimea ./, (Z) se considera legea de compozitie ,o*, data
de relatia A-B=A +B+ AB.
a) Sa se arate ca legea de compozitie ,o* este asociativa.

1 a 1 b 1 ¢
b) Sa se determine o o .
01 01 01

11 1 2 1 3 1 4
c) Sa se determine o o ° .
0 1) (0 1 01 01

Solutie
a) Folosind comutativitatea adunarii si asociativitatea inmultirii
matricelor, avem (AcB)oC=(A+B+AB)cC=A+B+AB+C+

+(A+B+AB)-C=A+B+C+AB+AC+BC+ABC. Analog, A-(B-C)=

=A+(BeC)+A-(Bo-C)=A+B+C+BC+A(B+C+BC)=A+B+C+AB+
+AC + BC + ABC.
Asadar, pentru oricare A, B, Ce .#,(Z),(A°B)oC=A0c(B-C), deci

legea de compozitie ,0o“ este asociativa.

16
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b) Legea .o fiind asociativa, folosind a) rezulta:
1 a 1 b 1 c 1 a 1 Db 1 c 1 a)(1 b
° ° = + + + +
01 01 01 01 01 01 0O 1)l0 1
1 a)(1l ¢ 1 b))l c 1 a)(1 b)l1l c 3 a+b+c
+ + + = +
0 1)l0 1 0 1)l0 1 0O 1){l0 1)l0 1 0 3
1 a+b 1 a+c 1 b+c 1 a+b+c 7 4a+4b+4c
+ + + + = .
0 1 0O 1 0O 1 0 1 0 7

c) Folosind punctul b) rezulta:

(o 316 36 S 306 %66 -6 %) 3
4 O B (g B ]

2. Pe multimea R se defineste legea de compozitie R x R — R,
(x,y) >Xoy =xy+ax+ay+b.

a) Sa se determine a, b € R, astfel incat legea de compozitie ,o* sa

fie asociativa.
b) Sa se determine XxoXo...0x, pentru a, b € R determinate la a).
\_ﬁ(__/
n termeni

Solutie
a) Folosind proprietatile adunarii si inmultirii numerelor reale, pentru

VX, y.ze€ R, avem (Xoy)ez=(Xy+ax+ay+b)ez=(xy+ax+ay+b)-z+
+a-(xy+ax+ay+b)+az+b=Xyz+axz+ayz+bz+axy+azx+a2y+ab+
+az +b = xyz +axy +ayz + axz +a’x +a’y +(a+b)z+ab+b. Analog se obtine:
xo(yoz)=xyz+axy +ayz+axz+(a+b)x+a’y+a’z+ab+b,

Prin identificarea acestor expresii se obtine relatia a® =a+b, de

unde b=a”-a siastfel: xoy=xy+a(x+y)+a®-a=(x+a)(y+a)-a

b) Vom folosi metoda inductiei matematice.

Fie t, =XoXo...0X, compunerea avand in total n termeni.
Rezultd: t; = X, ty = XoX = X2 +2ax +a” —a:(x+a)2 -a,
tg =ty ox =(x+a)(ty +a)—a:(x+a)3 —a.

Presupunem ca tg = (x+ a)k -a.

)k+1 —a.

Atunci tggy =t ox=(x+a)(t, +a)-a=(x+a

17
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Din principiul inductiei matematice rezulta ca:

ty =(x+a)" —a pentru oricaren e N, n > 1.

3. Intr-un circuit electric sunt legate in paralel doua rezistoare cu
rezistentele R, si R,, masurate in ohmi. Rezistenta echivalenta R

a gruparii rezistentelor R;, R, este data de relatia:

11,1

R R; Ry

Sa se arate ca circuitele din figurile 1 si 2 au aceeasi rezistenta totala

pentru oricare valori R, Ry, R3 €(0, + ).
Solutie:

Fie M =(0, +») multimea valorilor rezisten-
telor dintr-un circuit. Figura 1

Relatia (1) defineste pe multimea M urmatoarea
lege de compozitie:

RiRy

R; +Ry

Rezistenta totala a circuitului din figura 1 este
R'=(R; °Ry)°Rg, iar a circuitului din figura 2 este R" =R, o(Ry ¢ R3).

Egalitatea R'=R" este echivalenta cu egalitatea (R;°R,)oR3 =
= Rl 0(R2 ORS), Rl’ Rz, R3 (S M.

Avem (R;oR,)oRg =ﬂoR3 = RiR,Rs :

R, +R, R,R, + R;R3 + RyR;
RoRs RiRyR3

R, +R3 RRy +RjR3 +RyR3

Asadar R'=R". Mai mult, se obtine ca legea de compunere a
rezistentelor legate in paralel este asociativa.

Figura 2

Analog, Rl O(R2 OR3) = Rl o

Pe o multime M se pot defini mai multe legi de compozitie.

O multime nevida inzestratda cu una sau mai multe legi de
compozitie, care satisfac un set de axiome date sub forma de identitati
sau alte conditii, formeaza o structura algebrica.

+ DEFINITII

* Se numeste semigrup o pereche (S, o) formata dintr-o multime nevida
S si o lege de compozitie pe S care indeplineste axioma de asociativitate:
S :xXo(yoz)=(xoy)oz, VX, y,2z€S.

18
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*Un semigrup (S, ) se numeste semigrup comutativ sau abelian

daca legea de compozitie verifica axioma de comutativitate:
Sy:Xoy=yoX,VXyeS.

I Exemple de semigrupuri

¢ Perechile (N, +) si (N,-) sunt semigrupuri comutative. Ele reprezinta semigrupul
aditiv si semigrupul multiplicativ al numerelor naturale.

+Fie A o multime si #(A) familia partilor lui A. Perechile (#(A).u).(Z2(A).n).
(#(A). o) sunt semigrupuri comutative.

+ Fie A o multime nevida si .7 (A)={f | f: A - A}. Perechea (4 (A), o) este semigrup.
Daca multimea A are cel putin doua elemente, semigrupul (i (A), o) este

necomutativ.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE

El. Sa s.e §t1'1d1eze cor.nutat1v1tatea si .o* sunt comutative si asociative
asociativitatea legilor de compo-

zitie definite pe multimea M, in pe multimile M:

cazurile: a)M=12, xocy=cx+ay +b;
a)M=(1, +), Xoy =2xy - 2x -2y + 3; D)M=Q, Xoy =Xy +2X+ay +b;
b)M:[]_, 3],xoy=xy—2x—2y+6; c)M=C, xoy = ixy + ax + by;
c)M=17, xoy=Xx+Yy +Xy; - _ax+by
d))M:l' xos;:mY_zXY_zyw; A M= (0, +), xoy =" T
e)M=Q, xcy=xXy-x-Yy. E4. Pe multimea Z se considera legile

de compozitie xocy=x+y-4 si
XxTy=xy-4x -4y +20.
a) Sa se arate ca (Z,0) si (Z,7)

sunt semigrupuri comutative.

E2. Sa se studieze comutativitatea si
asociativitatea legii de compozitie ,,o“
definite pe multimea M, in cazurile:

X+

a) M=(-1,1), xoy = 1+x3;; b)Sasearateca x T (yoz)=(xTy)eo
B)M=C, xoy=x+y +ixy; o(x T z) (legea de compozitie ,T*
c) M= (1, + oo) , este distributiva fata de ,,-“).
Xoy= \/x2y2 -x2-y?2+2; E5. Pe multimea 7 se considera legile

de compozitie xoy=x+y-3 si

xTy=x+y-7.

ac p}, a) Sa se arate ca (Z,0) si (Z,7)
sunt semigrupuri comutative.

d M=(o0, oo)\{l};Xoy:xlny;

vu 3

AoB=AB-A-B+2I,.

b) Sa se determine a, be N, astfel

E3. Sa se determine constantele reale incat functia f:7 -7, f(x)=ax+b si
pentru care legile de compozitie verifice egalitatea f(xoy)=f(x)Tf(y).
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E6. Pe multimea Z5 se defineste opera-

tia algebrica Xoy=xy+§x+§y+a,
VX yels.
a) Pentru ce valori ale lui acZg exista

Al.

Pe multimea A =[0, 2) se defineste

legea de compozitie ,,o“ prin:

4x + 4y
4 + xy

a) Sa se arate ca legea este asoci-
ativa si comutativa.

b) Sa se verifice daca x, y, z € A si
Xoz=yoz atuncix=y.

Xoy= , X, YyEA.

c) Sa se determine x € A care
verifica ecuatia x o x o x = 0.
(Univ. Babes-Bolyai, Cluj-Napoca, 2000)

. Pe multimea IR se defineste legea de

compozitie x o y = xy + 2ax + by,

V x, y € R. Legea este asociativa si
comutativa daca:

a) a=l,b=l;
3

2
B a=b=21;
3
c) aZ +bZ2=2;
da=1,b=2;

e)a=b=0 sau a=%, b=1.
(Univ. Maritima, Constanta, 2000)

. Sa se arate ca urmatoarele legi de

compozitie definite pe R sunt comu-
tative si asociative:

a) x | y=max(x, y);
b) x L y=min(x, y).

20

APROFUNDARE

A4.

A6.

egalitatea (20a)oa”®=20(a-a?)?
b) Sa se determine a e Z5 pentru

care operatia ,o“ este asociativa.

Sa se determine a, b € R pentru
care urmatoarele operatii algebrice,

definite pe multimea M c /5 (R),
sunt comutative si asociative:

o= )

= A +aB + bl,;

x,yeD},AOB=

pm={* ¥ R
= X, ’
0 x+y ye
AoB=aAB+ bBA;
{2 el
c) M= xecR;, AcB=
X X

=aAB+(2 S\J(A+B).

. Fie M o multime nevida si operatia

algebrica asociativa ,,o “ definita pe
M. Sa se gaseasca conditii sufi-
ciente asupra elementului a ¢ M

pentru care operatia ,, 1 “ definita
pe M este asociativa:

a)xly=aocxoy;b)xly=xocaoy;
cJxly=aocxoyoa;dxly-=

=xoyoa,

Sa se determine numarul legilor de
compozitie comutative definite pe

. *
o multime cu n e N elemente.



Algebra e I. Grupuri

2.3. Element neutru

Fie M o multime nevida.

«» DEFINITII
* Legea de compozitie M x M - M, (X,y) > Xoy admite element neutru
daca exista un element e € M, astfel incat x-ce =eo x = x,
VxeM. (1)
e Elementul e € M cu proprietatea (1) se numeste element neutru
pentru legea de compozitie ,o“.

" Exemple

¢ Numarul O este element neutru pentru adunarea numerelor pe multimile N, Z, Q,
RCx+0=0+x=x, VX
+ Matricea Oy, ,, este element neutru pentru adunarea matricelor pe multimea ./, ,, ('D):
A+Opn n=0m d+A=AV Ae .y 4(C).
¢ Matricea unitate I, este element neutru pentru inmultirea matricelor pe multi-
mea A, (C): AL, =1,-A=A,V Ae.,(C).

#Vectorul nul O este element neutru pentru adunarea vectorilor pe multimea
vectorilor 7 din plan sau din spatiu:

V+0=0+Vv=v,VVe?.

« TEOREMA 1 (unicitatea elementului neutru)

Fie M o multime nevida. Daca legea de compozitie M x M — M,
(x,y) > x oy, admite un element neutru, atunci acesta este unic.

Demonstratie
Sa presupunem ca e; si e, sunt elemente neutre pentru legea de

compozitie ,o“. Atunci au loc relatiile:

Xo€ =X Sl €50y =Y.

Luand x =eqy si y =e; se obtine ca:

€y0€] =e9 Si €90€, =€, relatie din care rezulta ca e, =ey si
unicitatea este demonstrata. B

(g) .,f‘.. !1 g
1. Pe multimea R se defineste legea de compozitie R x R - R,
(x,y) > xoy=xy+ax+ay+b. Sa se determine a, b € R pentru

care legea de compozitie data admite element neutru e = 2.
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Solutie

Numarul e = 2 este element neutru daca x02=2o.x=%X, VX € R.
Din aceste relatii se obtine 2x + 2a+ax+b=%x, Vx € R, deunde a + 2 =
=1 si2a+ b =0. Rezulta a = -1 si b = 2, iar legea de compozitie este
Xoy=Xy-X—-y+2.

@ 2 rFem=l> P
0 0

a) Sa se arate ca exista A € M, astfel incat AX =X, VX € M.
b) Exista matricea B € M, astfel incat XB =X, V X € M?

a,belD}.

Solutie

: Xy : a b . .
a) Fie X = 0 0 e Msi A= 0 0 € M. Din egalitatea AX = X se

) a b)(x vy Xy ax ay Xy 5 )
obtine . = , de unde = . Aceasta relatie
0 0)l0 O 00 0O o 00

1 b
se verifica pentru oricare X,y e Rdacaa=1, b € R, deci A:(O ] b e R.

0
Rezulta ca exista o infinitate de matrice A cu proprietatea ceruta.

. a b . . (XY
b) Fie B= 0 0 e M. Din egalitatea XB = X se obtine: o ol

a b Xy ax bx Xy
. = sau = , de unde a = 1, bx =y. A doua
(O] 00 0O O 0 O

egalitate nu poate avea loc pentru oricare x, y € R.
Asadar, nu exista B € M cu proprietatea ceruta.

<> 0BSERVATII

1. Fie M o multime nevida si ,,o“ o lege de compozitie pe M.
Daca exista e, € M, astfel incat e;ox=x, V x €M, elementul e, se
numeste element neutru la stanga.
Daca exista ey € M, astfel incat xcey =%, VxeM, elementul e; se
numeste element neutru la dreapta.
Din problema rezolvata rezulta ca exista legi de compozitie care au
element neutru la stanga, dar nu au element neutru la dreapta.

2. Operatia de scadere pe R are elementul neutru la dreapta e4 =0, dar
nu are element neutru la stanga. Intr-adevar, x - 0 =x, V x € R, si
nu exista e € R astfel incate - x=x, Vx € R.
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+ DEFINITII

¢ Perechea (M, °) se numeste monoid daca verifica urmatoarele axiome:
(M,) axioma asociativitatii:
(xoy)ez=xo(yoz), VX y,zeM

(M,) axioma elementului neutru:
Je e M, astfel incat xce=eox=x, VxeM.

“

* Daca, in plus, legea de compozitie ,o“ este comutativa, monoidul se

numeste monoid comutativ sau abelian.
Se observa ca perechea (M, o) este monoid daca este semigrup cu
element neutru (semigrup unitar).

IS Exemple
* Perechile (N, +), (N, ), (Z, +), (Z, -), (R, +), (R, ) sunt monoizi comutativi.

+ Perechile (.///n (€), ) (,‘T(A), o) sunt monoizi necomutativi.

2.4. Elemente simetrizabile

+ DEFINITII
Fie M o multime nevida, inzestrata cu o lege de compozitie M x M — M,
(x,y)=xcy, care admite elementul neutru e.
e Elementul x € M se numeste simetrizabil in raport cu legea de
compozitie ,o* daca exista x' e M, astfel incat xox'=x"ox=e. (1)
e Elementul x'e M se numeste simetricul elementului x in raport cu
legea de compozitie ,.o*.

5" Exemple
+ Orice numar real x este simetrizabil in raport cu adunarea numerelor reale. In
acest caz, x' = —x si se numeste opusul numarului x.

¢ Orice numar real nenul x este simetrizabil in raport cu inmultirea pe R. Simetricul
1

elementului x e R\ {0} este x'=— si se numeste inversul lui x. Numarul x = 0
X

nu este simetrizabil in raport cu inmultirea numerelor reale.
¢ Fie Z multimea numerelor intregi. Singurele elemente simetrizabile in raport cu
inmultirea sunt 1 si —1.

Daca legea de compozitie pe multimea M are element neutru, se
noteaza cu # (M) multimea elementelor simetrizabile in raport cu legea

de compozitie.
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Deoarece elementul neutru are proprietatea ece=e, rezulta ca
e e (M), deci % (M) este multime nevida.

Multimea # (M) se numeste multimea unitatilor lui M.

= TEOREMA 2 (unicitatea simetricului)

“

Fie ,o“ o lege de compozitie pe multimea M, asociativa si cu

elementul neutru e. Daca un element x € M are un simetric,
atunci acesta este unic.

Dermonstratie
Presupunem ca x' si x" sunt elemente simetrice ale elementului
x. Din asociativitatea legii de compozitie ,-“ se obtine:

X' oxoX"=(XoX)ox"=€oXx"=X", si X oXoX"=X0o(X0X")=X"0e=X.

Rezulta ca x' = X" si unicitatea este demonstrata. i

<> OBSERVATIE

e Daca o lege de compozitie ,o“ pe o multime M are element neutru,

dar nu este asociativa, este posibil ca un element x € M sa admita
mai multe elemente simetrice.

IS" Exemplu
* Fie M = {e, a, b} si legea de compozitie data cu ajutorul tablei lui Cayley:

b

b Legea nu este asociativi deoarece: (bob)ea=aca=e, iar
b be(bea)=boe=h.
e

a

Elementul a € M are simetricele a si b, deoarece aora=e si
aocb=e=boa.

T o o|e°
T o 0|0
o o M|

« TEOREMA 3

Fie M o multime nevida inzestrata cu o lege de compozitie M x M —
— M, (x,y)— xoy, asociativa si cu element neutru.

a) Daca x € M este simetrizabil in raport cu legea de compozitie

. . . - . . . . !
w0, atunci simetricul sau x' este simetrizabil si (x') = X.

b) Daca x, y € % (M), atunci xoy e #(M) si (xoy) =y ox',

c) Daca xy, Xy, ....X, € % (M), atunci (x, ox, o...ox, ) e % (M) si

!
(X;0Xgo0..0Xy) =Xp 0Xp_j 0.0 X].
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Demonstratie

a) Deoarece xox'=X'oX =€, se observa ca simetricul lui x' este
chiar x, deci (x')' =X.

b) Sa consideram z =y'ox' € M. Avem:

(Xoy)oz:(Xoy)o(y’ox'):Xo(yoy’)ox'zxoeox':Xox’:e si
Zo(xoy):(y’ox’)o(xoy) = y'o(x’ox)oy: y’oeoy:y’oy:e.

c) Se foloseste inductia matematica.

Pentru n = 1 si n = 2, proprietatea este adevarata avand in vedere b).

Sa presupunem proprietatea adevarata pentru k e N’. Avem:

!
(x10xg0...0xy °Xk+1)’ :((XIOXZO---OXK)OXkH) = X1 °

! . .
o(X} 0Xg 0...0X) ) =Xjcyy (X ©...0X] ) = X1 © X ©...0X], deci proprietatea
are loc si pentru k + 1.
T . . . *
In concluzie, proprietatea are loc pentru oricare neN . R

FPocbleme W«l&

[x] 1. Pe multimea R se considera legea de compozitie R x R - R,
(x,y) > Xxoy =Xy +ax+by+c.
a) Sa se determine a, b, ¢ € IR pentru care legea este comutativa,
asociativa si admite element neutru.
b) Pentru valorile a, b, c gasite, sa se determine % (\D).

Solutie

a) Din relatia x oy = y o x se deduce a=b, deci Xoy=xy+a(x+y)+c.
Legea de compozitie este asociativa dacd xo(yoz)=(xoy)ez, VX, y,z¢€
e . Se obtine egalitatea: xyz +a(xy +yz+zx) +a’x +a’y +(a+c)z+ac+c=

=xyz+a(xy +yz+zx)+(a+c)x+a’y+a’z+ac+c, Vx,y, ze R

Rezultd ca a +c =a?

si xoy=xy+a(x+y)+a’-a.

Legea de compozitie data admite elementul neutru .e“ daca
xoe=eox=X, VxeR. Se obtine egalitatea: xe+a(x+e)+a’-a=x,
VxeR, deunde (x+a)e=(x+a)-(1-a), VxelR si, astfel, e=1-a.

In concluzie, b = a, ¢ =a?

—a,aclh.
b) Fie x un element simetrizabil si x' simetricul sau. Se obtine

xX'ox=¢€ si xx’+a(x+x')+a2—a:1—a, de unde X’(X+a)=1—a2—ax.
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Se observa usor ca daca x # -a rezulta x'=—————_ Asadar,
X+a

U (R)=R\{-a}.

2. Fie ,o“ lege de compozitie asociativa si cu element neutru pe

multimea M. Sa se arate ca daca xe#(M),y¢ % (M), atunci
Xoy si yoXx nu sunt simetrizabile.

Solutie
Sa presupunem prin absurd ca xoy € % (M).

Atunci exista s € # (M), astfel incat (xcy)es=e=so(xoy).

’

De aici rezulta: Xxo(yeos)=e si yos=x". Seobtine y =x'os'=(sox)
si y € % (M), in contradictie cu ipoteza.
Asadar, xoy ¢ % (M). Analog se arata ca yox ¢ % (M).

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se verifice daca operatia alge- || E3. Sa se determine elementul simetric
brici ,o“ definiti pe multimea M al elementului s € M, daca:
admite element neutru: a) M=D Xoy=Xxy+Xx+Y, se{—a, 2, \/5},
a)M=R,Xoy=2Xy+X+Y; b) M=Z, xoy=x+y-13,
b)M=C,xoy=xy+2x + 2y + 2; se{-1,0, 3, 11};
S)M=17,xoy=xy-3x-3y+12; c) M=C, xoy=x+y+i, se{i, —i, 1+i};
X+y. 9 9
d M=(-1,1), Xocy=——"-; _(_ ou o X+ 9y
( ) 1+xy d M=(-3,3), x y_79+xy'
e)M=l7,xoy=xy+§x+§y+§. 1
. . seq0, -2, 2, —}.
E2. Sa se determine elementul neutru

pentru operatia ,,o“ definita pe M:

a) M=(-3, +®), xoy=xy+3x+3y+6; E4. Pe multimea R se considera legea de

b) M=(7, + ), Xxoy=xy-7x— 7y +56; compozitiex oy = ¥z +y%, x, y e R.
xy a) Sa se arate ca (R, o) este monoid
c) M=(0,1), xoy=——>"———; .

2xy-x-y+1 comutativ.

d M- (0, +°o) \{1}, xoy = <0108, ¥ b) Sa se arate ca # (R) =R.
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Al.

A3.

Sa se determine parametrii pentru

care operatiile date au elementul

neutru indicat:

a) M=R, xoy=xy+ax+ay+2, e=2;

b) M=Q, xocy=x+y+a, e=-5;
bxy-12x-12y +a

c) M=(2 3),xoy= xy y ,
2xy —5x -5y +13

5
e=—.
2

. Pe multimea Q se considera legile de

compozitiex o y = % - 2x - 2y + 24,

xly=x+y+2, V x,ye Q. Daca
e; si e, sunt elementele neutre in
raport cu legile ,,o“, respectiv ,, 1“,
iar p=e; 1 e, atunci:

a)p=4;b)p=-6;c)p=10;
d)p=12;¢)p=16.
(ASE, Bucuresti, 1998)

Pe multimea € se defineste legea
de compozitie z;0z5=12;-25+
+i(2y +23)-1-1, 2, z € C. Daca
m este modulul elementului neutru
al legii ,,o“, atunci:
a)m=1;b) m=+5; ¢) m=+2;
d) m=+/3; ) m=22.

(ASE, Bucuresti, 1998)

APROFUNDARE

A4. Pe multimea R se defineste legea

A6.

A7.

de compozitie x o y = xy — ax + by.
Sa se determine a, b € R, astfel
incit (R, o) sa fie monoid. Pentru
fiecare monoid obtinut sa se deter-
mine % (R).

(Univ. Bucuresti, 1986)

. Pe multimea M = R x R se consi-

dera legea de compozitie:
(a, b)o(c, d) =(ac - bd, ad + bc).

a) Sa se arate ca (M, o) este monoid

comutativ.
b) Sa se determine % (M).
1-x O b4
Fie M = 0O O o xeclR;.

b'< 0 1-x
a) Sa se arate ci (., ) este monoid

comutativ.
b) Sa se determine % (M).

Fie Z[i]={a+Dbi| a, beZ},
M={a2+b2 ‘ a, bel[i]}.
a) Sa se arate ca (Z[i], +), (Z[i], ),

(M, -) sunt monoizi comutativi.

b) Sa se determine elementele
simetrizabile ale fiecarui monoid.

EXERCITII S1 PROBLEME RECAPITULATIVE

El.

E2.

men= (2900 (0 25 o)

Sa se alcatuiasca tabla inmultirii
pe multimea M si sa se studieze
proprietatile acesteia.

Se considera multimea A ={1, 2, 3}.
a) Sa se alcatuiasca tabla diferentei
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simetrice pe multimea #(A).

b) Si se arate ca (#(A),u),
(#(A), n), (#(A), A) sunt monoizi
comutativi.

c) Sa se determine elementele
simetrizabile in monoizii de la b).
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] 001 01 0o - ioy(4io0
E3. Se considera matricea Ao -|{1 0 0 10°'l-1 0)lo i/’lo 4
o010 formeaza un monoid comutativ in
si multimea .z = { A" ‘ ne 1}, Sa raport cu inmultirea matricelor.
5 5 Sa se determine % ().
se arate ca (., ) formeazi un o .
. L E5. Se considera matricele:
monoid comutativ in care fiecare 1 1 2 _1
element este simetrizabil. A= , B=| ~ 7| si multi-
-2 2 2 -1)° ’
E4. Sa se arate ca multimea: mea M = {aA +B ‘ ae D*} . Sa se
10)(-1 0 0 i 0 -
M=v0 1/lo -1)/'li of'l4 of studieze daca (.#, ) este monoid
comutativ si sa se determine % (#).
APROFUNDARE
Al. Sa se dea exemplu de o lege de b) Sa se determine valoarea de
::on;l;::iatiztf‘:i? eéste comutativa si adevar a propozitiei: V x, y, zeN',
u iativa.
xT(ylz)=(xTy)L(xTz).
A2, Sa se dea exemplu de o lege de
compozitie neasociativi si care | A6. Pe multimea 7 se defineste legea
admite element neutru. de compozitie ,,o*, astfel:
A3. Fie M o multime nevida si (% (M), 0) Xoy=axy+bx+by+c, unde a,b,ceZ
monoidul functiilor definite pe M. Sa se arate ca: . )
a) Si se determine care sunt elemen- a) legea de compozitie ,,o* este asoci-
tele simetrizabile in raport cu compu- ativa daci si o idaca b2 —b = ac
nerea functiilor, daca elementul ’ . . L
neutru este functia identica. b) legea de compozitie ,o* admite
b) in ce caz monoidul ( 7 (M) o) este element neutru daca si numai daca
comutativ? b + ac = b? si b divide c.
A4. Fie ac (0 00) sif:DoD A7. Se considera multimea M nevida si
T »o" 0 lege de compozitie pe multi-
f, ( x) = {ax, x>0 . mea M care este asociativa si admite
0, x<0 element neutru. Daca M’ este o mul-
a) Sa se arate ca f, o fy = f;,. time nevida si f: M » M' o functie
b) Sa se arate ci multimea bijectiva, sa se studieze proprietatile
¥ = {fa |ae(0, oo)} formeaza monoid legii de compozitie T definite pe M
-1 -1
in raport cu operatia de compunere xTy= f(f (x)of (y)) .
af;nctu(lior. . AS. Fie £, BB, £, (x) X, xcQ
a i . . Fie R-oR X)=
c) Sa se determine % (%) a a ax.xcD\Q
A5. Pe multimea N se definesc legile de .
compozitie: siF= {fa |ae Q} ’
x T y=cmm.dc.(xy) si a) Sa se studieze daca ¥ este parte
' stabila in raport cu compunerea
x 1 Yy =c.m.m.m.c. (X, y) . functiilor-
a) Perechile (N*, T) si (N*, J_) sunt b) Sa se studieze daca (g’ , o) este
monoizi? monoid si sa se afle % (%).
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Testul 1

Pe multimea G =(1, +©) se considerad legea de compozitie x 1 y = 7xy -

-7 (x + y) + 8. Multimea G este parte stabila a lui R in raport cu legea de
compozitie ,, L “?
(3 puncte)

Pe multimea E ={0, 1, 2, 3, 4} se defineste legea de compozitie notata ,-*,

astfel x o y reprezinta restul impartirii numarului x1*Y 1a 5.
a) Sa se alcatuiasca tabla legii de compozitie ,,0*

b) Sa se arate ca legea de compozitie nu este comutativa si asociativa.
(3 puncte)

Pe multimea G = (1, + ») definim legea de compozitie: xoy =1+ (x— l)lg(y_l) .
a) Sa se determine 202 si sa se rezolve ecuatia 30 x = 3.
b) Si se arate ca pentru oricare x, y € G, x oy = 1+ 108> 118(y-1),
c) Sa se studieze proprietatile legii de compozitie ,,o*
(3 puncte)

Testul 2

Fie multimea M={x+yx/7 ‘ X, yel} si M'={x+y«/7 ‘ x,yel, x2—7y2=1}.
a) Sa se arate ca multimea M’ este parte stabila a lui M in raport cu inmultirea.

b) Sa se dea exemplu de cel putin trei elemente x+y\/7 ¢ M, cuy > 0.
(3 puncte)

Pe multimea M = {0, 1, 2, 3, 4} se defineste legea de compozitie ,,o* prin:

x +y, daca y €(x, 2]
Xoy=4x-y,daca y<x
y - X, daca x<3 sau y>2
a) Sa se alcatuiasca tabla legii de compozitie.
b) Sa se arate ci legea de compozitie nu este comutativa si asociativa.

c) Sa se arate ca legea de compozitie admite element neutru si fiecare
element x ¢ M este simetrizabil.

(6 puncte)
Testul 3
a) Sa se calculeze in Zg produsul 2.3.4.5.
b) Sa se calculeze in Zg suma 1+ ﬁ +3+4+5.
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c) Cate solutii are in Zg ecuatia: 3x=07?
d) Care este cel mai mic numéar natural nenul cu proprietatea ca
2+2+..+2=01in Z4?
LA ——
n ori

(Bacalaureat, iunie, 2003)

Se considera functiile f, : R - R, f, (x) = log, [(1 + 2% )a - 1] , a>0 si multimea

F={f, |ac(0, +»)}.

a) Sa se arate ca f, este functie inversabila si f;' = f;.
a
b) Sa se demonstreze cid multimea &% este parte stabila in raport cu
compunerea functiilor.
c) Sa se arate ca (¥, o) este monoid comutativ si si se determine % (%).

Pe multimea numerelor complexe se considerd legea de compozitie ,-o
definita prinxoy=xy +ix+iy-1-i,Vx,y e C.
a) Sa se arate ca xoy =(x+1i)(y+i)-1i
b) Sa se arate céa legea ,, - “ este asociativa.
c) Sa se determine multimea valorilor lui n e N', pentru care are loc egalitatea:
XjoXgo..oXy =(x; +i)(xp +1)...(%x, +i) -1, V x4, X5, ..., X, €C.
d) Sa se calculeze: E = (-100i) o (-99i)o...0(=i)o 0o io(2i)c...o(99i) 0 (100i).
e) Sa se rezolve in C ecuatia x o xoxox=1-1.

(Bacalaureat, iunie, 2003)

0 Notiunea de grup. Exemple

not
Fie G o multime nevida si (X,y)—>¢(x.y)=xcy, o lege de

compozitie pe G.

+ DEFINITII

* Perechea (G, o) se numeste grup daca sunt indeplinite urmatoarele

axiome:
(G1) Axioma asociativitdtii:

(xoy)ez=xo(yez),V Xy, zeG.

(G2) Axioma elementului neutru:

Je e G, astfel incat xce=eox=%,V xeG.

(G3) Axioma elementelor simetrizabile:

VxeG, X €, astfelincat XoX'=Xx'ox =e.
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*Un grup (G, ¢) se numeste grup comutativ sau abelian daca este

verificata axioma de comutativitate:
(G4): xoy=yox, VX, y € G.

> COMENTARII
a) Se observa ca perechea (G, o) este grup daca este monoid cu proprie-

tatea ca fiecare element este simetrizabil. Intr-un grup, # (G)=G.

b) Elementul e € G, a carui existenta este asigurata de axioma Go, este
unic determinat si se numeste elementul neutru al grupului.
c) Elementul x’'e G, a carui existenta o asigura axioma G3 pentru fie-

care x € G, este unic determinat deoarece legea de compozitie a
grupului este asociativa.

*Un grup (G, ) se numeste grup finit daca multimea G este finita.
Un grup (G, -) este grup infinit daca multimea G nu este finita.
*Fie (G,:) un grup. Se numeste ordinul grupului G, cardinalul

multimii G si se noteaza ord(G).

I¥" Exemple de grupuri
1. Din proprietatile adunarii si inmultirii numerelor rezulta:
a) (Z, +), (Q, +), (R, +), (€, +) sunt grupuri abeliene, numite grupul aditiv al nume-
relor intregi, rationale, reale, respectiv al numerelor complexe.
b) ((D*, ) (ID*, ) (C*, ) sunt grupuri abeliene, numite grupul multiplicativ al
numerelor rationale, reale, respectiv al numerelor complexe nenule.
Grupurile de la a) si b) sunt denumite grupuri numerice.

2. Multimile de matrice ., (Z), 4, (Q), Ay (R) si ., (C) impreuna cu adunarea

matricelor formeaza grupuri comutative.
[x] Pe multimea G = (2, + oo) se defineste legea de compozitie G x G - G,

(X,y) > Xey=xy-2x-2y+6. Sa se arate ca perechea (G, o) este

grup abelian.
Solutie

Perechea (G, ) este grup abelian daca sunt verificate axiomele
grupului (G1)-(G4).

(G1) Axioma asociativitdtii:

Avem: (Xoy)oz=(Xy—-2X-2y+6)oz=(xy-2x-2y+6)-2—2(xy—-2x—
—2y+6)-22+6=xyz-2(xy+x2+yz)+4(xX+y+2)-6.
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Analog se obtine:
Xo(yoz)=Xo(yz-2y-22+6)=x-(yz—-2y-22+6)-2x-2(yz-2y -
—22+6)+6=xyz-2(xy+xz+yz)+4(x+y+2)-6.

In concluzie, axioma asociativitatii (G1) este verificata.

(G2) Axioma elementului neutru:

Fie e € G, astfel incat xoce=eox =%, Vx e G.

Se obtine xe — 2x — 2e + 6 = X, V X € G, echivalenta cu e(x-2)=
=3(x-2), Vx e G.

Elementul neutru estee =3 € G.

(G3) Axioma elementelor simetrizabile:

Daca x € G, notam cu x' simetricul lui x. Se obtine Xxox'=3=
= X' o X, relatie care conduce la x’'-x-2x -2x'+6 = 3.

Rezulta x' = 2X-3 =2+ 1 (2, +).

X-2 X-2 O TEMA DE STUDIU
Asadar, (G, o) este grup.

Fie (G, o) un monoid. Sa
Deoarece Xoy =Xy -2X-2y+6 =yXx -
se arate ca (% (G), o) este

-2y -2x +6 =y o X, pentru oricare x, G,
y y p y e grup.

grupul (G, o) este grup comutativ.

3.1. Grupul aditiv al resturilor modulo n

Fie neN si £, = {0, 1, 2, ..., n-1} multimea resturilor obtinute la
impartirea numerelor intregi prin n. Pe multimea 4, s-au definit
operatiile de adunare si inmultire modulo n: £, x £, — #,, prin:

a®b=(a+b)modn, respectiv a©b =(a-b)modn.

Elementul a @ b reprezinta restul impartirii sumei a + b prin n.
Rezulta ca exista numarul q € Z, astfel incat a+b=nq+(a®b). (1)
+ TEOREMA 4

Fie n e N. Atunci:

a) (%n EI-)) este grup abelian;

b) (éﬁfn O) este monoid abelian.

Demonstratie

a) Verificam axiomele grupului:

(G1) Axioma asociativitctii:

Folosind relatia (1) se obtine succesiv:
(X€r)y)€r)z=((X+y)modn)69z=((X+y)+z)mod n. 2)
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De asemenea:
X@(y®z)=x®((y+z)mod n)=(x+(y+z))modn. (3)

Deoarece adunarea numerelor intregi este asociativa, din relatiile
(2) si (B rezultaca (xQy)Dz=x®(y®z), VX, y,z2€R,.

Asadar, adunarea modulo n este asociativa.
(G2) Numarul O este element neutru, deoarece se verifica imediat ca
0®dx=x@0=X,VXeR,.

(G3) Fie x € £, \ {0}. Atunci x'=n-xe#,.

Rezultaca: x®x'=0 si X’ ®x=0.
Avand si 0®0 =0, rezulta ca oricare x € £, este simetrizabil in

raport cu adunarea modulo n.
Asadar, (%’n @) este grup. Mai mult, pentru orice x, y € £,, avem:
Xx®y=(x+y)modn=(y+x)modn=y®x, deci grupul (//fn, @) este

grup comutativ.

b) Analog se arata ca (%’n @) este monoid comutativ. &

3.2. Grupul claselor de resturi modulo n

Fie neN' si Z,= {6 L2, ..., n/—\l} multimea claselor de resturi

modulo n. Pe multimea 7, s-au definit operatiile:

~ A~ ~ ~def
o I xI,—>1,, (a, b) —a+b =a®b, numita adunarea claselor de

resturi modulo n;
~ ~def

o 1 x1,—>1,, (5, f)) — a-b = a®b, numita inmultirea claselor de

resturi modulo n.

o TEOREMA 5

Fie n e N'. Atunci:
a) (Z,.+) este grup abelian, numit grupul aditiv al claselor de

resturi modulo n;
b) (Z,,. ) este monoid comutativ;

c) u(1,) ={f{ el, | (nk)= 1} si (#(1,),) este grup comutativ,

numit grupul multiplicativ al claselor de resturi modulo n.
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Demonstratie

a) Verificam axiomele grupului.
(G1) Axioma asociativitdtii:
Avem succesiv:

(§+§)+2:(x/®\y)+2:(m (1)

§+(§+2):§+y/®\z=§m) 2)

Avand in vedere asociativitatea adunarii modulo n, din relatiile (1)
si (2) rezulta (§+§)+2=§+(§7+2), V X, 37 Eeln.

Asadar, adunarea claselor de resturi modulo n este asociativa.
(G2) Axioma elementului neutru:

Pentru oricare x e Z,,, avem: x+0=x®0=x si 0+x=0®x = x.

Asadar, 0 este element neutru al adunarii claselor de resturi
modulo n.

(G3) Axioma elementelor simetrizabile:
Avem: 0+0=0, deci O este propriul sau simetric.
Daca X € 7[;, atunci exista q, r € Z, astfel incat x=nq+r, O <r <
<n-1. Rezultaca: r'=n-re{l, 2, ..., n-1} siavem:
X+ =T+r=r®Mn-1)=0si r+x=r+r=m-r®r=0.
In concluzie, X este element simetrizabil, iar simetricul este
elementul r’. Simetricul clasei de resturi x se noteaza cu —x.

A~ 4 — ~ ~ ~ —
Asadar, (X) =n-X, pentru x#0 sau -x =n-X.

Rezulta ca (Z,,+) este grup. Mai mult, el este grup comutativ
deoarece: §+§=@=@:§r+§, V X, }Afeln.
b) Verificam axiomele monoidului comutativ.

A A A

(M1) Asociativitatea. Pentru oricare X, y, z € Z,, se obtine:
(x-3)-2-x0y-2-(x0y)oz  ©
%(y-2)-xy0z-x0(yoz)

Deoarece inmultirea modulo n este asociativa, rezulta ca:
(%3)2=%-(3:2). v % 3. 2 2.

Asadar, inmultirea claselor de resturi modulo n este asociativa

A —

(M2) Existenta elementului neutru. Pentru oricare Xe I, se obtine:
x1=x01l=xsil-x=10x=X.
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Astfel, 1 este element neutru pentru inmultirea claselor de resturi
modulo n. In concluzie, (Z,,, -) este monoid.

Deoarece X -y=XOy=yOXx=y-X,V X,yel,, monoidul (Z,.-)
este monoid comutativ.

¢) Pentrun = 1, avem #; ={0} si (0,1)=1. Rezulta #(#,)={0|.

Fie n > 2. Atunci, pe % (Z,) daca si numai daca exista qel,,
astfel incat IA)CAI =1. Aceasta relatie se scrie ﬁa =1 sau pq = 1 (mod n).

Rezulta ca exista s e Z, astfel incat pq + sn = 1, relatie echivalenta
cu (p, n)=1.

Asadar, % (L, )= {f) | (p.n)= 1} . n
<> OBSERVATIE

e Daca neN este numar prim, multimea elementelor inversabile in
monoidul (Z,,, ) este % (Z,)=1,,.

Sa se determine # (Z,5) pentru monoidul (Z,,, -) si sa se alcatuiasca

tabla inmultirii grupului (% (), -).

Solutie
Conform teoremei 5 elementele inversabile 1 5 5 1
in 7,5, sunt clasele 1,5, 7,11, deoarece 1 1 5 7 1
numerele 1, 5, 7, 11 sunt relativ prime 5 5 i a7
cu 12. Tabla inmultirii este data alaturat. 2 2 ~ A =
. - . SR 7 7 11 1 5
Din tabla inmultirii se observa ca pentru R - K
V x e (), exista relatia x-x =1, deci 1w 7 5 1

fiecare element este propriul sau simetric

(invers). De asemenea, 5.7 = ﬁ 5.11=7 si 7.11= 5, adica produsul a

doua elemente distincte diferite de 1 este al treilea element diferit de 1.

> COMENTARII

a) Un grup (K.:), K={e a, b, c} a carui tabla a operatiei este redata
alaturat se numeste grupul lui Klein.

b) Un grup (K ) cu un numar finit de elemente : ‘ c a b c

. . ab U e |e a b c

este grup de tip Klein daca oricare element al b
grupului este propriul sau simetric (invers). la) ta) i g

¢) Grupul (’//(112)’ ) este un grup de tip Klein cu cle b a 2

patru elemente.
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3.3. Grupul permutarilor unei multimi

Fie M o multime nevida. O functie bijectiva f : M - M se numeste
permutare a multimii M. Multimea S(M) a permutarilor multimii M

este o submultime a multimii 7 (M) a tuturor functiilor f : M — M.
Considerand operatia de compunere a functiilor, se stie ca daca
f, geS(M), atunci foge S(M) si gof e S(M).

Asadar, multimea S(M) este parte stabila a multimii % (M) in
raport cu compunerea functiilor.

« TEOREMA 6
Perechea (S(M), o) este grup.

Demonstratie

Verificam axiomele grupului.

(G1) Axioma asociativitatii. Operatia de compunere a permutarilor
pe S(M) este asociativa ca fiind indusa de compunerea functiilor pe
7 (M), care este asociativa.

(G2) Axioma elementului neutru. Functia identica 1;:M — M,
Iy (x)=x, este bijectiva, deci este o permutare a multimii M, numita

permutare identica a lui M. Deoarece lyof=foly =f, VfeS(M),

rezulta ca permutarea identica a multimii M este element neutru
pentru compunerea permutarilor.

(G3) Axioma elementelor simetrizabile. Se stie ca daca fe S(M),
atunci ! € S(M). Rezulta ca orice permutare f € S(M) are un element

simetric si anume permutarea f -1
In concluzie, (S(M), o) este grup. B

<> OBSERVATII

1. Daca multimea M are unul sau doua elemente, grupul S(M) este

grup comutativ.
2. Daca multimea M are cel putin trei elemente, S(M) este grup

necomutativ.
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3.4. Grupul simetric S,

In cazul in care M={1,2, 3,..., n}, grupul S(M) al permutarilor
lui M se noteaza S, si se numeste grup simetric de grad n.
O permutare ¢ € S;, se noteaza astfel:

B 1 2 3 ... n 1)
°“lo) o2 o3 .. on)

In linia a doua sunt trecute valorile functiei o.
Deoarece o este o permutare a multimi M, rezulta ca
{0(1), o(2), ..., c(n)} ={L, 2, ..., n}, deci a doua linie a tabelului (1) este

formata tot din elementele multimii M.
Daca o, 1€S,, compunerea (produsul) celor doua permutari se scrie:

B 1 2 3 n 1 2 3 n |
s o2) oB) ... om)) 1) w2) w3) .. t(n))

~ 1 2 3 n
—(c(rm) 5(t2) o(x(3) - c(r(n))}'

IS Exemplu
1 2 3 4 1 2 3 4
¢ Fie 6,154, 0= ,T= .
34 21 2 3 41

Avem: c-r=(; Z z ?M; § 2 ﬂ:[g(:(l)) 0(12(2)) c(j?»)) G(L))j:

_{ 1 2 3 4 ]_(1 2 3 4}
c(2) o(3) o(4) <(1) 4 21 3)
rc—[l 2 3 4)(1 2 3 4]_[1 2 3 4]
23 41)\3 4 21 4 1 3 2
Ordinul grupului simetric S, este egal cu n!.
In grupul S, elementul neutru este permutarea identica:

1 2 3 ... n
e:{l 2 3 ... nj'
| B 1 2 3 n
Orice permutare G_[c(l) 5(2) o(3) ... o(n)
s(1) o(2) o(3) ... o(n)

1 2 3 .. n
inversa sau inversa permutarii c.

j € S, admite ele-

mentul simetric o ! =[ J numita permutare
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I Exemple

[l 2 3
¢ Pentru o=

31 2
3 1 2)»&83, permutarea inversa este o ! :( J sau

1 2 3

1 2 3
ordonand prima linie, o l= .
2 31

1 2 3 45
3512 4

Gl_[S 51 2 4]_[1 2 3 4 5}
1 2345) (34152

e Transpozitie

Fie i, je{l, 2, 3,....,n} =M, i # j. Permutarea:

1 2 ... i-1 i i+1 ... j-1 j j+1 .. n

ij_{l 2 ... i-1j i+l .. j-1 i j+1 .. n
transpozitie.

Pentru transpozitia tij se foloseste si notatia tij =(i, j). Transpo-

+ Inversa permutarii ¢ = [ J € Sy este permutarea:

j se numeste

zitia (i, j) este o permutare particulara care schimba intre ele numai
elementele i si j.

Se arata usor ca ti' =ty, t;; =t si ty-t;; =e.

¢ Signatura unei permutari

Fie oceS, si i jeM={L2,..,n},i<j Perechea ordonata
(i, j)€ MxM se numeste inversiune a permutarii o daca o(i) > o(j).

Numarul tuturor inversiunilor unei permutari c €S, se noteaza m(o).

O permutare poate avea cel mult C2 inversiuni, deci O < m (o)<
.n (n-1) .

2

Numarul &(o) =(—1)m(6) se numeste signatura (semnul) permu-
tarii o. Permutarea ¢ se numeste permutare para daca &(c)=+1 si

permutare impara daca ¢(c)=-1.

I Exemple
1 2 3 4

¢ Pentru permutarea o =
4 1 2 3

j € S,, inversiunile sunt (1, 2), (1, 3), (1, 4), deci

m(c) =3, iar ¢(o) = (—1)3 =-1. Asadar c este permutare impara.
12 3 45
143 25

(3, 4), deci g(tgq) = -1. Asadar, transpozitia ty, este permutare impara.

¢ Pentru transpozitia tg, :( Je S, inversiunile sunt (2, 3), (2, 4),
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<> 0BSERVATII 1 TEMA

1. In general, se poate arata ca orice Sa se alcituiasca tabla grupului:
transpozitie t; € S, este o permutare a) (Sz, 0); b) (Sg, o).
impara.

2. Daca 6 €S, atunci g(c)= [] M.
1<i<j<n 1-]
3. Daca o, 1€ S, atunci ¢(c-1) =¢(0)-&(1).

3.5. Grupuri de matrice

Fie neN si ./, (€) multimea matricelor patratice de ordinul n
cu elemente numere complexe.
Dupa cum se stie, multimea ./, (C) impreuna cu adunarea matri-

celor formeaza un grup comutativ, iar cu inmultirea matricelor formeaza
un monoid necomutativ.
In continuare se vor pune in evidenta cateva submultimi ale multimii

Al (€), care impreuna cu inmultirea matricelor formeaza grupuri.

Grupul liniar general de grad n

Fie A e./#/,(C). Se stie ca matricea A este inversabila in monoidul
(.///n (C), ) daca si numai dacadet(A) = 0. Multimea unitatilor monoidului
(,///n (€). ) se noteaza GL,, (C) si avem: GL,, (€C) = {A e My, (C) ‘ det(A)e 'IZ*}.

+» TEOREMA 7

Perechea (GLn (0), ) este grup necomutativ, numit grup liniar

general de grad n peste C.
Demonstratie

Fie A,BeGL,(C). Rezulta ca det(A-B)=det(A) -det(B)eC,
deci ABeGL,(C). Asadar, multimea GL,(C) este parte stabila a
multimii .#, (€) in raport cu inmultirea matricelor.

Inmultirea matricelor este asociativa si admite elementul neutru
I, € .#, (). Deoarece det(l,)=1¢e €, rezulta ca I, € GL, (C).

In consecinta, inmultirea matricelor pe multimea GL, ('[)) admite
element neutru si anume matricea I.
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1

= eC si se obtine ca
det(A)

Daca A eGL,(C), atunci det(A’l)

A7 eGL, (C).
In concluzie, (GL,, (C). -) este grup. ®

[ TEMA DE STUDIU
1. Sa se arate cd (GL, (@), -) si (GL, (R), -) sunt grupuri.

2. Fie .#(C)= {A € My (C) | det(A) = 1}. Sa se arate ca multimea .#(C)

impreuna cu inmultirea matricelor formeaza un grup necomutativ.

Grupul matricelor ortogonale
Fie A e ./, (C).
+ DEFINITIE

I e Matricea A e.//,(C) se numeste matrice ortogonala daca ‘A-A=1,.

Multimea matricelor ortogonale de ordinul n se noteaza O, (C).

> 0BSERVATII

1. Daca A € O, (C), atunci det(A)={-1,1}.
Intr-adevar, din A €O (C) se obtine ca tA-A= L. (1)
Din relatia (1) se obtine succesiv:
1=det(I,)=det(*A - A)=det('A)-det(A) = (det (A))".
Asadar, det(A)e{-1, 1}.

2. Exista incluziunea O, (C) c GL,, (C).

e TEOREMA 8
Perechea (O, (C),) este un grup necomutativ, numit grupul
matricelor ortogonale de ordinul n.
Demonstratie
Fie A, Be O, (C); rezultaca ‘A-A=1,si ‘B-B=1I,.
Avem: '(AB)-(AB)=('B-'A)-(AB)='B-('A-A) B= 'B-B=1,.
Asadar, ABeO,(C), iar multimea O,(C) este parte stabila a
multimii .#, (€) in raport cu inmultirea matricelor.

Sa verificam axiomele grupului.
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(G1) Axioma asociativitdtii. Inmultirea matricelor pe multimea
O, (C) este asociativa, fiind operatie indusa de inmultirea matricelor pe
Al (C) (proprietatea de ereditate a asociativitatii).

(G2) Axioma elementului neutru. Deoarece tIrl =1, se obtine ca
I, -1, =1,, deci I, €O, (C). Rezulta ca I, este elementul neutru al
inmultirii matricelor pe multimea O, (C).

(G3) Axioma elementelor simetrizabile.
Fie AeO,(C). Din observatia 1 rezulta ca det(A)==1, deci

matricea A este inversabila in monoidul ., (C). Din relatia 'A-A =1,
se deduce ca A !'='A. Folosind aceasta relatie se obtine
A1) A-1 _ bt -1 -1 .-l :

(A )-A = ( A)'A =A-A" =I,, deci A~ €0, (C), iar elementul

simetric al matricei A in O, (C) este matricea A™".

Inmultirea matricelor

nu este comutativa. 0 TEMA .
In concluzie (Orl (C), ) Fie O, (R)= {Aeuﬂn (R) | A-A-= In}. Sa
este grup necomutativ. B se arate ca (O, (R), -) este grup, numit grupul

matricelor ortogonale de ordinul n peste R.

Fie AecO,(R). Sa se arate ca exista a e IR, astfel incat

coso Ssina coso sina
A= ] sau A =| . .
—sina cosa sina -—-cosa

Solutie

a
Fie A:(
c

zJ €0, (D).

a c)(a b 1 0
Din conditia ‘A -A = I, se obtine: . = sau
b d)lc d 01

a?+c?=1

a?+c? ab+cd 1 0 . 9 12
9 5 |= o 1/ Rezulta sistemul: {b“ +d“ =1.
ab+cd b7 +d ab+cd=0

Din ecuatia a2 +c? =1se deduce ca exista o € R, astfel incat a = cos o.
Rezulta c = +sino, iar din a treia ecuatie se obtine bcosa = +d sina.

Substituind d in ecuatia b2 +d? =1 se obtine b =+sina si d =+tcosa.

cosa Sino coso  Ssina
Asadar, A= ] sau A=| .
—sina cosoa sina —-cosa
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EXERCITII S1 PROBLEME

El.

E2.

E3.

E5.

Pe multimea C se defineste ope-
ratia algebrica CxC > C, (x,y)—>
—> Xoy=Xx+Yy+5i. Sa se arate ca
(€, o) este grup comutativ.

Pe multimea 7 se considera legile de
compozitie ZxZ > Z, (X, y) > Xoy =
=x+y+6 si (x,y)>xly-=
=x+y-5. Sa se arate ca (Z, o) si

(Z, 1) sunt grupuri comutative.

Pe multimea M se considera legea de
compozitie MxM— M, (x, y) > xoy.
Sa se studieze daca (M, o) este grup
in cazurile:

a) M=7Z,x0y=x+y+3;

b) M=2Z, xoy=x+y+4;

c) M=R, xoy=xy-10x-10y +110;
d) M=C, xoy = ixy;

e) M=C, xoy=Xx+Yy + ixy;

f) M=(—1,+00),x<:y=x+y+xy;
¥ H
2xy-x-y+1
h) M=C\{-i}, xoy=xy+
+i(x+y)-1-i

g M=(0,1), xoy=

. Pe multimea R se considera legile

de compozitie G x G - G,

def
(%, y)> xoy n Jx2 +y? si
defs,—x3+y3.

(x,y)>xly =
Care dintre perechile (G, <), (G, 1)

este un grup?

Pe multimea G=(-2,2) se consi-

dera legile de compozitie G x G —> G,
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EXERSARE

E6.

E7.

ES.

E9.

4 + xy
Care dintre perechile (G, <), (G, 1)
formeaza grup comutativ?
Se considera Gy = {x +yJ3 ‘ x,yel,
x2—3y2=1} si Gy ={x+yJ§
- 3y2 = 1} .

x,yeQ

Care dintre multimile G, si G, este

grup abelian in raport cu inmultirea
numerelor reale?

Se considera multimea
Gola- [ a bi]
17 ki oa

Sa se arate ca G este un grup in
raport cu inmultirea matricelor.

a,belR det(A) = 0}.

Fie
(o o N\"

M=<4(1 0 O neN, nx>1;c
010

Ce/”3(‘l:).

a) Sa se arate ca (., ) este grup

comutativ.
b) Sa se studieze daca operatia

algebrica: A L B = A% . B*, defini-

ta pe multimea .# determina pe
aceasta o structura de grup.

Fie A, ={c<cS, | c este permu-
tare para}.
a) Sa se arate ca (A,, °) este grup

(grupul altern de ordinul n).
b) Pentru ce valori ale lui n grupul
A, este comutativ?
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Al.

A4.

A6.

A7.

2x 3
Fie G = {( yx 22] X,ye ‘09

4x? - 3y2 = 1} . Sa se arate ca G este

grup comutativ in raport cu inmul-
tirea matricelor.

Se considera multimea

e-lo-(5 )

a) Sa se determine cate elemente
are multimea G.
b) Sa se arate ca (G, - ) este grup.

Pe multimea E = R* x R se considera
legea de compozitie E x E — E:

(a, b) o (c, d) = (ac, ad + b). Sa se
arate ca (E, o) este grup.

1 x
Se considera G = {(0 J Xe IQ} si

legea de compozitie G x G - G,

(1 1] (1 —1]
(A,B) >A o B= AB .
01 0 1

Perechea (G, °) este grup?

Pe multimea G = R \ {a} se defines-
te legea de compozitie G x G > G,
X o y = Xy - 2x - 2y + b. Sa se deter-

mine a, b ¢ R, astfel incat (G, ©) sa
fie un grup comutativ.

Fief, : Ro R f(x)=ax + 1 - a si
F = {f,| a € R*}. Sa se arate ca

(g', °) este grup.

Fie a € R si functiile f,: R > R,

f, (x) = x- ch(a) + V1 + x%sh(a).
Daca # = {f,| a € I}, sa se arate ca
(#, °) este grup abelian.

X, yels, det(A) = i} .

APROFUNDARE
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A8. Fief,:[1, +0) - [1, +),
(x+\/x2 —l)a +(x—\/x2 - l)a
£, (x)= 5
si 7 ={f,|ac(0, »)}.

a) Sa se arate ca daca a, B € (0, +»),
atunci f, o fg = f,g.

b) Si se arate ca (#, o) este un grup
abelian.

A9. Sa se determine a, b ¢ Z, astfel
incat legea de compozitie Z x 7 — 7,

def
X, y)>x oy =ax + by + 1 sa
determine pe 7 o structura de grup.

Al10.Pentru un punct oarecare M din
planul & raportat la reperul
cartezian xOy, se mnoteaza cu
M,, M,, M3 simetricele acestuia

fata de axele Ox, Oy, respectiv
punctul O. Se definesc functiile

s;:#? > #,i=1, 3 date de relatiile:
so(M)=M, s;(M)=M,;, sp(M)=
=M,, s3(M)=Mz si multimea
T = {So, Sy, So, 53}.

a) Sa se alcatuiasca tabla operatiei
»o* de compunere a functiilor pe
multimea ¥ .

b) Sa se arate ca (¥, o) este grup
comutativ (grupul lui Klein).

YA
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o Reguli de calcul intr-un grup

4.1. Puterea unui element intr-un grup

Fie (G, -)un grup in notatie multiplicativa si a;, a,, ..., a, € G, n > 1.
In grupul (G, ) se defineste produsul a; -a, -...-a, In mod recursiv, astfel:

aj-ag-...,ay =(a;-ag-...-a_1)-a,.

In cazul particular cand a; =a, =...=a, =a, produsul a;-a,-...-a,, =

=a-a-...-a se noteaza a". Prin conventie, pentru n = 0 se considera

a® = e, e fiind elementul neutru al grupului.

+» TEOREMA 9

Fie (G, -) un grup in notatie multiplicativa si a € G. Avem:

a)am-a"=a"",Vvm, neN, b) (am)nzam'n,Vm,neN.
Demonstratie
Folosind asociativitatea operatiei in grup se obtine:
a) a”-a"=@a-a-..-a@a-a-..-a=@-a-.. - a=am""m
m n m+n
b) (am)n:(am-am- word=@a-..-a-(@a-...-a...a-a-....aj=(@-a-....a)=a"".
n m m m mn

=) OBSERVATIE
¢ In notatie aditiva proprietatile anterioare se scriu:
(a+ a+ ..+a)=m-a, ma+na=(m+n)a si (m-n)-a=m-(n-a).

m

Pentru cazul in care n € Z si n < 0, puterea a” se defineste astfel:
- -1
a" =(a’1) ! =(a’n) , unde a! este elementul simetric al elemen-

tului a.

e TEOREMA 10
Fie (G, -) un grup si a € G. Atunci:
-1
a) (an) = (a_l)n, Vnel;
b) a™-a"=a™", Vvm,neZ;

c) (am )n =a"", vm,nel.

44



Algebra e I. Grupuri

Demonstratie
a) Pentru n < O rezulta:

o) (@) = () e
b) Pentru m, n € N se aplica teorema 9.
Pentru m < 0, n < O, putem scrie:

a™.a =a™ -(a_n )_1 = (a_m )_1 -(a_n )_1 = (a_“ a ™ )_1 = (a_n_m )_1 =a™",

. . - . . - * -~ -~
Fie m > 0 si n < 0. Daca m>|n|, atunci exista reN’, astfel incat

m=-n+r.

Rezulta a™-a” =a™ ™ .a" = (ar -a_n)-an =a'-a " =af =™,

In cazul m <|n| se obtine -m -n=r > 0.

-1n
Rezulta: a™ -a" =(a-a-...-a)-(a 1) =(a-a-....a)-@l-al ....al)=
%/_/
m m —-1n
—m-n

=@@t.atl. ...-a_l)z(a_l) =™,

-m-n
c) Daca m, n € N proprietatea este adevarata. Daca m < 0, n > O,
atunci avem: (am )n = (a_m )_n =al™() gm0 Analog se analizeaza

celelalte situatii. H

4.2. Legi de simplificare

+ TEOREMA 11
Fie (G, ¢) un grup.
a) Dacax,y,z e Gsi xoy=xoz, atunci y =2z (legea simplificarii
la stanga).
b) Dacax,y,z e Gsi xez=yoz atunci x =y (legea simplificarii
la dreapta).

Demonstratie

1 al lui x

a) Fie xoy =x0z. Compunem la stanga cu simetricul x~
si rezulta x'o(xoy)=x"" o(x<>z):>(x_1 ox)oyz(x_1 ox)oz:> eoy =
=€ozZz=>y=2.

b) Fie x oz =y oz. Compunem la dreapta cu simetricul lui z si rezulta:

(on)oz’1 :(yoz)o[1 :Xo(Zoz’l):yo(ZOZ’l):Xoe:yoe:X:y.l
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<> OBSERVATII

1. In notatie aditiva relatiile anterioare se scriu:
X+y=X+z=>y=zsixXx+z=y+ 2z = X =y, reprezentand legile
reducerii.
In particular, x + x =x = x = 0.

2. Daca (G, -) este un grup finit, atunci in tabla lui Cayley a grupului,

pe fiecare linie (coloana) toate elementele sunt distincte.

Intr-adevar, daca, de exemplu pe linia i ar fi doua elemente egale, ele ar
avea forma a;-a, =a;-a,,. Din legile de simplificare se obtine a, = a,,,
ceea ce nu se poate.

Fie multimea M ={a, b, c, d} si legea de compozitie M x M — M,

(x,y)—> x-y, astfel incat (M, -) este un grup. Sa se alcatuiasca
tabla grupului, stindcab-a=bsib-b=c.

Solutie

Tabla incompleta a grupului, conform enun- - la b ¢ d
tului, arata ca in figura alaturata. a

Deoarece b-a=b, rezultib-a=b - e si b |b ¢
din legea simplificarii la stanga se obtine a = e. 21

Pe linia a doua a tablei grupului trebuie sa apara
si elementele a si d. Daca b - d =d, ar rezulta b = e = a si nu se poate.

Ramane numai posibilitateab-d=asib-c=d.

Astfel, a doua linie este: b, c, d, a.

Analog, a doua coloana este b, c, d, a.

Produsul c¢ - d nu poate fi egal cu ¢ sau d, deoarece acestea apar si
pe linia a treia si nici cu a, deoarece acesta apare deja pe coloana a
patra.

Rezulta ca c - d =b si, analog, d - ¢ =b.

Observand elementele de pe liniile 3 si 4 se obtinec-c=asid-d=a.

@MW
1. Pe multimea Z se considera operatiile algebrice:
Xoy=Xx+y-1, Xx1ly=x+y+6 VX, yel.

a) Sa se arate ca G; =(Z, o), Gy =(Z, 1) sunt grupuri comutative.
b) Sa se calculeze in G, si Gy 22, (—2)2, 33, x2, x*.

. * -~ .
c) Sa se determine: x", neN in G;, respectiv G,.
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Solutie
a) Se verifica axiomele grupului. (Tema)

b) in grupul G; avem: 22 =202-2+2-1=3, (-2)” =(-2)o(-2)=
=-2-2-1=-5,3%=30303=(3+3-1)03=503=5+3-1=7, x> =Xo0X=
=Xx+x-1=2x-1 si X4=XoXoXoX=(XoX)o(XoX)=(2X—1)o(2x—1)=
=2x-1+2x-1-1=4x-3.

In grupul G, avem: 22=2 12=-2+2+6=10, (-2)* =(-2) L(-2)=
=-2-2+6=2, 3°=31313=(31.3)13=(3+3+6)L.3=1213=
=12+3+6=21, x2=X1Xx=X+X+6=2x+6 iar x*=x1xlx1lx=
=(x1x)L(xL1x)=(2x+6)L(2x+6)=2x+6+2x+6+6=4x+18.

c) In grupul G;, avem: x? =2x -1, x> =3x-2, x* =4x-3.

Se observa ca x" =nx — (n - 1). Demonstratia se face prin inductie
matematica. Pentru n =1 avem x' = x.

Presupunem ca X =kx—(k-1) siavem:

Xk+l=Xk0X=Xk+X—1=kX—(k—1)+X—1=(k+1)X—k.

Asadar egalitatea are loc si pentru k+1, deci este adevarata
pentru oricare neN.

In grupul G, avem: x?=2x+6,x°>=3x+12, x*=4x+18. Se

presupune ca x" =nx+6(n-1) si se arata prin inductie. (Tema)

2. Pe multimea M =R\ {4} se considera operatia algebrica:
Xoy=Xy—-4x—-4y+20,V X, ye M.
a) Sa se arate ca (M, ) este grup comutativ.
b) Sa se arate ca XOX=(X—4)2 +4,xeM.
c) Sa se calculeze in grupul M: 22,23 2% si sa se verifice ca
22 023 = 2°,
d) Sa se arate ca pentru n e N, exista egalitatea:
x"=(x-4)"+4,VxeM.
e) Sa se verifice prin calcul ca x™ ox™ =x™"™ in grupul (M, o).
Solutie
a) Se verifica axiomele grupului. (Tema)
b) Xxox = x> —8X+2O:(x2 —8X+16)+4=(X—4)2 +4.
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¢) Avem succesiv:
22-202=(2-4Y +4=-4+4=8,
2%-20202=208=16-8-32+20 =4,
2% =2020202=2%02=-4.2-4.(-4)-4-2+20=-8+16-8+20 =20,
25 =2%.2-200.2=-28.

Obtinem: 22 02% =80(-4)=-32-32-4-(-4)+20 =-28 = 2°.

d) Pentru n=2 s-a verificat ca x2 =(x—4)2+4. Presupunem ca

)k+1

xK = (X—4)k +4 siaratam ca x**! = (x-4 +4.

Avem:
XM oxFox=xF . x-4.x*-4.x+20=x" (x-4)-4(x-4)+4 =
—[(x-4)+a|(x-4)-4(x-4)+4=(x-4)" +4(x-4)-4(x-4)+ 4=

kg, Asadar, afirmatia este adevarata si pentru k + 1. Din

=(x-4)
principiul inductiei rezulta ca ea este adevarata pentru orice n e N'.

e) Avem: X ox =x"-x"-4.-x"-4.x"+20= |:(X—4)m +4]
Jx-a) +a]-a|(x-4)" +4|-4[(x-4)" +4|+20 = (x -4 +
+(x-4)" +4(x-4)" +16 -4(x-4)" -16-4(x-4)" -16+20 =

_ (X_4)m+n L4 = xo+n

3. Fie (G,:) un grup. Sa se arate ca pentru oricare a, b, ceG,
ecuatiile ax =b, y-a=Db si azb =c au solutie unica.

Solutie
Sa rezolvam prima ecuatie.

Avem succesiv: ax =b < ax =eb < ax = (aa_l)b S ax = a(a_lb).
Folosind regula de simplificare la stanga se obtine x =a'b.
Analog: ya=b<o ya=be<s ya= b(a_la) S ya= (ba_l)a si folosind

regula de simplificare la dreapta se obtine ca
y = ba’l, Retinem

. . -1
Pentru ecuatia azb = ¢, avem succesiv: ax=b=x=a"b
_ _ _ -1
azb=c< a(zb)=cozb=ace ya=b=y=ba
141 azb=c=z=alch!
& z=a cb.

Asadar cele trei ecuatii au solutii unice.
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EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Pe multimea G =C\{1} se defineste b) Sa se determine 4® si x®, n>1,
legea de compozitie G x G > G, x e G.
def
,Y) > Xoy = X+Yy—Xy. .
(xy)>xey = x+y-xy E4. Pe multimea G=(4, +x) se defineste
a) 84 se arate ca (G, o) este grup legea de compozitie G x G > G,
comutativ. def
b) Si se calculeze in grupul G: (%, y) > xoy = xy—4(x+y)+20.
(1+i)?, (1-1)? si i°. a) Sa se arate ca (G, ) este un
1 2 grup comutativ.
E2. Fie G = {( aJ ac 1}. b) In grupul (G, o) sa se determine
01
™ si x", n2>1si .
a) Sa se arate ca G este grup comu- 5 six’,n sixe G
tativ in raport cu inmultirea matri-
celor. E5. Fie (G, ) un grup si a, b € G astfel
b) Fie A ¢ G. Sa se calculeze A", incat ab = ba. Sa se arate ca:
neN. a) aZb = ba?; b) a2b3 = b3a?;
ny, _ n
E3. Se considerd multimea G=(0, +) \{1} ¢ a’b=ba’, vVneN
si legea de co;xelfpozule GxG-o G, E6. Fie (G,)) un grup, a, b ¢ G si
oy = x1o8Y
(x, y) D Xoy = xTE. x = aba"!. Sa se calculeze:
a) Sa se arate ca (G, o) este grup a) x2; b) 2% ¢) x®, neN.
comutativ.
APROFUNDARE
Al. Fie (G,:) un grup si a, b € G, | A4. Fie (G, ) un grup si a, b € G, astfel
astfel incat ab = ba. Sa se arate ca: incit ab? = e. Si se arate ci ab = ba.
a) a"b =ba”, VneZ;
b) a™b® = b"a™, Vm, n < Z. A5. Fie (G, ) un grup si x, y € G. Daca
x°=e si y2 =xyx_1, sa se arate
A2. Fie (G,:) un grup si a, b € G, ci y3l —e.
astfel incat a =b? si b=a2. Sa se .
arate ci: A6. In grupul (G, ) se considera ele-
a) daca x = aba, atunci x3-e; mentele a, b, ¢ astfel incat abc = e.
Sa te ca: a) bca=e; b) cab =e.
b) daca x = aba~!, atunci x% =e. 4 se arate cé: a) bea = e; b) cal e
R A7. Se considera grupul (G, ) sia,b e G,
A3. In grupul (G, ) se considerd ele- astfel incat aba = bab. Sa se arate ca
m'entele a $1~b, astfel incat ab = e. ad — e, daca si numai daca bd = e.
Sa se arate ca ba =e.
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A8. Fie (G, ) ungrupsia, b c G. Sa se
arate ca:
a) daci x = aba"l, atunci x" =ab™a™}
Vvnel,
b) daca In e Z’', astfel incat

n
(aba_l) =e, atunci b™ =e.

A9. Fie (A, ) ungrup, A={a, b, c, d, e}.

Daca ab = d, ca = e, dc = b, sa se
alcatuiasca tabla grupului.
A10. Fie (G, ) un grup. Sa se arate ca

G este comutativ daca are loc una
dintre situatiile:

a) x2-¢e, VxeG;

b) (xy)2 =x%y%, V x,y € G;

6 Morfisme de grupuri

c) (xy)_1 =x1lyl,vVxyeG;

d xy'=yx 1,V x,yeG\{e};

e) x°=e si x2y? =y%x2, V x,y e G;
N x3=e si (xy)2=(yx)2, V X,yeG;
g xy'l=x'y,vx,yeG\{e}.

12 3 4

All. Fie 0,1, 08,4, o= ,
3142
_12349_1234
214 3) (2 413/

Sa se rezolve ecuatiile:

a) X6 =1; b)ox=n1; c) ox1 =0;
d) xo = ox; e)x2=c; ) x2=0;
g 5201 . x — 9407,

Fie (Gy, o) si (Gg, *) doua grupuri.

+ DEFINITII

e Functia f : G;—» G, se numeste morfism (omo-
morfism) de grupuri daca f(xey)

V X, yeG.

e Functia f:G; > Gy se numeste izomorfism de
grupuri daca f este morfism de grupuri si este

functie bijectiva.

G, —— Gy

f(x)*f(y).

* Grupurile (Gy, ¢) si (G,, *) se numesc grupuri izomorfe si se scrie

G; = G,, daca intre ele exista cel putin un izomorfism de grupuri.

IS° Exemple
¢ Functia f: Z - {-1, 1}, f(n)

Intr-adevar, avem: f(m+n)=(-

¢Functia f:R— (0, ), f(x)=2%

1)m+n

este

(-1)" este morfism intre grupurile (Z, +) si ({-1 1}, ).

=(-1)"(-1)" =f(m)-f(n). Vm. neZ

izomorfism intre grupurile (R, +) si

((0, ), ). Intr-adevar, functia exponentiala f este bijectiva si: f(x+y)=2"Y =

=2%.2Y =f(x)-f(y), VX, y € R
Asadar, grupurile (R, +) si ((O ®), )

sunt izomorfe.
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¢Fie I,(€C)cM,(C) multimea matricelor de ordinul n, inversabile. Functia
f:1,(€) > €, f(A)=det(A) este morfism intre grupurile (I,(C).) si ('C*, )
deoarece: f(A-B)=det(A-B)=det(A)-det(B)=f(A)-f(B),V A, Bel,(C).

Problomd el
[x] Pe multimea 7 se considera legile de compozitie:

def
IxX -1 (X,y)>Xoy =X+y+1;

def
<117 (x,y)>xLy=x+y+5.

a) Sa se arate ca (Z, o) si (Z, 1) sunt grupuri.

b) Sa se determine a, b € Z, pentru care functia f : Z — 7,

f(x)=ax+Db, este izomorfism intre grupurile (Z, ) si (Z, 1).
Solutie

a) Se verifica axiomele grupului.

b) Functia f este morfism de grupuri daca f(xoy)=f(x)Lf(y).
Vx,yeld. (1)

Din relatia (1) se obtine a(x+y+1)+b=ax+b+ay+b+5, Vx,y € Z,
relatie din care rezulta a =b + 5.

Asadar, f(x)=ax+a-5.

Pentru ca f sa fie bijectiva este necesar ca f sa fie injectiva si
surjectiva.

Din surjectivitatea functiei f, pentru y = a — 4 trebuie sa existe x € Z,
astfel ca f(x) = a - 4.

Rezulta ca ax = 1, de unde se obtine a € {1, —1}.

Functiile f sunt: f(x)=x-4 si f(x)=-x-6, care se constata ca
sunt bijective.

= TEOREMA 12
Fie (G, ) si (Gy. ) doua grupuri cu elementele neutru e; si e,,
si f:G; - Gy un morfism de grupuri. Atunci:
a) f(e) =ey;
b) f(x_l) = (f(x))_1 ,V x eGy;

c) f(Xn)=(f(X))n,VXEG1 sinel.
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Demonstratie
f morfism

a) Avem: f(e;)=f(e;-e;) = f(e;)-f(e).

Simplificand cu f(e,) in grupul G, se obtine f(e,)=e,.

b) Avem: f(x)~f(x_1) = f(x-x_l) =f(e;)=e,y, VxeG.

Din aceasta relatie rezulta: f(x)-(f(x))_1 = f(x)-f(x_l) si, aplicand
legea de simplificare la stanga cu f(x), se obtine relatia ceruta
f(x_l) = (f(x))_l, V x € Gy.

¢) Pentru n = 0 rezulta f (el) = e,, adica relatia a).

Pentru n e N*, avem succesiv:
f(xn) = f(x'xn_l) = f(x)-f(xn_l) = . =fx)fx-..f(x) = (f(x))n.

Pentru n < 0, avem succesiv:
)= (1) )= () =) Y = () m

<> OBSERVATIE

e In scriere aditiva, relatiile anterioare se scriu:
a) f(0)=0;
b) f(—x)=-f(x),V xeGy:
c) f(nx)=nf(x),VxeG; sinelZ

= TEOREMA 13
Fie grupurile (Gy, -), (Gg. ) si (Gs, ).
a) Daca f:G; > G, si g:Gyg > Gg sunt morfisme de grupuri,
atunci h: Gy > G3, h=gof este morfism de grupuri.
b) Daca f:G; >G, este izomorfism de grupuri, atunci
f~!:G, —» G, este izomorfism de grupuri.

Demonstratie
a) Avem succesiv:

h(xy) = g(f(xy)) = g(f(x)-f(y)) = &(f(x))-&(f(y)) =h(x)-h(y), V x, y € Gy.
b) Functia f™!:G, — G, este bijectiva.
Fie y,, yo € Gy. Deoarece f: G; —» G, este functie bijectiva, rezulta

ca exista x;, Xy € Gy, astfel incat f(x,)=y; si f(X5)=y,.
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Avem: ' (y;-y,)=f" (f(x1) f(xq))= £ (f(x;-X9))=x1 Xy =
=7 (v1) 7 (v2)-
Asadar, f™! este izomorfism de grupuri. B

+ DEFINITII
Fie (G, ) un grup.
® Un morfism f : G - G se numeste endomorfism al grupului G.
¢ Un izomorfism { : G - G se numeste automorfism al grupului G.
Multimea endomorfismelor unui grup G se noteaza End(G), iar

multimea automorfismelor lui G se noteaza Aut(G).

= TEOREMA 14

Fie (G, -) un grup. Atunci:

a) (End(G), o) este monoid;

b) (Aut(G), o) este grup.
Demonstratie

a) Din teorema 13 rezulta ca daca f, geEnd(G), atunci si
fog e End(G). Compunerea functiilor este asociativa, deci si compunerea
endomorfismelor lui G este asociativa. Functia identica 1, este endo-
morfism al lui G. In concluzie, (End(G), o) este monoid.

b) Daca f, ge Aut(G), din teorema 13 rezulta ca foge Aut(G).
Compunerea functiilor pe Aut(G) este asociativa si admite pe
1g € Aut(G) element neutru. Daca f € Aut(G), atunci si ' € Aut(G),

avand in vedere teorema 13. Asadar, (Aut(G), o) este grup. Se observa

ca (Aut(G), ) este grupul unitatilor monoidului (End(G), o). B

IS Exemplu
+ Fie (Z, +) grupul aditiv al numerelor intregi.
a) Sa se determine monoidul (End (7). o).
b) Sa se determine Aut(Z) si sa se arate ca grupurile (Aut (). o) si (Zy, +) sunt

izomorfe.
Solutie
a) Fie f e End(Z). Rezulta ca f(n)=f(n-1)=nf(1), Vv neZ, (teorema 14).

Fie a =f(1); atunci un endomorfism al lui Z este functia f, : Z - Z, f, (x) = ax.

In concluzie, End(Z) = {f, |a e Z}.
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b) Deoarece Aut(l) c End(l), rezulta ca automorfismele lui Z sunt de forma
f, (x) = ax. Daca functia f, este surjectiva, atunci rezulta ca exista x e Z astfel incat
f, (x) =1. Din aceasta relatie rezulta ca ax = 1 si de aici a € {-1, 1}.

Asadar, Aut(Z)={f;,f,}.

Definim ¢ :Zy — Aut(Z), astfel: (p(f)) =1, (p(i) =f;.

Evident, functia ¢ este bijectiva. De asemenea, ¢ este si morfism de grupuri,
deoarece:

(p(i+i) = (p(ﬁ) =f] si (p(i)o(p(i) =f of ; =1].

Asadar, are loc izomorfismul de grupuri: (Zy, +) = (Aut(Z), o).

> COMENTARII
a) Cele doua table ale operatiilor grupurilor sunt redate mai jos.

o | f) | £,
0 f £,
f,/f,] f
Se observa ca aceste table au aceeasi structura cu urmatoarea tabla:
e a
e e|a
ale

b) In general, doua grupuri cu un numar finit de elemente sunt
izomorfe daca tablele operatiilor lor sunt la fel structurate.
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EXERCITII S1 PROBLEME

El.

E2.

E3.

E4.

E5.

E6.

Fie (G, +) un grup, unde G =7, Q, R,

C,siacG.Sasearatecaf: G- G,
f(x)=ax este un endomorfism de
grupuri. In ce caz f este automor-

fism de grupuri?
Fie (C, +) grupul aditiv al numerelor

complexe. Sa se arate ca f: C > C,
f(z)=z este automorfism de
grupuri.

Fie (c*, ) grupul multiplicativ al
numerelor complexe. Sa se arate
ca f:C > C’, f(z) =z este auto-
morfism de grupuri.

Notam Q(xﬁ) ={a+b\/7 ‘ a,beQ}.
Sa se arate ca:
a) (Q (\/7 ) , +) este grup comutativ;

b) f:Q(ﬁ) —)@(\ﬁ), f(a+b\/?)=a—bJ§

este automorfism de grupuri.

Se considera multimea:

M = {A(x) A(x) = (z g X e m}.

Sa se arate ca:

a) (M, +) este grup;

b) f:R > M, f(x)=A(x) este izo-
morfism de grupuri intre (R, +) si
(M, +).

Pe multimea R se definesc legile de
compozitie xoy=x+y+a, xly=
=x+ay-1. Sa se determine a, b € R
pentrucare f: R >R, f(x)=x+Db,
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EXERSARE

E7.

ES.

E9.

sa fie izomorfism intre grupurile
(R, o) si (R, L).

Fie G =(-3, 3) si legea de compo-

M. Sa se

zitie pe G, xoy = 9
+ Xy

arate ca:
a) (G, o) este grup comutativ;

b)f:Go R, f(x)

=log, 3+x este
3-
izomorfism intre grupurile (G, o)

si (R, +).

Fie F={f;, f;, f3, f;} unde f: 0 5K,
i=14 f; (x) =x, f5(x)=-x,

si
fa3(x)== f4( x) —-1 sa se arate ca:
x
a) (F, o) este grup comutativ.
b) (F, o) este izomorf cu grupul lui
Klein.
FieF ={f}, f,, f3} unde f;:R\{0, 1} >
->R\{0,1},i=1,3 si f;(x)=
f2(x) =

Sa se arate ca:
a) (F, o) este grup comutativ;

b) (F, 0) = (13, +).

X,

1 1
—, f3(x)=1-—.
1-x 3 (x) X

E10.Fie (G, ) un grup si a ¢ G. Pe G

se defineste legea de compozitie
GxG -G, (x,y) > xoy=xay. Sa

se arate ca (G, o) este un grup si

(G 9)=(G. ).
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Al.

A3.

A4.

. Fie G={A(a)=|-a 1 -—
2

Fi G cosa sina
. Fie = .
1 —-sina cosa

Fie G:{A(a) —[(1) ‘:]

se arate ca:
a) (G, -) este un grup comutativ;

b) (G, ) = (R, +).

aeD}. Sa

1 0 a

a2

ael;.
00 1

Sa se arate ca:
a) (G, -) este un grup comutativ.

b) (G, )= (R +).
o1 0

Fie A=| 0 0 -1| si multimea
-1 0 O

M={An ‘nzl}. Sa se arate ca

(M, -) este un grup comutativ

izomorf cu un grup multiplicativ
de numere complexe.

Pe multimea G =(3, + ©) se consi-

dera legea de compozitie:
Xoy=Xy-3x-3y+12.
a) Sa se arate ca (G, o) este un

grup comutativ.
b) Sa se determine a, b € R, pentru

care f: R, > G, f(x)=
izomorfism intre grupurile((o. +00), )

si (G, o).
ac ||z}

= 1} . Sa se arate

ax + b este

$i Gy ={zeC]| |2
ca (G, -) si (Gy, -) sunt grupuri izo-
morfe.

APROFUNDARE
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A6. Fie G, = b a a,be€Q a“-2b°=1

si G2={x+y«/§\x, yeQ x2—2y2=1}.
Sa se arate ca grupurile (G;, -) si
(G2, -) sunt izomorfe.

A7. Fie G = (_g,g] si legea de compo-

zitie G x G > G, (X, y) > Xoy=
= arctg(tg x + tgy). Sa se arate ca:

a) (G, o) este un grup comutativ.
b) (G, o) = (B, +).
(1

A8. Fie G =(1, +x) si legea de compo-

zitie G x G > G, (X, y) > xoy=

_ \/xzyz

a) Sa se arate ca (G, ) este un

2—y2+2.

grup comutativ.

b) Sa se determine a, b ¢ R,
pentru care functia f:(0, ©) > G,
f(x)=+vax+b este izomorfism intre

grupurile ((0, +®), -) si (G, o).
A9. Fie (G, ) un grup si a ¢ G. Sa se

arate ca f,:G > G, f,(x)=axa!
este automorfism al grupului G
(f, se numeste automorfism interior

al grupului G).
Al0.Fie (G, ) un grup. Sa se arate ca

f: G- G, f(x)=x"" este auto-

morfism al grupului G daca si
numai daca G este comutativ.

Al1.Se considera functiaf, : GG, f,(x) =
ax, x>0
- {o, x<0
Sa se arate ca:
a) (F, o) este grup comutativ;

b) (F. )= (0. +). ).

si F={fa ‘ae(o, +oo)}.
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Oo1.

Testul 1

Fie G=C \ {1} silegea de compozitie GxG - G, (X, y) > Xoy =X+ y — Xy.
a) Sa se determine (1-i)o(1+1i) si icicioi.
b) Sa se arate ca (G, ) este grup comutativ.
c) Sa se rezolve in G ecuatiile: Xxoiox=icXoi; Xoi=io(iox).
d) Sa se rezolve in G sistemul:
Xoi=1ioy
{(x +1)oy=1
(6 puncte)

Fie (G, ) un grup si a, b € G, astfel incat ab = ba.

a) Sa se arate ca urmatoarele elemente sunt distincte: e, a, b, ab, ba.
b) Sa se arate ca un grup necomutativ are cel putin 5 elemente.
(3 puncte)

Testul 2

Pe multimea G = (1, 2) U (2, + ») se defineste legea de compozitie G xG — G,

(xy)>xoy=(x- l)ln(y_l) +1. Si se stabileasca valoarea de adevir a propo-
zitiilor:

a) G nu este parte stabila in raport cu legea data.

b) Legea de compozitie , o “ este asociativa.

c) Legea de compozitie ,, o “ admite elementul neutru numarul e + 2.

d) (G, o) este grup abelian.

(6 puncte)

Pe multimea R se considera legile de compozitie:

xoy=ax+by-1 si x| y=2xy-2x-2y+c.

a) Sa se determine a, b ¢ R pentru care (D, o) este grup abelian.

b) Si se determine a, b, c € R pentru care (R, o) este grup abelian si
(xey)Llz=(xLlz)o(yLz), VX y zcR

c) In conditiile gasite la b) si se determine elementele simetrizabile in
monoidul (R, 1).

(3 puncte)
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O1.

Testul 3
Se considera multimea de matrice:
1 m1
M=1A(m)=(0 1 O meZ;cJ,(Z).
010

a) Sa se arate ca # este parte stabilda a multimii ,/llz(l) in raport cu
inmultirea matricelor.

b) Sa se determine m ¢ Z stiind ca A2 (m)+m- A3 (m)= A(m2 + 3).
c) Sa se arate ca (.#, -) este grup comutativ.
d) Sa se determine a, B e Z astfel incat functia f:Z — #, f(x)= A(ox+B)

sa fie izomorfism intre grupurile (Z, +) si (4, -).

Se considera functia f: #g > %5 x #3, data prin f(a)=(amod2, amod 3).
a) Sa se arate ca f este functie bijectiva.
b) Sa se determine multimea G = {f'l ((o, x))‘ Xe 9?3}.

c) Sa se arate ca (G, ©) este grup.

Testul 4

Se considera multimile G; = (-1, + ©), Gy = (-, 1).

Pe multimile G; si G, se definesc operatiile algebrice:
Xoy=Xy+X+y,VXyecG sixly=x+y-xy, V X, yeG,.

a) Sa se rezolve ecuatiile xo(x+1)=(x+1) L x si x?o(x-1)=x 1 x°.

b) Sa se arate ca (G, ) si (Gg, 1) sunt grupuri comutative.

c) Functia f:G; - Gy, f(x)= X I este izomorfism de grupuri?
X+

Fie o € S;, o permutare cu n elemente, n > 1.
a) Sa se arate ca functia f; : S, — Sy, f;(x) = cxc™! este automorfism de grupuri.
b) Daca % = {fc\cs € Sn} , perechea (%, o) este grup?

Testul 5

Se considera multimea .#, (C) si submultimea:

H c .5 (C), H={A=(: _:J

a) Sa se demonstreze ci daca A, Be H atunci A +BeH.

a, beC}.

b) Sa se verifice ca O, € H.
c) Sa se arate cia daca A € H atunci —-A € H.
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d) Sa se arate ca submultimea H impreuna cu operatia de adunare indusa
formeaza o structura de grup comutativ.
e) Sa se demonstreze ca daca A € H si are determinantul zero, atunci A = O,.

(Bacalaureat, iunie 2000)

Pe multimea 7 se considera operatiile algebrice:
Xxoy=ax+cy+bsixly=cx+cy+a+bh.

a) Sa se determine a, b, c € Z, pentru care perechile (Z, o) si (Z, L) sunt
grupuri.

b) Sa se determine m, ncZ pentru care functia f:Z > Z, f(x)=mx+n

este izomorfism intre grupurile (Z, o) si (Z, 1).

Se considera multimea F a functiilor f: R — R, derivabile cu proprietatea
ca f'(x)=f(x),VxeR.

a) Sa se arate ca adunarea functiilor determina pe multimea F o structura
de grup comutativ.

b) Sa se arate ca grupul (%, +) este izomorf cu grupul aditiv (R, +).

Testul 6

Pe multimea numerelor reale IR se defineste legea de compozitie:
x | y = 3xy - 6x — 6y + 14, pentru orice x, y cR.

a) Sa se arate ca legea este asociativa si comutativa.
b) Sa se determine elementul neutru.

c) Sa se demonstreze ca pentru oricare n e N are loc identitatea:
xlxl..1x=3"1.(x-2)"+2,xeR.

de n-ori x

(Bacalaureat, iunie 2000)

Pe multimea G = (1, + oo) se defineste legea de compozitie x*y = x108: 7

VxvyeG.
a) Sa se arate ca (G, *) este grup abelian.

x*(2y)=8

b) Sa se rezolve sistemul: .
(2x)*y=16

c) Sa se arate ca intre grupurile ((0, + ), ) si (G, *) exista un izomorfism

erD*}.

a) Sa se determine a, bc R’, astfel incat (M, -) sa fie grup.

de forma f(x)=a¥.
(Univ. Craiova, septembrie 2000)

x ax+b
Fie multimea M =

0 1

b) Sa se arate ca toate grupurile obtinute la punctul a) sunt izomorfe.
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Il. INELE SI CORPURI

0 Definitii si exemple

+ DEFINITII
Fie A o multime nevida si legile de compozitie:
AxA A (X y)>x1Ly;
AxA A (xy)>xTy.
e Tripletul (A, L, T) se numeste inel daca sunt verificate axiomele:
(A1) Axioma grupului:
Perechea (A, 1) este grup comutativ.

(A2) Axioma monoidului:
Perechea (A, T) este monoid.
(A3) Axiomele distributivitctii:
xT(yLlz)=(xTy)L(xTz),VXy zeA;
(xLy)Tz=(xTz)L(yTz),VX Yy zeA
e Inelul (A, 1, T) se numeste inel comutativ daca legea de compozitie
» 1 ¢ este comutativa.

 Grupul (A, 1) se numeste grupul subiacent al inelului (A, L, T).
Pentru simplificarea scrierii, atunci cand este posibil, pentru cele

doua legi de compozitie ,1“ si , T“ se folosesc notatiile ,+“ si ,-“. Astfel,
tripletul (A, L, T) capata scrierea (A, +, -).

e Prima operatie a inelului se numeste adunarea inelului, iar a
doua operatie se numeste inmultirea inelului.

¢ Elementul neutru al adunarii inelului se numeste element nul
sau zero si se noteaza 0, sau, mai simplu, O.

e Simetricul unui element xe A in grupul subiacent (A, +) se
numeste opusul lui x si se noteaza ,—x".

e Daca a, be A, elementul a + (—b) se noteaza a—b si se numeste
diferenta elementelor a si b.

* Elementul neutru al monoidului (A, ) se numeste elementul
unitate al inelului si se noteaza 1, sau, mai simplu, 1.

¢ Cu notatiile ,+“ si ,,-“ pentru operatiile inelului, axiomele distri-
butivitatii se scriu:

X (y+2z)=X-y+X-2, VX, y,ze A

(x+y)-z=X-2+y-z VX, y,z€A.
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¢ Acestea reprezinta reguli de inmultire a unui element cu o suma,
respectiv a inmultirii unei sume cu un element al inelului.

* Elementele simetrizabile ale monoidului (A,-) se numesc ele-
mente inversabile ale inelului A sau unitati ale inelului A. Multimea
unitatilor inelului A se noteaza #(A). Se stie ca perechea (#(A),")
este un grup, numit grupul unitatilor inelului A. Daca x este inver-

sabil, inversul sau se noteaza x .

I Exemple de inele

+ Din proprietatile adunarii si inmultirii numerelor rezulta ca tripletele (Z, +, -), (Q, +, -),
(R, + ), (€, +, ) sunt inele comutative, numite inele numerice.

+ Avand in vedere proprietatile adunarii si inmultirii matricelor, rezulta ca tripletele
(,///n (7). + ) (,///n (Q), + ) (.///n (R), + ) si (.////n (€). + ) n>2, sunt inele neco-
mutative. Elementul nul in aceste inele este matricea nula O,, iar elementul uni-
tate este matricea unitate .

0 TEMA

1. Activitate individuala
Sa se determine grupul unitéatilor inelelor numerice 7, Q, R, C.

2. Activitate pe grupe
Pe multimea 7 se considera legile de compozitie:

Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3
xly=x+y+1, xly=x+y-1, xly=x+y+3,
xTy=xy+x+Yy, xTy=x+y-Xxy, xTy=xy+3x+3y+6.

a) Sa se studieze daca (Z, L, T) este inel comutativ.

b) Sa se determine % (Z).

1.1. Inelul claselor de resturi modulo n

Fie neN’ si 4, = {6 L2,..., n/—\l} multimea claselor de resturi

modulo n. Se stie ca (Z,,, +) este grup comutativ, iar (Z,,, -) este monoid
comutativ.

Se verifica totodata si axiomele distributivitatii:
)2-(§7+2):;(-y/®\z:XO(yGBZ):(XOy)@(XOZ):X/Q\erx/@\z:

—X-y+X-2, VX y, zel,.

Analog, (§+§7)2:§2+§72 V X, 37 ieln.

Asadar, inmultirea claselor de resturi modulo n este distributiva
in raport cu adunarea claselor de resturi modulo n.
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In concluzie, tripletul (Z,, +, -) este un inel comutativ, numit
inelul claselor de resturi modulo n.

In monoidul (Z,, ) un element pel, este inversabil daca si

numai daca (p, n)=1. Se obtine ca % (Z,) = {f) el, ‘ (p.n)= 1}.
In particular, daca n este numar prim, rezulta ca % (Z,) =17, \ {6}

O TEMA

Activitate pe grupe de elevi

1. Sa se determine elementele inversabile in inelele:
Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3
2;, 4, 1,6 13, 25, 1,8 15, I, 34

A~

2. Sa se determine elementele x din inelul (M, +, ) cu proprietatea ca x-x=0,
daca:
Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3
M=17, M=1Z4 M=17,5

si sa se arate ca {i—x ‘ xeM,xx:ﬁ}c@l(M).

1.2. Inele de matrice patratice

Fie (K, +, ) un inel comutativ. Pentru n e N’ se noteaza cu ./, (K)
multimea matricelor patratice de ordinul n cu elemente din inelul K.

Pe multimea .#, (K) se definesc operatiile de adunare si inmul-
tire ale matricelor, astfel:

Daca A, Be./#,(K), A =(ay), B=(by), atunci:
A+B =(aij +bij);

n
A-B= (clj) unde ¢; = Y agby.
k=1
De asemenea, pentru matricea A €./, (K) se defineste determi-

nantul acesteia: det(A)= ) &(0) a15(1) *Ago(z) - @ care este un
ceS,
element al inelului K. Proprietatile determinantilor sunt aceleasi ca in
cazul determinantilor cu coeficienti in inele numerice.
Modul in care s-a definit adunarea si inmultirea matricelor pe

multimea .#, (K) face ca proprietatile acestora sa fie asemanatoare cu

no(n)

cele definite pe multimea ./, (C). Astfel, are loc urmatorul rezultat:
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o TEOREMA 1
Fie (K, +, -) un inel comutativ. Atunci:

a) tripletul (JZn (K), + ) este un inel, numit inelul matricelor

patratice de ordin n peste inelul K;
b) pentru n >2, inelul ./, (K) este inel necomutativ si are divi-

zori ai lui zero.

Demonstratie

a) Se verifica axiomele inelului, avand in vedere proprietatile
operatiilor in inelul K. Elementul neutru este matricea nula O, cu
toate elementele egale cu 0, — elementul nul din inelul K, iar elementul
unitate este matricea I, cu toate elementele de pe diagonala principala
egale cu 1, siin rest egale cu O,.

b) Inelul este necomutativ, deoarece, luand matricele:

1 0 --- 0 01 0 -0

o o0 - 0| . O 0 0 -0 .
A= si B= se obtine A-B=B si

O o0 -0 O 0 o0 -0

B-A=0,, deci A-B=B-A.
Din egalitatea B-A =0,, se observa ca matricele A si B sunt
divizori ai lui zero, deci inelul .#, (K) are divizori ai lui zero. W

Urmatorul rezultat precizeaza care sunt elementele inversabile in
inelul ./, (K).

e TEOREMA 2
Fie (K, +, -) un inel comutativ, (J{n (K), + ) inelul matricelor patra-
tice de ordinul n peste inelul K si A .4, (K) o matrice.
Matricea A este inversabila in inelul .#, (K), daca si numai daca

d= det(A) este element inversabil in inelul K.

Demonstratie
Fie A e./,(K) o matrice inversabila. Atunci exista B e ./, (K),
astfel incat A-B=B-A =1,. Folosind proprietatile determinantilor se
obtine ca det(A-B)=det(I,)=1 si det(A)-det(B)=1, deci det(A)e #(K).
Reciproc, fie det(A)e #(K). Ca si in cazul inelelor numerice, ma-

tricea A™', inversa matricei A, se construieste dupa acelasi algoritm:
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¢ constructia matricei transpuse YA;

e constructia matricei adjuncte A

e matricea inversa: A™! = (det(A))_1 A

Printr-un procedeu analog aceluia din inelele numerice, se arata
ca A7l are proprietatea: A - Al=A1.A= I,.m

Grupul multiplicativ ‘*Z/(,///n (K)) al matricelor inversabile peste

inelul K se noteaza GL, (K) si se numeste grupul liniar de ordinul n
peste inelul K.
Avem: GL, (K)={A €., (K) | det(A) e #(K)}.

Frobleme regyolvale

1. Sa se verifice daca matricea A =(

> LD

Je Ay (Z5) este inver-

N
Ly =

sabila si in caz afirmativ, sa se afle A™.
Solutie

Se stie ca % (Z5) = {i 2,3, 2L}

Avem: det(A)=3-3-2.1=4-2=2¢ #(¥s5), deci A este matrice inver-
sabila in .y (Z5).

Conform algoritmului de determinare a matricei inverse, se obtine:

o (33) . (3 ) (34)_
A=, _|siA =| _ =| . . |si
1 3 -2 3 3
LA (34) (3 is
A"=2 | _ _|[=3]._ = . |

3 3 3 4 4

3] 2. Se considera matricea A =

W W

—>

€. My (¥g). Sa se determine

S Ny =
—> >
—> O )

a pentru care matricea A este inversabila.
Solutie
Avem det(A)=2-a-1.

Matricea A este inversabila daca 2-a-1e % (Zg) = {i 5}
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Rezulta cazurile: e2.a=2 cu solutiile aec {i ZL}
e2.a=1+5=0, cu solutiile ae {6 §}

Asadar, A este inversabila pentru ae {6 1, 3, 21}

1.3. Inele de functii reale

Fie (R, + -) inelul numerelor reale, M c R o multime nevida si
J(M)z{f| f:M—)ID}.

Pe multimea 7 (M) se definesc operatiile de adunare si inmultire a
functiilor:

Wt T (M)xF (M) > 7 (M), (f, g) >f+g (f+g)(x)=f(x)+g(x), xeM,

T (M)xF (M) > 7 (M), (f,g)>f-g (f-g8)(x)=f(x) g(x), xeM.

Referitor la operatiile de adunare si inmultire a functiilor reale are
loc urmatorul rezultat:

o TEOREMA 3
Tripletul (4 (M), +, -) este inel comutativ, numit inelul functiilor
definite pe M cu valori in R.

Demonstratie
Verificarea axiomelor structurii de inel se face avand in vedere
proprietatile adunarii si inmultirii numerelor reale.

Axiomele grupului: (.7 (M), +) este grup comutativ.

* Asociativitate. Fie f, g, h € 7 (M). Atunci pentru x € M, se obtine:
((f+g)+h)(x) =(f+g)(x)+h(x) = (f(x)+g(x))+h(x) =f(x) +(g(x)+ h(x)) =
=f(x)+(g+h)(x)=(f+(g+h))(x). Asadar: (f+g)+h=f+(g+h).

* Element neutru. Se observa usor ca functia nula, f:M—R, f(x) =0,
este element neutru fata de adunare.

* Elemente simetrizabile. Daca f € 7 (M), atunci functia —f € 7 (M)
este elementul simetric pentru functia f.

e Comutativitate. Fie f, ge#(M). Atunci, pentru x € M avem:
(f+g)(x)=f(x)+g(x)=g(x)+f(x)=(g+f)(x), decif+ g =g + 1.
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Axiomele monoidului: (. (M), -) este monoid comutativ.

e Asociativitate. Fie f, g he (M) Pentru x € M, avem:

((f-g)-h)(x)=(f-g)( )=(f(x) g(x))-h(x)=1(x)-(g(x) -h(x)) =
=f(x)-(gh)(x) = (f-(gh))( ) dec1 (fg)-h =f-(gh).

* Element neutru. Functia fe 7 (M), f:M >R, f(x)=1 xeR, este

element neutru in raport cu inmultirea functiilor.
e Comutativitate. Daca f, ge 7 (M) six € M, avem:

(f-g)(x)=1(x) g(x)=g(x) f(x)=(g-I)(x). deci f-g=g-L.

Axiomele de distributivitate
Fie f, g, h e 7 (M) six € M. Se obtine succesiv:

(f-(g+h))(x) =1 (x) - (g+h)(x) = f(x)-(g(x) + h(x)) = (x) - g(x) +
+f(x)-h(x)=(f-g)(x)+(f-h)(x)=(f-g+f-h)(x), deci f-(g+h)=f-g+f-h.
Analog se arataca (f+g)-h=f-h+g-h.

Asadar (i (M), +, ) este inel comutativ.

> OBSERVATII

1. In cazul in care functiile din multimea 7 (M) au anumite proprietati
se obtin inele remarcabile de functii reale.
e Daca %’([a, b]) = {f ‘[a, b] >R | f continué}, se obtine inelul comu-

tativ ( ) , ) al functiilor continue.

([a.
 Daca %([a, b])= {f [a, b] >R | f derlvabﬂa} se obtine inelul comu-
tativ ( ([a b]) ) al functiilor derivabile.
e Pentru .# = {f M-oR|f marginita}, se obtine inelul comutativ
(-4, +, -) al functiilor marginite.
e Pentru Pp={f:R—R|f periodica de perioada T >0}, se obtine
inelul comutativ (Pr, +, -).
2. Exista inele de functii reale nu numai in raport cu adunarea si inmul-
tirea functiilor. Daca (G, +) este un subgrup al grupului aditiv

(R, +), atunci tripletul (End(G), +, o) este inel necomutativ (inelul

endormorfismelor lui G).
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O TEMA DE PROIECT

1. Sa se demonstreze afirmatiile din observatiile 1 si 2.
2. Tema de studiu.

a) Daca & = {f :[a, b] > R | f are primitive}, tripletul (&, +, -) este inel?
b) Daca & = {f :[a, b] > R | f integrabila pe [a, b]}, tripletul (&, +, -) este inel?

EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE

El.

Sa se studieze distributivitatea legii
de compozitie ,, T“ iIn raport cu
legea de compozitie ,, L “ definite

pe multimea M, in cazurile:

a) M=Q,xTy=%xy,

a) Sa se arate ca (Z, 1, T) este un
inel comutativ.

b) Sa se determine elementele inver-
sabile ale inelului.

E5. Sa se studieze daca (Z, L, T) este
x1ly=2x+2y; . . .
D) M=Q x T y=x inel si sa se determine elementele
- y=xy inversabile, in cazurile:
X1ly=x+y+1 Axly=x+y-3;
c) M=R, x Ty=2xy+4x+4y+86, x Ty =xy-3x -3y + 12;
X1ly=x+y+2; b x L 2
xly=x+y+2;
d M=R, xTy=-xy+3x+3y-6,
) *YETRY A ORTSY X T y=2xy+4x + 4y + 6;
xly=x+y-3.
altd iders c)xly=x+y-5;
E2. Pe multimea Zg se considera opera- x T y = xy - 5x - 5y + 30.
tiile algebrice x L y=x+y -5, si
E6. Sa se studieze daca adunarea si

xTy:xy—E';x—gy, V X, yelg.
Sa se studieze distributivitatea opera-

tiei ,, T “ in raport cu operatia ,, | “.

inmultirea matricelor determina pe
multimea M o structura de inel,
pentru:

E3. Pe multimea a b
1 a a) M= o a a,beR;;
M:{A(a):[o 1] aeD}cJ&(D)
a b

se definesc operatiile algebrice ,, T “ b) M = {[—b a] a,be |D};

si , 1 “. Sa se studieze distributi-

vitatea operatiei ,, T “ in raport cu a0 O

operatia ,, | “, in cazurile: ogM={0b o0 abecQb:

a) ALB=-A+B-I,, ATB=A-B, 0 0 ath

V A, Be #;

b) ALB=A+B-1I,, ATB=AB- a 2b O

~A-B+2I,,V A, Be /. d M=3/b a 0| abeQ;
E4. Pe multimea 7 se considera opera- 0 01

" . def . b 4b

tiile algebrice x Ly = x+y+2 si e) M={[a+ J a,beQ}.

x Ty=xy+2x+2y+2. -b a-b
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Al.

A4.

Pe multimea R se definesc opera-
tiile algebrice:
RxRoOR (x,y)>xly=

=max{x, y},V x, yeR.

RxR->R, (x,y)>xTy=
=min{x, y},V x, yeR.

Sa se studieze distributivitatea ope-
ratiei ,, 1 “ in raport cu operatia
» 1 “ si a operatiei ,, T “ in raport
cu operatia ,, L “.

. Pe multimea 7 se considera opera-

tiile algebrice x | y=x+y+2 si
X Ty=xy+2x+2y+2.
a) Sa se arate ca (Z, 1, T) este un

inel comutativ.
b) Sa se determine elementele
inversabile ale inelului.

. Pe multimea 7 se definesc legile

de compozitie:

lxl_)l’ (xy y)—)xJ_y=x+y—3;
(X, Y)—>XTY=X'y—3x+ay+b.
astfel

3

Sa se determine a,beZ,
incat legea de compozitie , L “ sa
fie distributiva in raport cu , T “.

Pe multimea € se considera ope-
ratiile algebrice x Ly=x+y si

x Ty=xy+Im(x) Im(y).

a) Sa se arate ca tripletul (C, L, T)

este inel comutativ.
b) Sa se determine elementele
inversabile ale acestui inel.

. Pe multimea M= (0, +x) se defi-

nesc operatiile algebrice:
xly=x-ysixTy=x"7,
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APROFUNDARE

A6.

A7.

A9.

a) Sa se arate ca (M, L, T) este

inel comutativ.
b) Sa se determine % (M).

NERRRY

a) Sa se arate ca (Jla, +, ) este inel.

b) Sa se determine % (M,).

Fie aeR si

,//ta={Ae,//5(|p) A-[

a
0

Pe multimea A =R xR se definesc
operatiile algebrice:

(x, y)+(a, b)=(x+a, y+b),

(%, y)-(a, b)=(xa, xb + ya).

a) Sa se arate ca (A, +, ) este un

inel.
b) Sa se determine % (A).

. Se considera multimea:

F={f:I->Z|f,(x)=a -x acl}.
Sa se studieze daca urmatoarele
triplete formeaza inel si sa se afle
% (%) in fiecare caz:

a) (%, +,0); b) (#, 1, T),

f, L=, +f, +f,

f, T =1, +f + £,

Sa se arate ca multimea:

ab
M=4| . a,b,ceZy,,
0 c

impreuna cu adunarea si inmul-
tirea matricelor formeaza un inel.
Sa se determine numarul elemen-

telor acestui inel si # (M).

A10.Se considera multimea M ={a, b, c}.

a) Sa se arate ca (#(M), A, n) este
un inel comutativ.
b) Si se determine % (#(M)).
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Q Reguli de calcul intr-un inel

Calculul algebric cu elementele unui inel (A, +, -) respecta toate
regulile de calcul date pentru grup si monoid, cand sunt implicate sepa-
rat adunarea, respectiv inmultirea inelului. In afara de acestea, intr-un
inel exista si alte reguli de calcul specifice, care fac legatura intre cele
doua operatii algebrice ale inelului.

Fie (A, +, -) un inel cu elementul nul O si elementul unitate 1. Din
definitia acestora se obtine ca: 0+0=0si 1-0=0-1=0.

o TEOREMA 4 (inmultirea cu O in inel)

Fie (A, +, ) un inel nenul. Pentru oricare a € A, au loc relatiile:

a) a-0=0;

b) 0-a=0.
Demonstratie

a) Fie ac A si x=a-0.

Se obtine: x=a-0=a-(0+0)=a-0+a-0=x+X.

Aplicand regula reducerii in grupul (A, +) se obtine x =0, deci
a-0=0.

b) Se considera x =0-a si se obtine:
x=(0+0)-a=0-a+0-a=x+x, deunderezultaca x+x=x si x=0. B

= OBSERVATII

1. Daca intr-un inel (A, +, -) avem 1=0, atunci pentru a € A se obtine:
a=a-1=a-0=0, deci A={0}. Inelul in care 1=0 se numeste inel
nul.
In continuare se va presupune cid 1= O si inelul (A, +, ) nu este
inel nul.

2. Reciproca teoremei 4 nu este adevarata deoarece exista inele (A, +, -)
in care un produs sa fie egal cu 0,, fara ca unul din factorii pro-
dusului sa fie 0,.

I Exemple
. . 0 0)(1 O 00
¢ In inelul de matrice (,///2 (C). + ) avem: . = =0,.
0 1){0 O 00

A A ~ ~

o Ininelul (Zg, +, ) avem: 2-3=0, 3-4 =0.
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Divizori ai lui zero intr-un inel

+ DEFINITIE

* Fie (A, 1, T) un inel cu elementul nul 0,. Un element de A \ {0, }

se numeste divizor al lui zero daca exista d'€ A \ {0, }, astfel incat:
dTd =0, sau d' Td=0,.

Dupa cum s-a constatat in exemplele date in observatia 2, inelele

(,///2 (€)., + ) si (Zg, +, ) au divizori ai lui zero.

+ DEFINITIE

¢ Un inel comutativ nenul si fara divizori ai lui zero se numeste

domeniu de integritate sau inel integru.

<> OBSERVATII

1.
2.

3.

Inelele numerice Z, Q, R, € sunt domenii de integritate.

Fie (A, L, T) un domeniu de integritate. Atunci x Ty =0, < x=0,
sau y =0,.

Fie n>2 un numar natural compus. Atunci inelul (Z,, +, -) nu este
domeniu de integritate. Intr-adevar, daci n=p-q, cu p,q>2, se

obtine: 0=n=p-q, deci p si q sunt divizori ai lui zero.

. Orice divizor al lui zero al inelului (A, +, ) nu este element inver-

sabil. Intr-adevar, fie a € A, divizor al lui zero. Daca a € % (A), exista
be#(A), astfel incat a-b=1 si b-a=1. Deoarece a este divizor al
lui zero rezulta ca exista ce A \ {0}, astfel incat c-a =0. Din relatia
a-b=1 se obtine c-(ab)=c si (ca)-b=c, deci 0=c, in contradictie
cu c#0. Asadar, a¢ % (A).

Urmatoarea teorema da o caracterizare a divizorilor lui zero in

inelul claselor de resturi modulo n.

e TEOREMA 5

. * . - . o . . .
Fie neN si xe#Z,. Clasa de resturi x este divizor al lui zero
daca si numai daca (x, n)=d > 1.
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Demonstratie
Sa presupunem ca (x, n)=d >1. Rezulta ca exista p,qe{2,3, ...,
n-1} astfel incat x=p-d sin=q-d.

~ A L — — — N A

Se obtine: x-q =(pd)q=p(qd)=p-n=0, deci x este divizor al lui
Zero.

Reciproc, sa presupunem ca x este divizor al lui zero. Rezulta ca
exista f) e, \ {6} astfel ca x 13 =0.

O (Q Temi b

Daca am avea (x, n) =1, ar exista 1. Sa se determine divizorii lui zero
1, seZ, astfel incat rx+sn=1. in inelele Z,, 2,6, Z54 Si Z;q0-

Din aceasta relatie se obtine: 2. Si se arate ca daca a, b e Z,, sunt

A

A A

l=rx+sn=rx+sn=r-Xx+0=r-X, |divizori ai lui zero, atunci a-b este

deci x e % (1), ceea ce nu se |divizor al lui zero. Elementul a+b
este divizor al lui zeroin Z,? )

poate. Asadar, (x,n)>1. B (S

Regula semnelor intr-un inel

Fie (A, +, -) un inel. Deoarece (A, +) este un grup comutativ, sunt

valabile regulile de calcul specifice grupului. Astfel, in notatie aditiva,
avem:

e —(-a)=a,VaecA (1)
e —(a+b)=(-a)+(-b),Va beA (2)
cea+tb=0=>b=-asia=-b,Va,beA (3)
Daca in locul scrierii a + (—b) se foloseste scrierea a —b, relatia (2)
devine: —(a+b)=-a-b, sau, mai general:
—(a; +ag +...+a,)=-a, —ay —...—a,, ¥V a;, @y, ..., ay € A, NeN".
In cazul inelelor numerice Z, Q, R, € se regaseste regula schim-

barii semnului termenilor unei sume dintr-o paranteza, daca in fata
acesteia se afla semnul minus.

« TEOREMA 6 (regula semnelor)
Fie (A, + ) un inel. Atunci:
a) (-a)-b=a-(-b)=—(ab), Va, be A;
b) (-a)-(-b)=ab, V a, beA.
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Demonstratie
a) Fie a, b € A. Se obtine succesiv: =4
0:O-b:[a+(—a)]-b:a-b+(—a)-b, deci oy
ab+(-a)-b=0. =
Din aceasta egalitate rezulta ca (-a)b =—(ab). —ar = —

Analog, se arata ca a-(-b)=—(ab).

—

a

b) Rezulta succesiv: (-a)-(-b)=—(a-(-b))=—(—(ab))=ab. H

> OBSERVATIE
e Ininelul (A, + -) au loc egalitatile (-1)-a=-a si a-(-1)=-a, V a€A.

Froblemdi reyolvals
Fie (A, + ) uninel si x € A. Sa se arate ca daca x € % (A), atunci
-X € ’Z/(A).
Solutie
Fie x € #(A). Rezulta ca exista x'e % (A), astfel incat x-x'=1.
Se obtine: (-x)-(-x')=x-x"=1.
Asadar, -x e % (A).

Mai mult, in inelul (A, +, -) se obtine: (—x)_1 =—xL

Legi de simplificare in inele integre

Fie (A, +, ) un inel. Deoarece (A, -) nu este grup, regulile de sim-
plificare in raport cu inmultirea inelului nu pot fi aplicate in orice inel.

» TEOREMA 7
Fie (A, +, -) un inel integru, ae A \ {0} si x, y € A.
a) Daca ax =ay, atunci x =y (legea de simplificare la stanga).
b) Daca xa =ya, atunci x =y (legea de simplificare la dreapta).
Demonstratie
a) Din ax =ay rezulta succesiv:
ax +(-ay)=ay +(-ay) =0, (1).
Folosind regula semnelor in inel, relatia (1) se scrie:
0=ax+(-ay)=ax+a-(-y)=a[x+(-y)].

72



Algebra e Il Inele si corpuri

Deoarece inelul este integru si a #0, se obtine ca x+(—y):0,

relatie care conduce la egalitatea x =—(-y) =y.
b) Se demonstreaza analog punctului a). Tema. B

Legile de simplificare sunt utile in rezolvarea ecuatiilor intr-un do-
meniu de integritate.

Froblemdi veyolvaldi
Sa se rezolve in £, ecuatiile:

a) x2+x-2=0; b) x3-3x+2=0.
Solutie

a) Ecuatia se transforma succesiv:

9 2 A A R N
X —1+X—1=0,(X—1)(X+1)+ "
/31 TEMA DE STUDIU O
+(X - 1) =0 si se obtine Sa se arate ca intr-un inel comutativ
R A au loc urmitoarele formule de calcul:
(X—l)(X+2)=O. a) (a+b)-(a—b)=a%-b?%;
Deoarece inelul 7, este inel b) (a+b)? = a2 + 2ab + b%;
integru, rezulta ca x-1=0 sau ) (a-b)? = a? - 2ab + b%;
MultAm}ea solutiilor ecuatiei 3 e b)3 _ a3 _ 3a2b+ 3ab? _ bS.
este S = {1, 5}. n
b n — Ck n-k . bk, V N.,
b) Ecuatia poate fi adusa la D (a+b) IZ;, ne e
2 A A - q
forma: (X . 1) (X n 2) -0 \ (binomul lui Newton). j
Multimea solutiilor este S = {i 5}
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
El. Sa se determine elementele x € Z, || E3. Pe multimea M a numerelor intregi
care sunt divizori ai lui zero, in impare se definesc operatiile alge-
cazurile: brice x Ly=x+y-LxTy=>-
a)n=4; b)n =6; y y y 2
c)n=8; d) n = 60. (xy-x-y-38),x,yeM.

a) Sa se arate ca (M, 1, T) este
E2. Sa se arate ca urmaitoarele inele

. . inel comutativ.
nu sunt inele integre:

b) Inelul M are divizori ai lui zero?
a) (#(Z), + ); b) (*’”2 (R), +, ) c) Sa se determine % (M).
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E4. Fie (A, +, ) un inel. Si se arate ca: || E7. Sa se arate ci in inelul 7, au loc re-
a) —(-a-b)=a+b; latiile: ,
2 5 2,
b) (-a)-(-b—c)=ab +ac; a) (a+b)” =a” - 2ab+b%;
2__2 .5 2
c) (-a+b)-(a+b)=>b%-a2 daca b) (a-b)” =a” +2ab+Db";
2 2
ab = ba. c) (a+b)4=(a2+b2) =(8.2—b2) .
E5. Sa se arate ca intr-un inel comu-
tativ (A, +, -) are loc egalitatea: E8. Sa se rezolve ecuatiile:
a) x2+2=-0in Z si Zg;
(a+b+c)2=a2+b2+c2+2(ab+ 4 2 = A3 6
+bc + ca). Ce devine aceasta egali- b) x”+x"+1=0in Z; si Z7;
6 .2 _A =
tate in Z,? Dar in Z3? ¢) x*+6=0 in Z7.
E6. Sa se arate ca in inelul Z, au loc E9. Fie (A, +, ) un inel comutativ si a,
egalitatile: be A, astfel incat a2 =a, b2=b
a) (a+b)’>=a+b; si M={ab, 1-a, 1-b}. Sa se arate
b) (a+b)"=a+b, VneN. ca dacd x e M, atunci x? = x.
APROFUNDARE
Al. Sa se rezolve in 7, sistemele: AG6. Fie ( A, +, ) un inel astfel incat
a) 5x +2y =1 ) Bx+2y=1 x2=x,VxeA (inelul A se nu-
ix+9y =23 3x+3y=1 meste inel boolean). Sa se arate ca:
a) x+x=0,V xecA;
A2. Sa se rezolve in Zg sistemele: b) (x+ y)2 —X+y,V X, yeA;
a) 2x + gy =2 . b) X+ gy =2 c) inelul A este comutativ.
3x+7y=6  |3x+7y=6 L .
A7. Se considera multimea .# c ./ (Z;5),

A4.

. Fie (A, +, ) uninelsi a, be A.

Sa se arate ca daca x=1-ab este
element inversabil, atunci 1-ba

este inversabil si (1- ba)_1 =1+bxta.

Fie (A, +, -) un inel si a c A, astfel

incat a% = 0. Sa se arate ca elemen-
tele 1-a si 1+ a sunt inversabile.

. Fie (A, +, ) uninel si a c A. Sa se

- - . - *
arate ca daca exista n N, astfel

incat a™ =0, elementul 1-a este
inversabil.
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.//{:{A(a):(;)a i:] aellz}.

a) Sa se arate ca ./ este parte
stabila a multimii .4, (Z,5) in raport
cu adunarea si inmultirea matricelor.
b) Sa se arate ca (4, +, -) este inel
comutativ.

c) Sa se determine % (.#) si sa se
verifice daca grupul (% (#), -) este
de tip Klein.

d) Sa se determine multimea divi-
zorilor lui zero in inelul .#.
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Q Corpuri

Inelele numerice (@, +, -), (R, +, -) si (C, +, -) au proprietatea remar-
cabila ca oricare element nenul este inversabil. Pentru aceste inele
multimea unitatilor este Q. K, respectiv C.

+ DEFINITII

I- Un inel nenul (K +, ) in care oricare element nenul este inversabil,

se numeste corp.
e Daca inelul K este comutativ, corpul K se numeste corp comutativ.

Tripletele (@, +, ), (R, +, ) si (C, +, -) sunt corpuri comutative.

<> 0BSERVATII

1. Pentru un corp (K, +, -) exista egalitatea: #(K)=K \ {0} =K .
Rezulta ca perechea (K* ) este grup.
Asadar, tripletul (K, +, -) este corp daca verifica axiomele:
a) (K, +) este grup comutativ;
b) (K*, ) este grup, numit grupul multiplicativ al corpului K;
¢) inmultirea este distributiva fata de adunare.

2. Un corp (K, +, ) nu are divizori ai lui zero.
Intr-adevar, daca a, be K', astfel incat a-b =0, atunci se obtine:

-1

al-a-b=a'-0 sau 1-b=0, deci b=0, in contradictie cu beK .

3. Inelele (Q, +, -), (R, + ), (C, +, ) sunt corpuri deoarece oricare ele-
ment nenul este inversabil. Acestea sunt numite corpuri numerice.

Froblemdi vegyolvald

Fie deN’ un numar natural liber de patrate si €(vd)= {a +bVd | a,
be @}, O(ivd)={a+biVd |a be @),
Sa se arate ca (D(xﬁ), + ) (@(wa), + ) sunt corpuri comutative

(corpuri de numere patratice).
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Solutie
Pentru x,y e 'Q(\/a), x =a+by/d, y =u+v+/d, se obtine:
X+y =a+u+(b+v)\/ae®(\/a) si X-yzau+bvd+(av+bu)\/ae@(x/a).

Rezulta ca @(JH ) este parte stabila a lui € in raport cu adunarea
si inmultirea.

Perechea (@\ﬂ, +) este grup abelian, deoarece adunarea este aso-
ciativa si comutativa; numarul 0=0+ 0/d e @(JH ) este element

neutru, iar daca x=a+byJd e @(@), atunci -x =(-a)+ (—b)\/a € @(J&)
este opusul lui x.
Perechea ('Q(\/a ) \ {0}, ) este grup comutativ.
Intr-adevar, inmultirea este asociativa si comutativa, elementul
1=1+0J/d € @(J&) \ {0} este element neutru.
Fie x =a+b\/ae®(\/a) \ {0}.
Sa determinam x' e @(J&) \ {0}, astfel ca xx'=1. Avem:
1 1 a-b ﬁ a b
X =—= = = = Jd e @(+/d)\ {o}.
X a+bd a?-b%d a®?-b’*d a®-bid ( ) {0}
Se observa cia a’?-b%d #0, deoarece din a®>-b%d =0 ar rezulta
a = +b/d, in contradictie cu a e Q.
In concluzie, (@(J& ) \ {0}, ) este grup comutativ.

Deoarece inmultirea este distributiva in raport cu adunarea, se

obtine ca (@(\E ) +, ) este un corp comutativ.

Analog se arata ca ('D(i\/a ) +, ) este corp comutativ.

- 1 a —bi
In acest corp: x' = = + Jd e ©(ivd).
P a+bivJd a%?+b%d a®+b%d ( )

+ TEOREMA 8

Inelul (Z,, +, -) este corp daca si numai daca n este numar prim.

Demonstratie
Fie n numar prim. Atunci pentru orice x e Z,, X € {1L.2,...,n-1}

avem (n, x)=1, deci X e U (). Asadar, Z, este corp comutativ.
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Reciproc, fie ca 7, este corp. Daca, prin absurd, n nu este numar

prim, rezulta ca exista p,qeN \ {1}, astfel incat n=p-q. Se obtine

f)(i =n=0, deci X are divizori ai lui zero, in contradictie cu faptul ca

4, este corp.

Asadar, n este numar prim. B

< O0BSERVATII

1.

nu este in general corp.
Intr-adevar, daca A = R, atunci in 6 TEMA DE PROIECT \

01
inelul (.///2 (R), +, ) matricea M =( j
este divizor al lui zero avand: [

fie corp este ca VMe.#,(A) sa fie

matrice inversabila, ceea ce revine la faptul
ca det(M)e#(A).

Daca peN este un numar prim, atunci
exista corpuri cu p elemente: 7z,

. Orice corp finit (K, +,-) are p" elemente,

unde p este numar prim.
In concluzie, nu exista corpuri cu 6, 10, 12
elemente.

. Orice corp finit este comutativ (Teorema

lui Wedderburn).

Corpuri de matrice

/

Joseph WEDDERBURN

{adrul algebrei modemey

~

(1882-1948)
matematician scotian

A adus contributii in

Inelul de matrice patratice (.///n (A), + ) unde (A, +, -) este inel,

00
0
01 00
= :Oz.
0 0] (0 0}

Conditia ca inelul (./{/n (A), +, ) sa

(&

Sa se arate ca urmatoarele
inele de matrice (%, +, -) sunt

0 1 J corpuri:

2 %{[_1 ")
b %{[; ™)

dee@,, VdecR\Q};

(3 )

(corpul cuaternionilor)./

a, beD};

a, beQ,

a, be C}
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EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Pe multimea @ se definesc opera- a 7b
tiile algebrice x Ly=x+y-5 si b) M = [b a) a,be@;
xTy=-xy+5x+5y—-20. Sa se
s = . a+b 4b
studieze daca tripletul (Q, L, T) c) M= a,beQ!;
-b a-b>b
este corp.
E2. Sa se arate ca tripletul (M, L, T) am=42 0).ac cl.
. < ia O
este corp comutativ, daca:
A M=Q xly=x+y-4, E4. Fie ¢ c C o solutie a ecuatiei x2 +
xTy=xy-4(x+y)+20; +X+1=0 si multimea R(c)={a+
b)M=I2,xJ.y=x+y+%, +be | a, be R}, Sa se arate ca R(c)
x Ty =4xy +3x + 3y + 1, 5; ir.npreuné cu adunarea si inmul-
tirea numerelor complexe deter-
) M=R xly=x+y-1 mind o structura de corp comu-
X Ty=2xy-2x-2y+3; tativ.
dM=R, xly=x+y-2,
1 1 E5. Sa se arate ca multimea M impre-
xTy=—xy-—(x+y)+3. una cu operatiile algebrice date de-
4 2 terminéa o structura de corp comu-
E3. Sa se arate cd multimea M impre- tativ, daca:
und cu adunarea si inmultirea 5/,5 5 &
; . M-R xly=%x°+
matricelor determina o structura a) XLy ©rry s
de corp, daci: XTy=x-y;
a b b) M=(0, +), x Ly=x-y si
a) M= a,beR};
-b a xTy=x"Y,
APROFUNDARE
Al. Fie a, b, c € R. Pe multimea R se e £ ¢ ax, x e Q
definesc operatiile algebrice: A3. Fie f; ;R R f, = 0,xeR\ Q°
xly=ax+by-2si Sa se arate ca adunarea si compu-
X Ty=xy—-2x-2y+ec. nerea functiilor determina pe mul-
Sa se determine a, b, c pentru care timea F = {fa |lae Q} o structuri
(R, L, T) este corp comutativ. de corp comutativ.
A2. Sa se arate ca adunarea si inmul-
tirea numerelor complexe deter- || A4. Fie K={0, 1, a, b} un corp cu patru
mina pe multimea M o structura elemente. Si se arate ci:
de corp, daca: a) ab=ba=1; b) a® = b;
c) a’=1; d) a“+a+1=0;
b) M=Q(i)={a+bi| a, be@}; e)1+1=0.
c) M= Q(\/E, \/5) _ {a+ bV2 + cV3 + Sa se icrie tabla l.ui Cayley pentru
operatiile corpului K.
+dJ6 | a, b, ¢, dc €}
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O1.

02.

(O)

o2.

O)

Testul 1

Pe multimea IR se considera operatiile algebrice:
xly=x+y-5sixTy=3xy-15x-15y+80, x,yeR.

a) Sa se studieze ce structuri algebrice reprezinta (R, 1) si (R, T).

b) Sa se arate ca operatia ,, T “ este distributiva in raport cu ,, 1 “.
c) Sa se arate ca (R, 1, T) este inel fara divizori ai lui zero.

(5 puncte)
Sa se rezolve in 7, :
N A A 2x+3y=1
a) 2x3 +2x=0; b) {_. ,\y e (4 puncte)
3x+2y=2
Testul 2

Pe multimea 7 se considera operatiile x | y=x+y+a, x Ty=xy+bx+3y+c,

X, yel.

a) Sa se determine a, b, c€Z pentru care au loc relatiile: (2 1 3) T 1=41,
(21L1)T3=51si1T(2L.3)=(1T2)L(1T3).

b) Pentru valorile lui a, b, ¢ gasite, sa se precizeze daca (Z, L, T) este inel, sa

se afle % (Z) si multimea divizorilor lui zero.
(5 puncte)
a) Sa se determine n € N, n > 8, astfel inciat in inelul (ln, +, ) inversul

elementului 3 sa fie 7.
b) Pentru valorile lui n gasite sa se determine % (Z,,).

(4 puncte)

Testul 3

Pe multimea E = R x R se introduc legile de compozitie:
(a,b)+(x,y)=(a+x, b+y);

(a, b)-(x, y) =(ax, ay + bx).

a) Sa se arate ca (E, +, ) este inel comutativ. Este acesta corp?

x
b) Sa se arate ca aplicatia f:E - .#5 (R), f(x, y)= [0 zj, verifica relatiile

f(x+y)=f(x)+f(y) si f(xy)=£f(x)f(y),V x, yeE. (6 puncte)
(Univ. Bucuresti)
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02.

O1.

o2.

Fie A = {0, 1, a, b} un inel cu patru elemente. Sa se arate ca:
a) functia f: A > A, f(x)=1+x este bijectiva;

b) Y f(x)=1+a+b sil+1+1+1=0.
xeA

c) daca A este corp, atunci 1 + 1 =0. (3 puncte)
(Univ. Bucuresti, 1981)

Testul 4

Pe multimea C definim operatiile algebrice:
z2y12y=2,+29, 2, T 29=2;-25 +(Imz,;)-(Imz,), V 2z, z, C.

a) Sa se arate ca tripletul (C, L1, T) este inel.

b) Sa se determine #(C).

01
c) Daca Jl:{xI2+y[o OJ

d) Sa se arate ca f: € - ., f(x +iy) = (z i] este bijectivi si verifica relatiile
f(xLy)=f(x)+f(y) si f(xTy)=1f(x)-f(y),V x,yeC.

X, ye D}, sa se arate ca (., +, -) formeaza inel.

(6 puncte)

2

Fie (A, +, ) un inel cu proprietatea ca x“ =x, V x € A. Sa se arate ca:

a)l+1=0;
b) inelul este comutativ;
c) daca A este corp atunci (A, +) = (Zz, +).

(3 puncte)
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I1l. INELE DE POLINOAME

Multimea polinoamelor cu coeficienti
intr-un corp comutativ

In acest capitol se va considera un corp comutativ (K, +, -), unde
K reprezinta una dintre multimile @, R, C,Z,, p numar prim.

1.1. Siruri finite de elemente din corpul K

In clasa a IX-a s-a definit sirul de numere reale ca o functie
f:N> R
Mai general, o functie f:N — K se numeste sir de elemente din

corpul K. Ca si in cazul corpului R, se foloseste notatia f (n) =a,, neN
Elementele ag, a;, ag, ..., a,, ... . s€ numesc termenii sirului, iar
elementul a, € K se numeste termenul general al sirului.
Pentru un sir de elemente din corpul K se va folosi notatia

f=(ag. a,as,....,a,,...) sau f ={a}.
Doua siruri f=(ag,a;,....a,,...) si g=(bg. by, ... by, ..) sunt
egale daca ay =bgy, a; =by, a9 =by, ..., a, =b,, ...
+ DEFINITIE
I- Un sir f =(ag, a;, ..., a,, ...) de elemente din corpul K se numeste sir
finit daca exista un numar natural p, astfel incat a,, =0, v m > p.

Asadar, un sir este finit daca are un numar finit de elemente nenule.

I¥" Exemple
e £=(1,0,0,..,0,..),8=(9.0,0,5,0,0, ..., 0,...) sunt siruri finite cu elemente

din corpul R.

1.2. Operatii cu siruri de elemente din corpul K

Notam cu K™ multimea sirurilor finite cu elemente din corpul K.
Daca f, g e K™, f= (ag. a;, @y, ..., ay, 0,0,...0) si
g =(bg. by, by, ..., b,,0,0,...), m, n e N, atunci:

e sirul heK(N),h=(a0+b0,a1+b1,...,a +b ) se numeste

PP
suma sirurilor f si g si se noteaza h=f+g.
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e sirul he K™, h =(c0, Cy, -5 Cps ) unde pentru s e N, ¢y =agbg +

S
+a;bg_; +...+abg = Z ay -b,,_s, se numeste produsul sirurilor f si g si

k=0
se noteaza h=f-g.
I Exemplu
+Fie K=Csif=(1,123-100,.),g=(0,1,10,010,0,..).
Atunci:

f+g=(1,2,3,3,-1,10,0,..),
f-g=(0,1,23530,23,-1,0,0,...).

Dupa cum se observa din exemplul anterior suma si produsul a
doua siruri finite de elemente din K sunt de asemenea siruri finite.
Mai mult, are loc urmatorul rezultat important:

« TEOREMA 1

a) Multimea K™ a sirurilor finite cu elemente din corpul K este
parte stabila in raport cu adunarea si inmultirea sirurilor finite.

b) Tripletul (K(“), 1, ) formeaza un inel comutativ fara divizori ai
lui zero.

Demonstratie
a) Fie f, g e K™, f = (ag. aj. ag, ..., ay, 0,0, ...),

g =(bg, by, ..., by, 0,0, ...) astfel incat a,, b, e K. Atunci:

* daca p > max(m, n), avem a, +b, =0 si astfel:

f+g= (ao +bg, a; +by,...,a, 1 +b, 4, 0,0, ) cKM;
edaca p>m+n si f-g=(cq, ¢}, Cy..... ...) se obtine ca:
p
Cp = D ay - b, =0 deoarece elementele a,, a;,;.... respectiv
k=0

by, bp.1....sunt nule si fiecare termen al sumei este nul. Asadar, f-g e K™,

b) Verificarea axiomelor de inel este lasata drept tema. Elementul
neutru in raport cu adunarea este e=(0, 0,...), iar in raport cu inmul-

tirea este f =(1,0,0, ...). H
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+ DEFINITII
* Orice element f=(ay,a;,....,a,,0,0,..)e K™, a, €K' se numeste
polinom cu coeficienti in corpul K.
e Elementele ag, a,, ..., a, se numesc coeficientii polinomului f.
eNumarul neN se numeste gradul polinomului si se noteaza
n = grad(f).
o Coeficientul a_, €K al polinomului f se numeste coeficient

dominant. Daca coeficientul dominant este egal cu 1, polinomul se
numeste polinom unitar sau monic.
e Un polinom cu un singur coeficient nenul se numeste monom.

* Polinomul f=(0, 0, ...,) cu toti coeficientii zero se numeste polinom
nul. Polinomului nul i se atribuie gradul —oo.
Daca f, g e K(N), n = grad(f), m = grad(g), atunci se verifica relatiile:
a) grad(f +g) < max(grad(f),grad(g));
b) grad(f-g) = grad(f)+ grad(g).

/Q TEmA N

Sa se determine suma si produsul polinoamelor:
a)f=(1,2,-1,3,00,..),8=(-1,-2,1,1,0,0,..), f, ge ®™;

b) £=(-1,0,0,0,1,0,0,..),g=(1, 0,0, 0,1, 0,0, ...), f, g @M;

A A A A A A A A A A A A A

N c) f= (1, 0,1,2, 0,0, ) g= (2, 0,2,0,0,0,0, ) f, g c 2. )

e Forma algebrica a polinoamelor
2.1. Polinoame constante

Fie (K,+,:) un corp comutativ si K(IN) multimea polinoamelor de
forma f=(a,0,0,....) € KM,

Dacaf, ge K™, f = (a,0,0,...),g=(b, 0,0, ...), atunci se obtin relatiile:

f+g=(a+b,0,0,..) (1)

f-g=(a-b0,0,..). 2)
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Din relatiile (1) si (2) rezulta ca multimea K(IN) este parte stabila a
multimii K™ in raport cu adunarea si inmultirea polinoamelor.

Mai mult, rezulta ca tripletul (KSN),JF,.) este un inel comutativ

(tema), iar functia F: K%N) - K, F((a, 0, 0, )) = a, este bijectiva.

Acest rezultat permite identificarea polinomului fe KgN),
f=(a, 0,0,...) cuelementul a K.

Asadar, vom avea identificarea (a, 0, 0, ...) = a.
Polinoamele f € KgN), f=(a, 0,0, ...)se numesc polinoame constante.

Daca x K si fe K™, f =(ag. a5, ..., a,, 0, 0, ...), atunci:
x-f=(x0,0,..)(ag, a, ..., a,, 0,0, ...) =(xaq, xa,, ..., xa,, 0, 0, ...) (3).

Relatia (3) exprima regula de inmultire a unui polinom cu un
element din corpul K si anume:

Un polinom se inmulteste cu un element din corpul K inmultind
fiecare coeficient al polinomului cu acest element.

2.2. Forma algebrica a unui polinom

. - . . . N) -
Un rol important in scrierea unui polinom f e K™ i1 are monomul

X=(0,1,0,0,...) care se citeste ,nedeterminata X".

Cu ajutorul operatiilor cu polinoame se definesc in mod recurent
puterile nedeterminatei X astfel: X2 =X-X, X® =X*!.X, n>2.

Se obtine:

X% =(0,0,1,0,0,...)

X% =(0,0,0,1,0,0,...)

Se observa ca X2, X3, ..., X", ... reprezinta monoame.
* .
Monomul f, =(0, 0, ..., 0, a;, 0, ...), a; € K, se poate scrie:
%,_/
k zerouri
f, =a, -(0,0,...,0,1,0,0,..) = a, X¥.
\_ﬂ/—J
k zerouri
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Asadar fi =a, - X", egalitate care reprezinta forma algebrica a
monomului f;.

Numarul k € N reprezinta gradul monomului fj .

Doua monoame se numesc asemenea daca au acelasi grad.

I Exemple
+ Monoamele 2X%si -5X® sunt asemenea.

+ Monoamele 3X%si 3X® nu sunt asemenea.
Doua monoame sunt egale daca sunt asemenea si au coeficienti
egali.
Fie feRK™,f= (ag, aj, ...» 2y, 0,0,...),a, €K un polinom de
gradul n eN.
Folosind operatiile cu polinoame se obtine:
f :(ao, 0, 0, ...)+(0, a;, 0,0, ...)+(O, 0, a,, 0, O, ...)+(0,0,0,...,O, an,0,0,...) =

%,—/
n zerouri

=a5+a,:(0,1,0,0,...)+a,(0,0,1,0,0,...)+...+a, -(0,0,0....,0,1,0,0,...) =
%/—./
n zerourl

—ap+a,;X+a,X2 +...+a, X",

Asadar, se obtine ca polinomul f se scrie sub forma:

f=ay+a,X+a,X*+...4a,X", a, 0. (1)

Forma de scriere (1) se numeste forma algebrica a polinomului
de gradul n in nedeterminata X.

I Exemplu
¢ Polinomul f=(1,-1,2,3,0,0,0,...)¢ ™ are forma algebrica

f=1+(-1)X+2-X2+3X3 =1-X+2X? +3x5.

Relatia (1) arata ca un polinom este o suma de monoame.

Monomul ,a,X"“ se numeste monomul dominant al poli-
nomului f.

Scrierea unui polinom sub forma algebrica este unica, abstractie
facand de ordinea de scriere a monoamelor.

Pentru multimea K™ a polinoamelor cu coeficienti in corpul K se
foloseste notatia K[X] pentru a pune in evidenta nedeterminata X.
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In particular, avem multimile de polinoame Q[X], R[X], €[X],
Z, [X] adica multimile de polinoame in nedeterminata X cu coeficienti
in corpurile @, R, C, respectiv Z,,.

Se observa ca exista incluziunile Q[X] c R[X] < €[X].

+ DEFINITIE
e Fie f, ge K[X], f =ag +a; X +a,X> +...+a, X", g=by + b X+ by X? +
+...+b,X™, grad(f)=n si grad(g)=m.
Polinoamele f si g se numesc polinoame egale si se scrie f =g, daca
au acelasi grad si coeficientii respectiv egali:
m=n, ag=bg, a; =by, ....,a =by, ..., a, =b,.

1. Fie f.ge¥;[X].f= 2+3X-4X2%, g=3+X%2-2X. Sunt egale
cele doua polinoame?

Solutie
Polinoamele au acelasi grad. Deoarece in Z5, au loc egalitatile

~2=3,-4=1, cele doua polinoame au coeficientii egali. Asadar f = g.

2. Sa se determine parametrii reali pentru care polinoamele
f,geR[X],f=2+(a+1)X+3X? si g=(3a-b)+(a+b)X+
+(2a+1)X" sunt egale.

Solutie
Din egalitatea gradelor obtinem n =2. Egaland coeficientii celor
doua polinoame se obtin egalitatile: 3a-b=2,a+1=a+b, 2a+1=3.

Rezultaca a=1,b=1si f=g=2+2X+3X>.
2.3. Valoarea unui polinom. Functii polinomiale

Fie f eK[X], f =ag +a;X +...+a,X", a, € K un polinom de gradul n.

+ DEFINITIE
eDaca xeK, elementul f(x)=ay+a;x+..+a,x" €K se numeste
valoarea polinomului f in x.
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IS" Exemple
+Fie fe R[X], f=1+X+X? si xe{-10,1}.

Atunci f(-1)=1-1+1=1f(0)=1+0+0%=1f(1)=1+1+1=3.
*Fie f e €[X]. f =2+ X*+ X* si x e {i, iV3}.
Atunci f(i)=2-1+1=2 f(i/3)=2-3+9=8.

~ A~

Atunci f(i):§+i+§:i,f(O):§+6+6:§,f(2):§+§+§»§:21+21=§.
<> 0BSERVATIE
e Daca f, g e K[X], atunci au loc egalitatile:
(f+g)(x)=f(x)+g(x).VxeK;
(f-g)(x)=f(x)-g(x). VxeK;
(f-g)(x)=1f(x)-g(x). VxeK.

+ DEFINITII

*Fie feK[X] un polinom nenul. Se numeste functie polinomiala
atasata polinomului f, functia f: K - K, f(x)=f(x), x e K.

e Functia f:K —» K se numeste functie polinomiala daca exista un
polinom g € K[X], astfel incat f = g.

IS° Exemple
+ Functia f:€C > ¢, f (z)=az+b,ace €’ este functie polinomiala atasata polino-

mului de gradul 1, f € €[X], f =b+aX.

e Functia f: 25 > Z5, (x) = 2x2 +3x +2 este functie polinomiala atasata polino-
mului f e Z5[X], f =2+ 83X + 2X2.
<> OBSERVATIE

e Daca fe K[X] atunci functia polinomiala f atasata lui f este unica.
Reciproca acestei afirmatii nu este adevarata.

I Exemplu
+ Fie neN’ si f, e #,[X], f, = X". Atunci fn (6) =0 si fn(i) —1. Asadar, pentru

oricare n eN' functia f:#y — ¥y, f (6) =0, f (i) =1 este functia atasata pentru fiecare
polinom f,.

In cazul in care nu exista posibilitatea unei confuzii se va nota cu
f functia atasata polinomului f e K[X].
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0 Operatii cu polinoame scrise sub forma algebrica

3.1. Adunarea si inmultirea polinoamelor
scrise sub forma algebrica

Fie p eN si f, g e K[X] monoame de gradul p: f =a, X?, g = b, XP.
Avand in vedere modul de definire a adunarii polinoamelor obtinem:
(f+8)=(ap +by ) XP, (1).

Mai general, daca f, geK[X] sunt polinoame de gradul n,
respectiv m, de forma:

f=ay+a;X+a,X*+...+a,X",

g=bg+b,X+b,X*+...+b X",

polinomul suma se va scrie sub forma:

f+g=(ag+bg)+(ay+by)X+(ag+by)X*+...+(a, +bp)Xp +.... (2),
cu conventia ca a; =0, pentru i>n si b; =0, pentru j>m.

Relatia (2) ne arata ca suma a doua polinoame se face adunand
monoamele asemenea din cele doua polinoame.

I Exemple
e f=2+X+3x2+6X3, g=1-2X+2x2-Xx53.

Avem f+g=(2+1)+(1-2)X+(3+2)X? +(6-1)X> =3- X +5X> +5X°.

e f=-1+X-X2, g=1+X+X2+ X5

Avem f+g=(-1+1)+(1+1)X+(-1+1)X? +(0+1)X> =0+2X +0-X? +1-X> = 2X +
+X5,

Fie f, geK[X], f =a,XP, g =byX? doua monoame. Folosind defi-

nitia inmultirii polinoamelor se obtine: {-g = apqup+q, (3), deci produsul

a doua monoame de gradul p, respectiv de gradul q este un monom de
gradul p+q.

Analog, daca f, geK[X], f=ay +a;X+2a,X> +...+a,X", g=by + b; X +
+byX? +...+b X™ sunt polinoame de gradul n, respectiv m, vom
obtine cu conventia ca a; =0, daca i>n si b; =0, daca j>m:

fg = aO bO +(a0b1 +a1b0)X+(a0b2 +alb1 +a2b0)X2 +...+

+(2oPmen + A1 Pminog oo+ Amanbo ) XM, (4).
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Produsul f-g este un polinom de gradul m +n. Relatia (4), care
da forma algebrica a polinomului produs f-g, poate fi usor obtinuta
daca avem in vedere inmultirea a doua sume in inelul K[X] , scriind:

f-g= (ao +a,X +a,X> +...+aan)(b0 +b; X + b, X? +...+mem) si

efectuand calculele, avand in vedere regulile de inmultire a doua paran-
teze si calculele cu sume si produse de monoame. De asemenea se are
in vedere ca adunarea si inmultirea polinoamelor sunt comutative.

I Exemple
s f=1+X+X2, g=1-X.

Se obtine: f-g=(1+X+X?)(1-X)=1-X+X-X>+X*-X% =1-X°,
2
. f:(1+2X+X2) :(1+2X+X2)(1+2X+X2):1+2X+X2+2X+4X2+2X3+X2+

+2X3 + X4 =1+4X +6X2 +4X3 + X4,

Sa se determine polinoamele f, g e C[X] de gradul 1, care verifica
egalitatile (X +1)f +(X-1)g=2X>-2 si {(2)=g(0).

Solutie
Fie f —aX +b, g=cX +d, a, ce C". Egalitatea data se scrie:

(X+1)(aX+b)+(X-1)(cX+d)=2X>-2.

Dupa efectuarea inmultirilor si adunarii se obtine:
(a+c)X®>+(a+b+d-¢)X+b-d=2X>+0-X-2.

Egalitatea de polinoame conduce la egalitatile:
a+c=2,a+b+d-c=0,b-d=-2.

Rezultaca c=2-a,b=-a,d=2-a,a=acC.

Asadar, f=oX-a, g=(2-a)X+2-a.

Din conditia f(2) = é(O) se obtine a=1si f=X-1, g=X+1.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE

El. Sa se scrie sub forma algebrica b) f= (0, 0,012, -1, 0, O, ) = p[x];
polinomul f si sa se specifice
gradul acestuia: ¢) f=(0,1,0,1,0,i,-i,0,0,..)eC[X];

ayf=(1,01,23,-1,00.9¢ (|
e Q[X];
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E2.

E3.

E5.

E6.

Sa se determine in functie de para-
metrul m e R, gradul polinomului

feR[X]:

a) f=m+(m-1)X;

b) f=2+(m2—1)X +(m2—3m+
+2) X2

Sa se determine gradul polino-
mului f, in cazurile:

a) feQ[X],f=2+(m-1)X%+
+(2m2 -3m+ 1) x3;

b)f e Z5[X], £=1+mX+(m®-m) X%
c) fel5[X],f=(m2+i)X3+
+(m+§)x+§;

d feC[X], f=m?®-1+2X+
+(m2—3m+2)X2+(m2—4)X3;
e feC[X], f=1+(m?+1)X+

+mXx? + (m3 + m)Xs.

. Se considera feC[X], f=1+X+

+X2 + X3, sa se calculeze:
a) £(1+1), £(1-1), £(1+iV3),
f(l—i\/g);
b) f(1+42), £(1-12), £(3+22),
f(4+\/§);
c) f(l_%J+f[1+f).

1+1 1-1
Sa se determine f e C[X], astfel incat:
a) f=a+bX, f(i)=1, f(1-i)=1;
b) f=a+bX+cX? f(1)=f(i)=
=f(-i)+1=0.

Sa se efectueze suma polinoa-
melor f, g e C[X]:
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a) f=1+X+X2+X3,g=1-X2-
-x3 4+ x4

b) f=1+(1+i)X+(1-i)X3 g=1+
+(1—i)X+(1+i)X3;

c) f=1+2iX+3X2, g=-1+iX%+
+(1+i)X3.

E7. Sa se efectueze suma polinoa-

melor f, g e Z,[X]:

a) f=i+§X+71X2, g=§+§X+
+X2+X3, P=>5;
b)f=2+2X+X3 g=5+4X+
+§X3—X4, P=7;

o) f=1+X+X?>-Xx3,g=1+X-
-xX21+x3-x% p=2.

E8. Sa se efectueze produsul polinoa-

melor f, g e C[X]:

a) f=X2+X+1,g=X2-X+1;
b) f=X-1,g=X2+iX-1;
c)f=1+X+X2+x3, g=1-X;
d f=(1+X)(2+X)(1-X),
g=(1-X)(2-X).

E9. Sa se efectueze produsul polinoa-

melor f, g e Z,[X]:

a) f=i+X,g=i+X+X2,p=2;
b) f=2+X+X?% g=2+2X-X2,
P=3;

c) f=(i+§X)-X+X2,

g=(i+§X+X2)X, p=>5.

E10.Sa se afle polinoamele f, g c R[X],

f=aX+b, g=cX+d, in cazurile:
a) Xz'f+(X2+1)g=X3+1;

b) (X+1)*(X+f)+(X+g)X=
=x3+1.
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Al. Sa se determine parametrii pentru
care polinoamele f si g sunt egale:

a) f, gcQ[X], f=2+3X+(m+1)X>,
g=(2m+4)+3X+(m2—1)X3;
b) f, geC[X], f=m+nX+(m+n)X2,
g=m2+n2X+2X2;
c) f, geZ3[X], f=m+i+(m+§)x+
+2X32, g=n+m2X+m5X2.
. Fie fe‘D[X],f=n2—1+(m+n)2X+
+(m2—1) X2. Pentru ce valori m,

n ¢ € polinomul f este polinom nul?

. Se considera polinoamele f, g € C[X],
f=(a-b)X3+(2a+b+1)X+a+1
si g=(2a-b-1)Xx3 +(a2 +b2)X+
+1-b. Pentru ce valori a,beC
polinoamele au acelasi grad?

A4. Fie fc C[X], f=X%-aX-b. Sase
determine a si b, stiind ca f(1) =2,

f(-2) = 8.

. Sa se determine f e C[X]de gradul 2,
daca f(1)=f(2)=0 si f(3)=6.

A6. Sa se determine f ¢ Z;[X] de gradul 2,

daca £(1) = f(§) =3 si f(6) -3.

A7. Fie f=1+aX+X?cC[X]. Sa se
demonstreze ca daca f(1+z)=
=f(1-2),V zeC, atunci f este

patratul unui polinom de gradul 1.

A8. Fie fcZ3[X], f=a+bX+cX? Sa

se determine f stiind ca functia f
este egala cu functia polinomiala

atasata polinomului geZ3[X],

g=2-X+2x2,

APROFUNDARE
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A9. Se considera polinomul f = 1+3X+
+X2 4+ 2X3 ¢ 75 [X]. Sa se determine
polinoamele g c Z5[X], de grad cel

mult 3, astfel incat f = é

Al10.Sa se determine a, beC, astfel
incat polinoamele f, geC[X], f=
g=2+bX

=a+X, sa verifice

egalitatea f- g = X2 — 4.

All.Sa se determine f € C[X], daca:
a) f-(X*+2X+4)=X%-8;
b) f-(X2+X+1)=X4+X2+1;
o f-(1-X)(1+X%)=x°-1.

Al2.Fie f, g c Z3[X], f=a+ X + X2,
g = b + aX. Pentru ce valori ale lui
»a“ si ,b“ exista egalitatea:

(x+i)f—(x2+§)g=x2—X—x3?

Al3.Sa se determine

f € K[X], in cazurile:

a) grad(f) =2 si (f(x))2 = f(xz),

polinoamele

VvV xeK;

b) grad(f) <2 si f(x*+1)=£%(x) +1,
vV xeK;

c) f(x—1)+2f(2—x)=x2+x+1,
vV xe K.

Al4.Sa se arate ca urmaitoarele functii
nu sunt functii polinomiale:

a) f:RoR f(x)=|x;

b) f:R >R, f(x)=x2+|x|;
c)f:C>C, f(z)=z+|z;
d) f:C—)‘D,f(z)=zz+E.

Al5.Sa se arate ca oricare functie
f:Z3 > 2Z3 este functie polino-
miala. Generalizare.
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3.2. Impartirea polinoamelor

Fie (K,+ :) un corp comutativ si polinoamele f, geK[X], g
polinom nenul.

+ DEFINITIE

e A imparti polinomul f la polinomul nenul g in K[X] inseamna a
determina polinoamele q, r € K[X], astfel incat:
a)f=g-q+r; (1)
b) grad(r) < grad(g).
Polinomul f se numeste deimpartit, g se numeste impartitor, iar

polinoamele q si r se numesc catul, respectiv restul impartirii.

Avand in vedere egalitatea f = g-q +r se obtine egalitatea:

grad(q) = grad(f) - grad(g).

In legatura cu impartirea a doua polinoame in inelul K[X] se pun
cateva probleme:

e Pentru oricare doua polinoame existd un cat si un rest al
impartirii?

¢ Daca exista catul si restul impartirii atunci acestea sunt unice?

¢ Prin ce algoritm se pot determina catul si restul impartirii?

Raspunsurile la aceste probleme sunt date de urmatoarea teorema.

o TEOREMA 2 (teorema impartirii cu rest)
Fie f, geK[X], g#0. Atunci exista si sunt unice polinoamele

q. r e K[X] cu proprietatile:

a)f=g-q+r;

b) grad(r) < grad(g).
Demonstratie

Unicitatea catului si restului
Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca exista poli-

noamele q;, qy, Ij, Iy € K[X] astfel incat q; #qq, 13 # 1, care verifica
relatiile f=g-q,+1,f=g-qy+1, si grad(n)<grad(g), grad(n)<
< grad(g).

Atunci rezulta ca f=g-q; +1 =g-q, + 1y, relatie din care rezulta
egalitatea g(q, —q,)=1, - 13.
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Referitor la grade se obtine:
grad(g)+grad(q, —q,) = grad(r, —1;) < grad(g).
Contradictia rezultata conduce la egalitatea q; =q,, Si apoi 1} =1,.

Existenta

Fie n = grad(f), m = grad(g). Deosebim cazurile:

1. Pentru n<m, avem f=0-g+f siseia q=0,r=f{.

2. Pentru n>m, fie f =ay +a,X+a,X*+...+a,X", g=by+b X+
+byX? + ...+ b X™,

Consideram polinomul:

g =a, -bX*™.g=a X"+a b, ;-bl X"+ . +bja, b X*™

Rezulta ca polinomul f; =f-g are gradul strict mai mic decat
gradul polinomului f.

Fie f; = ¢y + ¢;X + ¢ X2 +o.tcy XM, 0y <n.

e Daci n, <m, avem f; =f—a b X" ™g sau f=a b X" Mg+f
siseia q=a, b X" ™ sji r=f.

e Daca n; > m, repetam procedeul anterior de micsorare a gradului
printr-o noua scadere, luand: g, =c, bl XXMM si f, = —g,.

Evident n, = grad(f,)<n; <n.

Se repeta procedeul pentru perechile de polinoame (f,, g,) si se
obtin succesiv relatiile:

fi=f-g
£ —f Deoarece intre gradele polinoamelor
2 =14 -8 s 1

£, 1, £y, ... £, ... exista relatiile:
f3 =1, - g3
.................. n>n; >Ny >...>N, >... si me{l, 2, .., n},
fp+l = fp —8p+1 atunci existda un numar s eN’, astfel incat
.................. S < m.
fs = fs—l —8s

Adunand relatiile anterioare, se obtine:
fo=f-g -85 —...— g grad(fy) =ng <m.

S
Asadar, f= (Z gk] +f, =g-q+1f;,, deoarece fiecare polinom g,
k=1

m

verifica egalitatea g, =g-a- X" ™, cu aecK.

Luand r ={;, teorema este demonstrata. W
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<> OBSERVATIE
e Teorema impartirii cu rest ofera un algoritm concret de determinare
a catului si a restului impartirii a doua polinoame.

I¥" Exemplu
sFie feC[X]. f=X>+X2+X+2,g=X>-X+1.
Construim polinoamele g; = X372 g = X~g:X3 -X2+X.
Se obtine f; =f-g; =2X2+2, g, =2g=2X2-2X+2 si fy =f; —gy =2X. Cum f,

are gradul mai mic decat gradul lui g, restul va fi r = 2X.
Avem f=f+g +8, =f, +Xg=(X+2)-g+2X siastfel q=X+2 si r=2X.

Algoritmul sugerat in demonstratia teoremei poate fi aranjat sub o
forma convenabila, urmand o cale analoaga impartirii cu rest a nume-
relor intregi.

Se procedeaza astfel:

e Se imparte monomul dominant al deimpartitului la monomul
dominant al impartitorului. Se obtine astfel monomul dominant al catului.

¢ Se inmulteste monomul obtinut la cat cu impartitorul g si
produsul obtinut se scade din deimpartitul f, obtinandu-se polinomul f;.

e Se continua impartirea luand ca deimpartit polinomul f; si se
imparte monomul dominant al lui f; la monomul dominant al lui g
rezultand al doilea monom al catului.

e Se repeta procedeul anterior pana cand polinomul f; are gradul
inferior gradului polinomului g.

Polinomul f; va fi restul impartirii. Schema de calcul arata astfel:

(f): apX" +a, X" M+ v X+ag | bpX™ +by,  X™ .4y (g)

—ap X" ~aybp bn X7 ... a blX"m 4 —
\_é/——/ -
primul monom al doilea
al catului monom
al catului
(h): (catul)

Restul (f;):
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I¥" Exemplu
+ Sa se imparta polinomul f € €[X], f = X* + X% +1 la polinomul ge €[X], g=X-1.
Secventele impartirii Schema impartirii
Monomul dominant al catului este deimpartitul impartitorul
x4 = x3. Se obtine: (f) X4+ %241 X1 (2)
o fi=f-X3g=f-X3(X-1)=X3+X?+1. x4 X8 0 o w5
¢ Al doilea monom al catului este: T

catul
x31 = x2.

() x3+x%+1
Se obtine: f, = f; - X2g = 2X2 +1.

-x3 + X2
¢ Al treilea monom al catului este (f ) ox? 11
2X21 29X, iar f3 =f, —2X-g=2X+1. 2 ;
e Al patrulea monom al catului este c —2X" + ;§ -
2x7l =2, iar fy =f3-2g =3 =restul. (f3) +
—2X+2
= 0BSERVATII (fs) 2l

restul

1.In cadrul algoritmului anterior,
asupra coeficientilor celor doua
polinoame f si g se efectueaza numai operatii de adunare si inmultire
in corpul K. Astfel, va rezulta ca polinoamele cat si rest vor avea
coeficienti in corpul K.

2.Fie f,geK[X] si f=gq+r, unde q este catul, iar r este restul
impartirii lui f la g.
Daca impartim f la g, = ag, a € K, putem scrie { =agq; + 1.
Dar f=gq+r= ag(a_lq) +r=agq;+r si din unicitatea catului si

restului rezulta r, =1 si q; =a 'q.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se efectueze impartirile de poli- || E2. Sa se efectueze impartirile de poli-
noame in C[X]: noame in 7, [X]:
a) f=X3+X+1,g=X-1 a) f=X3+X2+1,g=-X+2, p=3;
b)f=X*+2X3+X+2 g=X2+X+1; b) f=2X*+3X+2,g=X+3,
o f=(X+1)(X+2)+X3, pP="5;
g=(X-1)(X+1); o f=x%_-x*+x-1,g=x%x%+1,
d f=X3+X*+X%2+1,g=X2+1; P=2
e f=X*+iX2+X+i, g=X+1 d)f=(X2+i)2+2(X3+§),
) f=x*+(1+i)X3-i+1, g=X2+i g=(x+i)2+i,p=3
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E3. Sa se determine polinomul g € C[X], d) f=X(X-i)(X-2i)(X-3i),
stiind ca polinomul f=X3-X2?+ g=(X+i)(X-1).
+X+15 e C[X] impartit la g da
citul q =X +2 sirestul r=1. E5. Sa se efectueze in Z,[X], impar-
E4. Sa se efectueze impartirile de poli- tirile: s
N ~ 2
noame in C[X]: a)f=(x+2) ,g=(X+1) ,P=3;
— — 3 3 A~ -~ N
a) f=(X-1)" +(X+1)", b) f=(x+2)(x+3)(x+4),
2 2
g=(X-1)"+(X+1)"; "2
2 2 g=(2x+1) . p=5:
b) f=(X-1)"(X+2)+(X+1)%(X+2),
2 2
g-X2+X+1; c)f=(x3+X+1) ,g=(x2+1) ,
¢) f=(X-1)(X+2)(X+3)+X, P=7.
g = X(X + 1);
APROFUNDARE
Al. Sa se determine catul si restul || A3. Fie r restul impartirii polinomului
impértiri: ptilix;omlxlui f lazg: R feC[X], f=X*+X?+1 la polino-
f=X X 2,g=X , 1 <
a) *3X"+2. 8 +3, In mul g = X2 + 2X € C[X]. Sa se arate
I5|X|;
5 [X] R R ) ca sirul (r(nm))  este o progresie
b)f=X8+2X4+X2+1,g=X4+X+1, . . <
aritmetica.
in Z;[X];
c) f=3x0:3x8+2X+2,g=X%+ || A4. Sa se afle restul impartirii poli-
X415 in 7 [X] nomului feK[X] la polinomul
+X*+2,in .
5 (X-a)(X-b) in cazurile:
A2. Sa se determine parametrii pentru a) a=1,b=2,K=Q, f(1)=3,
care restul impartirii polinomului f(2) =2
f e K[X] 1a g € K[X] este cel speci- b)a-i b-1+i K=C f(i)=i,
ficat: £(1+1) =
+i)=-i;
a)f=X*+X-a,g=-2X+1,r=0,K=GC VETs A
c)a=1,b=3,K=7z, f(1)=0,
b) f-ax3+bX2+2, g=X2-1, ) s 1(1)
r=2X, K=K £(-2)-1
c) f=x3+ax2-bxX+1,g=X2-
_3X+2,r=X-1, K=Q; A5. Sa se determine polinoamele de
3 5 A . gradul al treilea fcR[X], stiind
d f=X"+aX“+2X+1,g=X- 2
. R ca f impartit la X“ + X da restul
—2,r=1 KA= Is; R r=X+1 si impartit la X% -X da
e) f=X*+2x3+aX+b, g=2X2- restul r; = 3X +1.
-1, r=X+1,K=175. (Univ. Craiova, 1997)
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A6.

A7.

A9.

Fie fc@Q[X], f=X3-3X%+aX+h.
Sa se determine a, be @ pentru

care f impartit la X -2 da restul O
si impartit la X -1 da restul 4.
(Univ. Transilvania, Brasov, 2002)

Polinomul f € R[X] are coeficientul
dominant 1. Sa se determine f si
a, beR, stiind ca f impartit la
X-a da catul X2 -3X+4,
catul impartirii lui f la X—-b este
X2 _4ax+2.

iar

. Un polinom f e R[X], prin impar-

tirea la X-a, X-b, X-c, da ca-
turile q;, 95, q3. Sa se arate ca

(b-a)qy(b)+(c-b)gy(c)+(a-c)-
‘qz(a)=0.

Un polinom f e C[X] impartit la
X-1,X+1 si X+4 da resturile
15, 7, respectiv -80.

a) Sa se afle restul r al impartirii
lui fla (X-1)(X+1)(X+4).

b) Sa se determine:

_ r()+r(2)+...+r(m)

Sn = .
" 1.2+2.3+...+n(n+1)

Al0.

All

Al2.

Sa se determine feC[X], f= x*+

+aX3 +bX2 +cX+3, stiind ca
impartit la X2 -1 da restul R,,
impartit la X2 +1 da restul R, si
R; -R, =5X2 - 28X +15.

(ASE, Bucuresti, 2000)

.Se considera polinomul f e C[X],

f=(X+ 1)10 , avand forma algebrica
f= ag + a1X + a2X2 + .o+ aloxlo.
a) Sa se calculeze f(0).

b) Sa se calculeze suma coefici-
entilor polinomului f.

c) Sa se arate ca ag +as +...+ ;g =2°
(Bacalaureat, august, 2002)

Fie neN, P, @ TeR[X], P=X"+
F X204l | x3n+2 | yn®in-1

@=X"14x"2, +X+1 T
restul impartirii lui P la Q. Daca s
este suma patratelor coeficientilor
polinomului T, atunci:

a) s=n2+2; b) S=M;

si

c)s=0;d) s=n+5; e) s=16.
(ASE, Bucuresti, 2003)

3.3. Impartirea la X - a. Schema lui Horner

Fie f eK[X], f =ap+2a;X+a,X* +...+a,X" un polinom de gradul
nsi g=X-aeK[X].

& TEOREMA 3 (a restului)
Restul impartirii polinomului nenul feK[X], la polinomul

g = X-a e K[X] este egal cu valoarea f(a) a polinomului f in a.
Demonstratie

Din teorema impartirii cu rest se obtine:

r=f(a)

f=(X-a)gq+r, grad(r) <1, deci reK.
Rezulta ca f(a)=0-q(a)+r, de unde r=f(a). W
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Teorema restului este eficienta pentru determinarea restului
impartirii unui polinom prin X —a, fara a efectua impartirea.

K  Se considera polinomul f e €[X], f = X*" +5X""! +7. Sa se deter-
mine restul impartirii polinomului f la X -1, stiind ca impartit la
X -2 darestul 151.

Solutie

Din teorema restului se obtine ca 151=r=f(2) = 220 4 5.27%1 4 7,
Se obtine ecuatia exponentiala 22" +10-2" —~144 = 0. Se noteaza 2" =a
si rezultd ecuatia a?+10a-144 =0, cu solutiile ae {8,-18}. Avem
2" =8 cu solutia n =3. Asadar f=X%+5X*+7. Restul impartirii lui f
la X-i este r=f(i)=11.

Schema lui Horner

Fie feK[X], f=ag+a,X+ayX?+...+a,X", polinom nenul de
gradul n si g=X-aeK[X].

Notam q=bgy+b;X+byX?+...+b, ;X" catul impartirii polino-
mului f la g. Din teorema impartirii cu rest se obtine:

f= (X—a)(b0 +b1X+...+bn_1Xn_1)+r =r—abg +(bg —ab; )X +

+(b; —aby ) X? +...+(b,_; —ab, ) X", (1).
Identificand coeficientii celor doua polinoame in relatia (1) se obtine:

Aceste relatii permit deducerea in mod
recursiv a coeficientilor catului b,_;, b, _o,
..., by, by si arestuluir.

n-2 = bn—3 - abn—2 Avem:
............................ bn,I —a,
b, o =a,; +ab,,
bn—S =ay g +aby o

98



Algebra e lll. Inele de polinoame

In mod practic, pentru determinarea coeficientilor b, ;, b, 5, ...,
b,, by ai catului si a restului r se alcatuieste urmatoarea schema:

Coeficientii lui f in ordine descrescatoare a gradelor monoamelor
an an-1 an_g ) A9
a |b,,=a, | b,ja+a,; | bysa+a, o | .. | ba+a; | bpa+a,
bn—l bn—2 bn—3 bO r
Coeficientii catului Restul

Aceasta schema de lucru in care se opereaza numai cu elementul
aeK si coeficientii polinomului f se numeste schema lui Horner.
Schema lui Horner are la baza relatia de recurenta:

bk =bk_1 ra+ax g, ke {1, 2, ..., n—l}

Frolbleme reyolvale

1. Sa se efectueze impartirea polinomului f la g, daca:
a) f,geQ[X], f=X*"-3X>+4X*-3X+1g=X-2
b) f, g R[X], f=3X"-4X3+3X?-X-5,g=X+1;
o) f,geR[X], f=8X%-2X>+X+2,g=2X-1.

Solutie
a) Folosim schema lui Horner pentru a = 2. Avem:
1 -3 4 -3 1
la=2 1 1.2-3=-1 -1.2+4=2 | 2-2-3=1|1-2+1=3

Catul impartirii este: q =1-X° +[(=1)- X* + 2X +1, iar restul r =3.

b) In acest caz avemg = X —(-1), deci a =-1. Schema lui Horner:
3 0 -4 3 -1 -5

3--)+0=|(3)-1)-4=/CD)-()+3=[4(1)-1=|(5) (1) -5=

a=-1131"" 3 1 4 B 0

Se obtine: q =[8 X* +(-8) x° +(-1) X* +4 X (-5) si r =0.

c) Scriem g= 2(X—%j. Vom imparti mai intai polinomul f prin

X - % Alcatuim schema lui Horner cu a = %
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-2

a:l 8 2 2
2

Se obtine catul q; =8X?% +2X +2 si restul 1, =3. Catul impartirii
lui fla g este q = éql =4X?% +X+1, iarrestul r = r; =3 (vezi observatia 2,

§3.2)

2. Fie f, ge#;[X],f=2X>-X*+2X?> +mX+1, g=X+2. Sa se

determine m e Z3, stiind ca restul impartirii lui fla g este r = 2.
Solutie
Aflam restul impartirii polinomului f la g prin schema lui Horner.

Avem az—ﬁzi.
2 -1 0 2 m 1
azi Q i i 6 m m+i

Restul impartirii este r=m+1 si se obtine ecuatia m+1 =2, deci
m=1.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE

El. Sa se determine restul impartirii K=C, r=17;

polinomului feK[X] la X-ac b) f=X*+mX2+2 a=-i K=C,

€ K[X], in cazurile:

r=3+1i;

3 2 A ~ R ~
a)f=X -2007X“ + 2006, a=1, c)f=2x4+2x3_mx_|_1'a=2'
K=K; ~

K=17, r=3.
b) f=2X%_-3X"+X+1,a=-1,
K=g; E3. Sa se determine catul si restul
¢) f=X°+2X%:+3,a=i, K=C; impartirii polinomului f e R[X] la
d) f=3X7 +4X% +3X +2, a=2, polinomul g € R[X]:
K=17;. a) f=X%+4x*+3x%2+X-2,
g=X-2;
E2. Sa se determine m € K cu propri- b) f=-2x*+3x3:5x2_6Xx-1,
etatea ca polinomul f e K[X], im- g=X-3;
partit la g =X -a c K[X] da restul ) f=3X®+2X%+2X2 + X 42,

specificat:

g=X+1;
a) f=X3+mX2+3X-m, a=2,

d f=x8+x%+x%2+1,g=X+2;
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E4.

e) f=6X2+2X+2,g=2X-1;
) f=x*+3x%2+X-6,g=2X+1.

Sa se imparta polinomul f e K[X]
la polinomul g < K[X] prin schema
lui Horner:

a) f=X2+X%2+X+1,g=X-i,
K=0C;

Al.

A4.

Sa se determine mecR, astfel
incat restul impartirii polinomului
feC[X] la X +i sa fie numar real,
daca:

a) f=X3+mX? + mX + 3;

b) f=X4—(m2—1)X—8i.

. Sa se determine a <R astfel incat

restul impartirii polinomului f e
eR[X],f=2X%-aX?+X-7 la

X - 2 sa fie 3.
(Univ. Transilvania, Brasov, 2002)

Se considera polinomul feR[X], f=

=X* + X3 + aX + 6a. Sa se determine
parametrul a € R, astfel incat restul
impartirii polinomului f(X+2) la
X +1 sa fie egal cu -12.

(Univ. Transilvania, Brasov, 2002)

Impartind polinomul f e C[X], f=

=2X3-mX2+nX-6 la X-3 si
X +1 se obtin resturi egale cu -2.
Sa se afle restul impartirii polino-
mului fla X - 2.

. Sa se determine catul si restul im-

partirii polinomului f =3X3 + mx2 +
+15 € R[X] la polinomul g=X-2¢
e R[X], stiind ca restul impartirii

acestuia la 2X -1 este r = E

APROFUNDARE

A6.

A7.

A9.

b) f=X*-X3+X2_-X+2,g=X+i,
K=C¢C;

c) f=2X3+X-i, g=X+2i, K=C;
d) f=X4+§X3+§X+i,g=X+§,
K=175;

e) f=2xX5-3x3+4X-2,g=2x-
-1, K=1;.

Sa se determine a, be Z5[X], sti-
ind ca impartind polinomul fe
eZ;[X], f-x3+ax2+4X+b, la poli-
noamele g;, g, ¢ Z5[X], g, =X -
-1, go = 2X +1, se obtin resturile

5 =3, =8

Iy

Sa se determine restul impartirii poli-
nomului f e C[X], f= X1 _3X"+4
la X+2eC[X], stiind ca restul
impartirii lui fla X - 2 este -12.

. Impartind polinomul feC[X], f=X"+

+X™ +1 la polinomul X -2 e C[X]
se obtine restul 13 si impartindu-1
la X-4eC[X] se obtine restul

81l. Sa se determine
impartirii lui fla X - i.

restul

Polinomul f e K[X]
X—aeK[X] si X—beK[X] da
caturile q; si gq,. Sa se arate ca
q: (b) = g2 (a).

impartit la

Al10.Sa se determine polinomul fe
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eZ3[X], f=X8+ax” +2X3+ X + b,
stiind ca impartit la g = X-2 da

catul q si restul r=2, iar q im-

partitla g, =X+ 2 da restul I = 0.
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o Divizibilitatea polinoamelor
4.1. Relatia de divizibilitate pe multimea K[X]

@MMW
K Fie f, geR[X], f=2X°+3X?*+3X+2, g=X+1.
Sa se determine catul si restul impartirii polinomului f la g.

Solutie
Aplicam schema lui Horner si rezulta:
2 3 3 2
a=-1 2 1 2 0

Se obtine catul q = 2X2 +X +2 sirestul r=0.
Asadar f = g-(2X2 +X+2).

Se observa ca la aceasta impartire restul este polinomul nul. Ca si
in cazul impartirii numerelor intregi, impartirea cu rest zero constituie
un caz special.

+ DEFINITIE
* Fie (K, + -) un corp comutativ si polinoamele f, g € K[X].
Spunem ca polinomul g divide polinomul f daca exista un polinom
h e K[X] astfel incat f =g-h, (1).

Daca polinomul g divide polinomul f vom scrie g | f (se citeste .g
divide f*) sau f : g (se citeste ,f este divizibil cu g).

Polinomul g se numeste divizor al polinomului f, iar polinomul f
se numeste multiplu al polinomului g.

> OBSERVATIE
e Polinomul feK[X] se divide cu polinomul geK[X], g=0, daca si
numai daca restul impartirii lui f la g este polinomul nul.

4.2. Proprietati ale relatiei de divizibilitate

Relatia de divizibilitate pe multimea de polinoame K[X] are

proprietati asemanatoare cu relatia de divizibilitate pe multimea 7 a
numerelor intregi.
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P1. Relatia de divizibilitate pe multimea K[X] este reflexiva.
£ f,vfeK[X]
Intr-adevar f =1-f, deci fIf.

P2. Relatia de divizibilitate pe multimea K[X] este tranzitiva.
eDaca f, g, heK[X].f| g si g| h, atunci f | h.
Intr-adevar, din ipoteza rezulta ca 3 u, veK[X], astfel incat

g=f-usih=g-v. Seobtineca h=g-v=(f-u)-v=f-(uv), deci f | h.

P3. Polinomul nul f=0ecK[X]|, este divizibil cu oricare
polinom g < K[X], deoarece 0=0-g. Se spune ca f=0 este cel mai

mare element in raport cu divizibilitatea pe K[X].

P4. Polinoamele constante f =a, ac K, sunt divizori pentru
orice polinom din K[X].

P5. Daca f, g, he K[X], astfel incat f| g si f|h, atunci
f| (ug+vh), V u, ve K[X].

Intr-adevar, fie o, peK[X], astfel incat g=af, h=pf. Rezulta ca
ug+vh=u(af)+v(pf)=f-(au+pv), deci f | (ug+vh).

+ DEFINITIE

I e Polinoamele f, g e K[X] se numesc asociate in divizibilitate si se

noteaza f ~ g, daca f| g si g|f.

= TEOREMA 4
Polinoamele nenule f, g e K[X] sunt asociate in divizibilitate daca

si numai daca 3a €K \ {0}, astfel incat f=a-g.
Demonstratie

Daca f=ag, atunci g|f si cum g=a ' f, rezulta f|g, deci
f~g

Reciproc, fie f ~g. Atunci f| g si g|f, deci exista u, veK[X],
astfel incat f =ug si g=vf. Se obtine ca f =uvf si cum f este nenul,
rezulta ca uv=1. Asadar u, ve K\ {O} si teorema este demonstrata. B
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IS" Exemple
+ Polinoamele f,ge€[X],f=2X2+X+1 si g=4X?+2X+2 sunt asociate in
divizibilitate, deoarece g = 2f.

+ Polinoamele f, ge #5[X],f= 2X2+X+3 si g=X2+3X+4 sunt asociate in

divizibilitate deoarece g = 3f.

ywé/enwagolmplw

1. Fie f e K[X]. Sa se arate ca f e W(K[X]) daca si numai daca
f~1.
Solutie

Presupunem ca f~1. Atunci existi aeK', astfel incat
f=a-1=aeK’, deci f este un element inversabil in inelul K[X].

Reciproc, fie f € #(K[X]). Rezulta ca exista geK[X], astfel incat
f-g=1. Atunci grad(f)+grad(g)=0, deci grad(f)=0, si cum f este

nenul se obtine ca f e K'. Asadar f ~ 1.

B4 2. Sa se arate ca polinomul f = (X + 1)6n+l + X2 e R[X] se divide

cu polinomul g = X + X +1¢ R[X].

Solutie
Avem g=X2+X+1 si X+1=g-X2. Folosind binomul lui Newton
rezulta ca:
6n+1 2\6n+1 6n+l | ~1 6 2
(X+1) o =(g—X ) =Conig +C6n+1gn-(—X )+--~+

+Clhag (X2 et (22 s g n-x )

Asadar, f=(X+1)""" £ X2 _ g 4 X602 _ 12042 _ gy X602,
(X% -1) = g-h-X5"2 (X7 -1)(X°" +1), (.

Dar, X3 -1=(X3)" -1=(X3-1)(X33 + X300 4+ X3 +1) =

= (X3 - 1) -hy, iar din relatia (2) se obtine ca f =g-h-X°"*?(X-1)g-h,,

deci f este divizibil cu g.
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4.3. Cel mai mare divizor comun al polinoamelor

+ DEFINITIE

* Fie f, g K[X]. Un polinom d e K[X] se numeste un cel mai mare

divizor comun al polinoamelor f si g daca:
1. d este divizor comun al lui f si g, adica d | f si d| g:

2. oricare ar fi alt divizor comun d; al polinoamelor f si g, atunci
d, | d

Daca d este un cel mai mare divizor comun pentru f si g, el se
noteaza cm.m.d.c.(f, g) sau, mai simplu (f, g).

+ DEFINITIE

I° Doua polinoame f, g e K[X] se numesc relativ prime (sau prime

intre ele) daca (f, g) ~ 1.

e TEOREMA 5
Fie f, g e K[X] doua polinoame nenule si ¥ = {d eK[X] | d este un
cmm.d.c.(f, g)}.
Daca d;, dy € 4, atunci d; ~ d,.
Demonstratie
Deoarece d;,dy €%, atunci d;|d,., dar si dy|d,. conform
conditiei 2 din definitia cm.m.d.c.(f, g). Asadar d; ~d,. ®

Teorema 5 ne asigura ca fiind date doua polinoame f, g e K[X],
polinomul (f, g) este unic, abstractie facand de un factor multiplicativ

sk
acekK.

In continuare vom considera ca polinom care sa desemneze (f , g)

polinomul wunitar, iar pentru polinoamele constante, polinomul
constant 1.

Rezulta ca doua polinoame f, g e K[X] sunt prime intre ele daca

(f.g)=1.
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o TEOREMA 6
Fie f,g e K[X] polinoame nenule si r € K[X] restul impartirii lui f
la g. Daca exista (f, g) si (g r), atunci (f, g)=(g, r).

Demonstratie
Din teorema impartirii cu rest, exista q, reK[X] astfel incat

f=g-q+r, grad(r)<grad(g).
* Daca r =0, arelocrelatia f=g-q si (f, g)=g=(g 0)=(g. r).
*Fie r=0 si d=(f, g). d, =(g r).
Deoarece d|f si d| g rezulta ca d| (f-gq). deci d|r si astfel
d| (g r)=d,.
Din relatia d; = (g, r) si f=gq+r se obtine ca d, | f, deci d, este

divizor comun pentru f si g. Rezulta ca d, | d, siastfel d; ~d. B

Aceasta teorema ofera posibilitatea calcularii polinomului (f, g),
folosind polinoame de grad mai mic.

I¥" Exemplu
* Fie f,geR[X], f=X*-3X?+2,g=X>-X.

Avem: f=g - X+ (—2X2 + 2). Rezulta ca (f, g) = (g, -2x2 4+ 2). Asadar problema s-a
redus la a calcula cm.m.d.c (X3 - X, -2X2+ 2). Avem g=X3-X=X(X-1)(X+1) si

r=-2(X-1)(X+1). Se obtine ca cmm.d.c.(f, g)= (X -1)(X+1)= X* 1.

o TEOREMA 7 (de existenta a c.m.m.d.c. pentru doua polinoame)
Fie f, g e K[X]. Atunci exista un cel mai mare divizor comun al
polinoamelor f si g.

Demonstratie
a) In cazul f=g=0, polinomul nul este un c.m.m.d.c. al

polinoamelor f si g.

b) Daca f#0 si g=0, avem (f, g)=f, iar daca f=0, g+ 0, avem

(f.g)=¢g
c) Sa consideram f si g polinoame nenule. Din teorema impartirii

cu rest, exista polinoamele q,, r; € K[X], astfel incat:

f = gq; + 1. grad(n) < grad g).
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Conform teoremei 6 avem ca (f, g)=(g, ).

e Daca 1, =0, atunci (f, g)=(g 0)=g si teorema este demon-
strata.

e Daca 1 #0, exista polinoamele gy, 1, € K[X], astfel incat
g=r1qy +1,, grad(r,)<grad(r) siastfel (g, 1) =(1, ).

Pentru 1, =0, (g 1) =1, siastfel (f, g)=n.

In cazul in care 1, #0 se continua procedeul obtinand sirul de
relatii:

f=gq,+n. grad(r ) < grad(q,)
g=n1(y + 1y, grad (1, ) < grad(n)
| = Ihqg + I3, grad(13) < grad(ry)

Deoarece grad(q)>grad(n)> grad(r,)>...>grad(r,)>...20, se for-
meaza un sir descrescator de numere naturale. Rezulta ca exista peN

astfel incat r, #0 si rp,; =0.

In acest caz se obtine:

(f.g)=(g.n)=(n.)=... =(rp_1, rp) =(rp, O) =r,.

P
Asadar, polinomul r,, este un cmm.dc.(f, g). B

C )
Din demonstratia teoremei rezulta
si un algoritm de determinare pentru
cmm.d.c.(f, g). Acesta este ultimul
rest nenul in sirul de polinoame:
f,g 1, n, .. , 0.
Acest algoritm poarta numele de EUCLID din Alexandrza
algoritmul lui Euclid de determinare (325-265 i.Hr.)
a c.m.m.d.c. pentru doua polinoame. A fost unul dintre marii mate-
maticieni ai Antichitdtii, cu rezultate
in toate ramurile matematicii

Froblemdi vegyolvald o _
Sa se determine c.m.m.d.c.(f, g) pentru polinoamele f, geR[X],
f=X*-3X3+X?-3X+4,g=X>-1.
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Solutie
Alcatuim sirul de polinoame, prin impartiri succesive:

f,g.n =X2-2X+1, I = 3X -3, 3 =0.
Rezulta ca (f, g)~3(X-1). Conform conventiei de a desemna

c.m.m.d.c. prin polinoame unitare, avem (f, g)=X-1.

<> OBSERVATIE
* Pentru obtinerea sirului de polinoame f, g 1, Iy, ..., 1, O conteaza

doar restul impartirilor efectuate. Acest fapt permite simplificarea
sau Inmultirea acestora cu elemente din corpul K pentru ca
impartirile sa fie mai comode.

Astfel, sirul anterior poate fi scris:

f, g, rl :X2_2X+1, 1'2 :, I'3 :O.

& TEOREMA 8 (Etienne Bézout)
Fie f, ge K[X] si d=(f, g).

Atunci exista polinoamele u, v e K[X], astfel incat d = uf + vg.

Demonstratie
Aplicand algoritmul lui Euclid se obtine sirul de egalitati:
f=g-qu+n (1) n=f-gq, =o4f +Bg 1
g=nqs +1 (2) (1)
Iy =8 —T = aof + , (21
I = Tyqs + T 3) 2 =81y of +Pog

(2
..................................... r3 = rl _r2q3 — 0‘3f+[33g’ (3!)
I = Qe + e (K)

Ih 2 =54 19n ¥ =H1dn + d (n-2)

Prin inlocuire din aproape in aproape se obtine: r, = oy +pxg, (k')
siinfinal d=1, =a, - f+p, &
Luand u=a,, v=f, teorema este demonstrata. B

I Exemplu

+ Pentru f, g e €[X], f = X* -3X> + X® -3X +4, g = X -1, din problema rezolvata,
rezulta ca d =3(X-1)=f-(-X-2)+g-(X*-X-5).
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++ DEFINITIE
*Fie f, geK[X]. Un polinom m € K[X] se numeste un cel mai mic
multiplu comun al polinoamelor f si g daca:
1. f | m si g| m (m este multiplu comun pentru f si g);

2. oricare ar fi m; € K[X], multiplu comun pentru f si g rezulta

m | m,.

Pentru un cel mai mic multiplu comun al polinoamelor f si g se
foloseste notatia c.m.m.m.c.(f, g) sau [f, g].

Daca f, g € K[X]sunt polinoame nenule si m este un cm.m.m.c(f, g),
atunci oricare polinom m; ~ m este un c.m.m.m.c.(f, g).
Se va considera de regula ca polinomul [f, g] este polinomul unitar.

Pentru determinarea [f, g| se foloseste relatia:

f-g=(f.g)[fg. @

<> OBSERVATIE

e Se poate defini c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. pentru trei, patru sau mai
multe polinoame.

Astfel: (f, g, h)=((f, g), h) si [f, g h]=[[f. g]. h] etc.

Froblemdi veyolvaldi
Sa se determine [f,g] pentru f=X*-3X®>+X?>-3X+4 si
g=X3-1.
Solutie

Din relatia (1), f-g=(f, g)-[f. g]. si avand in vedere ca (f, g)=X-1
se obtine [f, g] =(X* -8X% + X* -3X +4)(X® -1):(X-1)=

=(X4—3X3+X2—3X+4)(X2+X+1)=X6—2X5—X4—5X3+2X2+X+4.
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EXERCITII S1 PROBLEME

El.

Sa se arate ca polinomul fe C[X]
se divide cu polinomul g e C[X] si

sa se determine catul impartirii lui
flag:

a) f=Xx*-x3+xX2_-X-4,g=X+1
b) f=2X%+Xx*-3x%-4X+4,
g=X-1;

¢ f=X"-X*-3X+3, g=(X-1)%;

EXERSARE

c) f=X*+4x3+3x2_-4x-4,
g=X3-2xX2_5X+6,K=R;

d f=x*-3x%2+2,g=x2+14,
K=175;

e) f=X6+X5+§X+§,g=X3—X2+
+X+1, K=13.

. o E4. Sa se determine parametrul m € K
d) f=(2X2+X+2) +(2X2—X+2) - pentru care polinomul f ¢ K[X] se
22, g = X%+ 1; divide cu polinomul g € K[X]:
’ ' a) f-X3+mx%+4,g-X-2K-@
e f=X>+(x-1)*, g=x2-XxX+1. ) &
b) f=X4+mX3+(m—1),g=2X+3,
E2. Sa se arate ca polinomul f ¢ Z,[X] K-D:
se divide cu polinomul g e Z,[X], ) f=X*+X3+mX+m, g=X+2,
in cazurile: _ .

4 g2 3 2 5 K=1s

a) f=X"+X“+1,g=X"+X-2, a ~ ~ ~
3 d f=X +(m+1)X+3m+3,

P=9

b) f=X*+3x2+4X-1, g=X+3, g§=X-3,K=17;.

P=5;

6 5 A4 ~o3 2 E5. Sa se determine c.m.m.m.c. pentru
c)’\f=)f +X ;3X _A4X + X" - polinoamele f, g « K[X]:
-2X+2,g=X X-3,p=5.

t% g +X-3,p=5 a) f=X2-1,g=-X2-X, K=

E3. Sa se determine c.m.m.d.c. al poli- b) £ - x2 +1, g=X2 _iX, K=C;

noamelor f, g € K[X]:

) f=X2-2X X3_2x_4 ) f=X*+Xx%2+1,g=x3+X%+X,

a) f=X2_-2X, g=X3_2x-4,

g KelR;

K=C; R N

b) f=X5-1,g=X>+X2+X+1 D £=X"+X+1 g=X"+2, K=1

K=

APROFUNDARE

Al.

Sa se determine a, be K pentru
care polinomul f e K[X] se divide
cu polinomul g € K[X], in cazurile:
a) f=2X2+aX+2, g=X+a, K=1Z3;
b) f=X4+X3+aX+i, g=§X+i,
K=175;
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c) f=xX*+x31ax®+X+b,
g=X2+1,K=17g;

d) f=X5+X3+aX2+i.g=X2+a,
K=173;

e) f=X4+aX2+i,g=X2+bX+i,
K=175.
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A2. Fie feR[X], f=X?+2X+m. Sase
determine m € R pentru care poli-
nomul geR[X], g= f(X2 +2X) se

divide cu f.
(Univ. Tehnica Cluj-Napoca, 2000)

A3. Pentru nec N se considera polinoa-
mele f=X(X+1>"*'+(m-1)X"¢
eR[X], g=X?>+X+1eR[X]. Daca
M={meR| f divizibilcug} si S=

= m?2, atunci:
meM
a) S=1;b) S=2; ¢c) S=3;
d) S=4; e) S=5.
(ASE, Bucuresti, 2005)

A4. Sa se determine m c R stiind ca
polinomul feR[X], f= x3 _3mx2 +
+4(m2 + I)X— m3 -5 se divide cu

g=X-1leR[X].

Ab5. Sa se determine a, b, c € C, astfel
incat polinomul fe C[X] sa se
divida cu g € C[X]:

a) f=X*-3x2+bX2+axX+h,
g=x>-1

b) f=aXx3 + bXx2 - 73X +102,
g=X2_5X+6;

c) f=aX®+bxX?_-37X+14,
g=X2+X-2;
d)f=X4+aX3+iX2+b,g=X2—i;
e) f=X*+ax3-bXx%2-cXx+8,
g-(X-1)(x*-bX+8);

f) f=X5-ax*-2x%-bxX?-3X+
+c,g=X3+1.

A6. Sa se determine polinoamele f e
€ C[X] de gradul 3, stiind ca se
divid cu X +1, iar la impartirea cu
X-2,X-3,X-4
egale.

resturile sunt

A7. Fie f, g cR[X], f =aX® + bX? + cX +

+d, g=3aX?+2bX+c,ach,. Sa
se demonstreze ca daca polinomul
f se divide cu g, atunci f si g sunt
puteri ale unui polinom de grad 1.

A8. Fie f, gcR[X], f=X%-4X?+X+
+m, g = X3 _7X +m. Sa se deter-
mine m <R, stiind ca (f, g) este
polinom de gradul 1.

A9. Se dau polinoamele f, g c Q[X], f=
=x3_-XxX2iax+b, g=X3+Xx2+
+X+1. Sa se determine a, be @
pentru care polinomul (f, g) are

gradul 2 si sa se afle apoi [f, g].

Al0. Fie f, gcZ3[X]|, f=X3+X%+a, g=

= X3 + X + 2. Sa se determine:
a) valorile lui a € Zz3 pentru care

polinomul (f, g) are gradul 1;
b) cmmm.c.(f, g) pentru ,a“ deter-
minat.

All.Sa se arate ca polinomul

2

f=(1+x+x2+...+x“) -X" ¢
€ Q[X] se dividecu g=1+X+
+X2 1.+ X" e @[X].

Al12.Sa se arate ca polinomul f e C[X]

se divide cu g € C[X], in cazurile:

a) f= (X2 + X+ 1)4n+l

+

+(x2—x+1)4n+l, g=X2+1;
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b) f= (X—l)n+2 + X2+l Al4.Sa se determine a, be C si pro-
dusul polinoamelor f, g e C[X] sti-
ind ca (f, g)=X?+2X si [f, g]=

g=X2_-X+1;

c) f — (X _ 1)2n+1 _ (_X)n+2 ,
g—Xz—X+1° =X*+ax®+8X+b.
Al5.Pentru care valori ale lui neN’

_ 3n+2
Q) f=(X+1) tX+2, polinoamele f, ge C[X], f=X+1,

g=Xx2+3x+3. 2 n .
g=1+X+X“+...+ X" sunt prime

intre ele?
Al13.Se considera polinomul f=X™ +

+(X_1)m +1<R[X]. Pentru ce va- Al16.Sa se determine f, g e R[X], sti-

lori m eN" polinomul f este divi- ind ca £(-1)=3, g(0)=1 i (f' g) -

2 4 3 2
zibil cu g = X2 - X + 1< R[X]? =X"+1,[f, g] = X" -3X" + 3X° -
-3X +2.

Descompunerea polinoamelor
in factori ireductibili

5.1. Radacini ale polinoamelor

Fie f e K[X] un polinom nenul.

+ DEFINITIE

eElementul o €K se numeste radacina a polinomului f € K[X] daca
f(a)=0.

I¥" Exemple
* Polinomul de gradul 1, f e C[X],f=aX+b, are radicina reprezentata de numarul

b
complex o =——.
a

+ Pentru polinomul de gradul 2, fe €[X], f=aX?+bX +¢, radicinile sunt date de

b+ b+ i —
bz;\/z, daca A =b?-4ac>0, respectiv o9 = M daca
a a

formulele: o9 = 5

A <O.

Urmatoarea teorema pune in evidenta o legatura intre radacinile
unui polinom feK[X] si divizibilitatea polinoamelor pe multimea

K[X].
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o TEOREMA 9 (E. Bézout)

Fie f, g e K[X] si o € K. Atunci:

a) o este radacina a polinomului f daca si numai daca f se divide

cu polinomul X -a € K[X];

b) daca f se divide cu polinomul nenul g si o este radacina a lui

g, rezulta ca o este radacina si a lui f.
Demonstratie

a) Fie a €K si X-o eK[X]. Din teo- C
rema Impartirii cu rest rezulta ca exista h si
reK[X] astfel incat f=h-(X-a)+r,T€
eK, (1).

Din teorema restului rezulta ca
r =f(a) sirelatia (1) se scrie f =(X-a)-h+
+f(a), (2).

: ‘:‘v’ﬂ{ .

Din relatia (2) rezulta ca daca o este Etlgr;ré%?gig)UT
radacina pentru f, atunci f(a)=0 si f= matematician francez
=(X-a)-h, deci f se divide cu X -o. A stabilit unele rezultate

Reciproc, daca f se divide cu X -a, i”lg’ol'f‘?nte it” teoria ecuatliﬂo’
algeprice St teoria numeretor.
din relatia (2) se obtine ca f(a)=0. & ' ")

b) Daca f se divide cu g, atunci exista h € K[X], astfel incat f =g-h.

Rezulta ca f(a)=g(a)-h(a)=0, deci a este radacina a polinomului f. B

Froblemdi veyolvald

K Fie f,gecC[X], f=X®?+3X>+aX+b, g=X>-3X+2. Sa se deter-
mine a, be € pentru care polinomul f se divide cu g. Sa se afle
apoi radacinile lui f.

Solutie
Radacinile polinomului g sunt 6 TEMA \
date de ecuatia x* -3x +2 =0. Fie f, gecK[X],f=X*+X%+
Se obtine x; =2, X9 =1. Se impun | +aX+b. Pentru ce valori ale lui
conditiile f(2) =0 si f(l) =0. a, be K, polinomul f se divide
a+b=-_4 cug,da.ca:2
Rezulta sistemul cu a) g=X"-1L, K=K
2a+b=-20 .
16 b) g=x2-1,K=125;
a=-
solutia . c)g=X’>+1,K=C?
i (¢ y,
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Se obtine f=X?+3X>-16X +12=(X>-8X+2)(X+6), iar rada-

cinile lui f sunt x; =2, x5, =1, x5 =-6.

5.2. Radacini multiple ale unui polinom

+ DEFINITIE
*Fie feK[X] un polinom nenul si meN. Elementul aeK se

numeste radacina multipla de ordinul m daca polinomul f se divide
cu (X-a)™, dar nu se divide cu (X—oc)mﬂ.
Numarul m se numeste ordinul de multiplicitate al radacinii o.
Daca m=1 radacina o se numeste radacina simpla. Daca
m =2, 3, ... radacina o se numeste radacina dubla, tripla, ... .

Asadar, daca o € K este radacina multipla de ordinul m, polinomul

f se poate scrie sub forma f = (X -o)™ - g, unde g e K[X] si g(a)eK .

Q@MWWW
B Fie feR[X], f= X3 +aX+b. Sa se determine a, beR, stiind ca
o =1 este radacina dubla pentru f.

Solutia 1 (metoda coeficientilor nedeterminati):
Deoarece o =1 este radacina dubla, polinomul f se divide cu

(X—a) =(X-1).
Avem f=(X—1)2(X+C)=X3+X2(c—2)+X(1—20)+C=X3+aX+b.

Folosind egalitatea polinoamelor prin identificarea coeficientilor
monoamelor asemenea, rezulta c=2,a=1-2¢c,b=c, deci a=-3,b=2

si f= (X—l)2 (X +2). Radacinile lui f sunt o; =0y =1 si az =-2.
Solutia 2
Daca a =1 este radacina dubla a polinomului f, atunci f se divide

cu (X- 1)2 . Efectuam prin schema lui Horner impartirea polinomului
cu X -1 sia catului rezultat cu X-1. Avem:

a b
a=1 1 1 a+1 a+b+l=n
oa=1 2 a+3=1,
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Resturile sunt i =a+b+1 si r, =a+3. Punand conditiile r; =
=1, =0 se obtine a=-3 si b=2.

< O0BSERVATIE
e Considerand functia polinomiala asociata O TEMA

lui f, a=1 este radacina dubla daca f(1)=

Pentru ce valori ae R
polinomul f=X3+3Xx2+
, , +aX +beR[X] are rada-
obtine f (1)=1+a+b=0 si { (1)=3+a=0, |cind dubld o=-1? Dar
tripla?

=0 si fl(l) =0. Cu aceasta observatie se

cu solutiile a =-3, b =2.

5.3. Ecuatii algebrice

Fie (K, +, -) un corp comutativ si f € K[X] un polinom de gradul n,

*

neN.

+ DEFINITIE

I-O ecuatie de forma f(x)=0 se numeste ecuatie algebrica de gradul n
cu coeficienti in K si necunoscuta x.

Daca f=ag+a,X+ayX>+...+a,X" eK[X], ecuatia algebrica de

gradul n are forma a,x" +a, ;x"}

Numerele ag, a;, ..., a, € K se numesc coeficientii ecuatiei, iar n
se numeste gradul ecuatiei.
Elementul o € K cu proprietatea ca f(a)=0 se numeste solutie a

+..+a1x+ag =0, (1).

ecuatiei.

In legatura cu ecuatiile algebrice sunt studiate cateva probleme
importante:

1. existenta solutiilor in corpul K;

2. numarul solutiilor ecuatiei in corpul K;

3. existenta unor formule generale de rezolvare a ecuatiilor algebrice
de diferite grade.

In cazul corpului € al numerelor complexe au fost demonstrate
cateva proprietati generale care rezolva cele trei probleme puse.
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o TEOREMA 10 (teorema fundamentala a algebrei)

O ecuatie algebrica de grad cel putin 1 cu coeficienti complecsi
admite cel putin o solutie complexa.

Aceasta teorema a fost data de catre matematicienii C. Gauss si
J. L. D’Alembert.
Problema 3 a fost rezolvata de matematicienii N. Abel si A. Ruffini.

o TEOREMA 11 (Abel-Ruffini)

Fie a,x" +a, ;x"'+..+a;x+a,=0, a, #0 o ecuatie algebrica
de grad n, n =5, cu coeficienti in €. Atunci nu exista o formula
generala de rezolvare a acestei ecuatii in care sa apara numai
coeficientii ag, a,..., a, € C.

<> OBSERVATII /
¢ Din teorema fundamentala a algebrei
rezulta ca o ecuatie algebrica de

* . . . .
gradul n e N cu coeficienti complecsi
are exact n solutii complexe.

e Deoarece polinomul fe€[X], de

* - - . .
gradul neN, are exact n radacini

Niels Heinrikk ABEL
complexe, rezulta ca el nu poate lua (1802-1829)
valoarea zero decat de n ori. Astfel, matematician norvegian
daca polinomul se anuleaza de mai A adus contributii importante
mult de n ori, atunci el este polinom | in teoria ecuatiilor algebrice,
nul. teoria calculului diferential si

@tegral. /
Froblemdi veyolvalds
B4 Fie feC€[X], cu proprietatea ca f(a)=f(a+1),VaeC. Sa se
arate ca f este polinom constant.

Solutie

Pentru a =0, 1,2, ..., se obtine ca f(0)=f(1)=f(2)=....

Notam a =f(0)=f(1)=... valoarea comuna si fie g=f-a e C[X].
Atunci 0=g(0)=g(1)=g(2)=.... deci polinomul g are o infinitate de

radacini. Rezulta ca el este polinom nul si astfel f =a € C.
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5.4. Polinoame ireductibile in K[X]

Fie (K, +, -) un corp comutativ.

+ DEFINITII

*Polinomul nenul feXK[X] se numeste reductibil peste corpul K

daca exista polinoamele g, h e K[X] de grad cel putin 1, astfel incat
f=g-h.

*Un polinom f € K[X], grad (f) 21, care nu este reductibil peste K, se

numeste ireductibil peste K.

<> 0BSERVATII

1. Orice polinom de gradul 1 din K[X] este polinom ireductibil peste K.

2. Daca un polinom f € K[X], de grad cel putin 2, este ireductibil peste
K, atunci el nu are radacini in K.
Intr-adevar, daca f ar avea elementul o € K radacina, atunci { se
divide cu X—-a si se poate scrie ca f=(X-a)-g, deci f nu ar fi
ireductibil.

3. Daca polinomul f € K[X] are gradul 2 sau 3 si nu admite radacini in
K, atunci el este polinom ireductibil peste K.
Intr-adevar, daca f ar fi reductibil peste K, atunci el s-ar scrie sub
forma f=g-h, unde g sau h ar avea gradul 1. Daca g=aX+Db,
atunci g(—ba_l) =0 si se contrazice ipoteza ca f nu are radacini in K.

I¥" Exemple

+ Polinomul f = X% -2 € Q[X] este ireductibil peste €. Daca f ar fi reductibil peste
©, atunci el ar avea o radacina o e®@. Dar f(a)=0 conduce la a® =2, deci

ae {—\/5 \/5} ceea ce nu se poate.
+ Polinomul f = X2 - 2 € R[X] este reductibil peste R deoarece f = (X -2 ) (X +/2 )

+ Polinomul f e #3[X],f=X%-2 este reductibil peste Z3 deoarece f (ﬁ) =0 si

~\3 ~
f= (X - 2) , dar este ireductibil peste Z;, deoarece f(a)=0, V a e Z;.

Dupa cum s-a observat din exemplele anterioare, descompunerea

in factori ireductibili depinde de corpul K in care polinomul are
coeficientii.
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Cazul K=C
Fie f € €[X] un polinom nenul de grad n, neN". Daca n>2, din

teorema fundamentala a algebrei rezulta ca f are cel putin o radacina
o € C, iar din teorema lui Bezout se obtine ca f{ se divide cu polinomul

g =X -0 e C[X]. Asadar, f nu este ireductibil pentru n > 2.
In concluzie, un polinom nenul f e €[X] este ireductibil peste €
daca si numai daca are gradul 1.

Cazul K=R
Daca f € R[X] este un polinom nenul, el este ireductibil numai in

urmatoarele doua cazuri:
e f are gradul 1;
e f are gradul 2 si nu are radacini reale.
Rezulta ca orice polinom f € R[X] de grad n, n>3, este polinom

reductibil peste B, deci el se poate scrie ca produs de polinoame de
grad cel putin 1.

Cazul K=Q si K=17,, p prim
In inelele de polinoame Q[X] si Z,[X] exista polinoame ireduc-

tibile de orice grad n, n eN". De exemplu f = X" -2 € @[X] este ireduc-
tibil peste Q.

5.5. Descompunerea polinoamelor
in factori ireductibili

o TEOREMA 12

Fie K un corp comutativ si f € K[X] un polinom de grad neN’.

Au loc urmatoarele rezultate:

a) Polinomul f se descompune intr-un produs finit de polinoame
ireductibile peste K.

b) Daca f=f] -f,-...-f,, =g, -8y :...- gk sunt doua descompuneri in
produs de polinoame ireductibile ale lui f, atunci m =k si exista
o permutare ¢ €S;, cu proprietatea ca f; ~ g.;). i€ {12, ..., m}.

Demonstratie

a) Folosim inductia matematica.

Daca n =1, atunci f este ireductibil peste K si afirmatia este ade-
varata.
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Presupunem ca n>1 si ca afirmatia este adevarata pentru
polinoame de grad mai mic decat n. Daca f este ireductibil peste K,

atunci demonstratia este incheiata. In caz contrar, exista g, he K[X]
astfel incat f =g-h si grad(g) <n, grad(h) <n. Din ipoteza de inductie,
polinoamele g si h se scriu ca produs finit de polinoame ireductibile
peste K, deci f = g-h este produs de polinoame ireductibile peste K.

b) Demonstratia ramane tema. l

Teorema anterioara demonstreaza numai existenta si unicitatea
descompunerii in produs de polinoame ireductibile, dar nu ofera si o
modalitate concreta de gasire a acesteia.

In cazul inelului €[X] exista o legatura directa intre descom-
punerea in factori ireductibili si radacinile polinomului.

= TEOREMA 13

Fie f e €[X], f=ay +a;X +a,X? +...+a,X" un polinom de grad n,

:)i):cé 04, Og, ..., a, € € sunt radacinile polinomului, atunci:
f=a,(X-o)(X-0ag)...(X-ay).
b) Daca oy, agy, ..., 0 € C sunt radacinile distincte ale polino-
mului f, cu multiplicitatile m,, m,, ..., my € N, atunci:
f=a, (X-o0)" (X-0g)™ (X -y ).

Demonstratie

a) Daca a; € € este radacina a lui f, atunci f se divide cu X-a,,
deci exista g e C[X] astfel incat f =(X-a,)g.

Deoarece o, este radacina a polinomului f, se observa usor ca
trebuie sa fie radacina pentru g. Asadar g se divide cu X —a.

Rezulta ca existd g, e C[X] cu proprietatea ca g=(X-o0y)g;, iar
f=(X-0y)(X-0g)g;.

Se continua rationamentul pentru os si g;, ay si go etc., si se

obtine in final descompunerea dorita.
b) Demonstratia ramane tema. Wl

Daca feR[X], atunci f poate fi privit si ca element al inelului

C[X]. deci el va avea radacinile complexe a,, as, ..., o, € C.
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Fie a4,a9, ..., o) € R radacinile reale ale lui f. Atunci f se divide in
R[X] cu polinomul g=(X-0;)™(X-0ay)"...(X-0a, )™, unde m,
My, ..., My € N’ sunt multiplicitatile radacinilor oy, o, ..., a. Rezulta
ca f se scrie sub forma f=g-h, unde heR[X] si h nu are radacini
reale, ci numai radacini z, =a;, +b,ie € \ R. Dar, se observa usor ca
daca h(z,)=0, atunci si h(Z) =0 si astfel polinomul h se divide cu
hy =(X -2, )(X -2 ) = X* -2a, X + a} + b} € R[X].

In concluzie, polinomul f e R[X] va avea urmatoarea descompu-
nere in polinoame ireductibile:

m m 2 ™ 2 Tp
f=a,(X-o0;) " ...(X-0y) k(X +a1X+bl) (X +apX+bp) .
unde m;, My, ..., My, Ny, Ny, ..., N € N si ap, dg, ..., 0 € R sunt rada-
cinile reale ale lui f, iar polinoamele X% +a X +b,, s = {1.2,...,p} nuau

radacini reale.

e@wé/wthg}olaa/ﬁ/

K 1. Sa se descompuna in factori ireductibili peste corpurile @, R, C,

polinoamele:
a) f=X*+X?%+1; b) f=X®>+X*-X3-X2-2X-2.
Solutie

a) Avem f=X*+2X?+1-X* =(X’ +1)2 -X? = (X2 + X+1)(X* - X +1).
Aceasta este descompunerea lui f in factori ireductibili peste © si R.
Peste corpul € f are descompunerea f =(X- 8)(X - 82)(X & ) (X -¢&5),
unde ¢ este o radacina a polinomului X? + X +1, iar &, &, sunt rada-
cinile polinomului X2 - X +1.

b) Se observa ca f(-1) =0, deci f se divide cu X +1.

Folosind schema lui Horner se obtine:

f=(X+1)(X* -X*-2) = (X+1)(X> +1)(X* -2).

Rezulta ca f are urmatoarele descompuneri:

o f=(X+ 1)(X2 + 1)(X2 —2) peste ©;

o f= (X+1)(X2 + 1)(X—\/§)(X+\/§) peste K;

o f=(X+1)(X-1)(X+1)(X-+2)(X ++/2) peste C.
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X 2. Sa se determine c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. pentru polinoamele:
f,ge@Q[X], f=(X-1)(X*-1)(X+2)*, g=(X>-3X+2)(X>-4).

Solutie
Vom descompune in factori ireductibili cele doua polinoame.

Avem f=(X-1)*(X+1)(X+2)* si g=(X-1)(X-2)(X-2)(X+2)=

= (X-1)(X-2)*(X+2).
Folosind descompunerile in factori ireductibili se obtine:
(f. g)=(X-1)(X+2) (se aleg factorii ireductibili comuni la puterea

cea mai mica), iar [f, g]=(X- 1)2 (X+1)(X - 2)2 (X + 2)2 (se aleg factorii
comuni si necomuni la puterea cea mai mare).

RETINEM!
Daca polinoamele f, geK[X] sunt descompuse in produse de

factori ireductibili, atunci:
e (f. g) este produsul factorilor ireductibili comuni, luati la pu-

terea cea mai mica;
* [f, g] este produsul factorilor ireductibili comuni sau necomuni,

luati la puterea cea mai mare.

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE

El. Sa se determine care dintre ele-
mentele specificate sunt radacini
ale polinomului f:

a) f=X3—3X2+260[X],

b) f= x2(x2 - x)3(x2 - 1)2;

c) f=(x2-x-2)2(2x2-3x+1)3.

2
ae{l i 1+V3}; -(x2—1) )
b)F=X>-X*+xX3+XxX2-X+1¢
c C[X], o< {_1’ 1+ iﬁ}; E3. Sa se determine a, beZ, astfel incat

2 polinomul feZ,[X]| sa admita rada-

c) f= X6 +6¢ 7, [x] s cinile indicate si sa se afle apoi cele-
lalte radacini ale lui f:

a) f=X3+X2+a,p=3,(x=§:

_ w4 2 3 _ _a.
E2. Sa se determine pentru polinomul b) f=X"+aX"+1p=5 a=3;
f e R[X] radacinile si ordinul de c) f=X*+2X%+aX+b,p=3,
multiplicitate ai acestora;: oc {i, ﬁ} .
a) f=Xx%(X-1)"(2x-1)%;

A A A A A A~
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E4. Sa se arate ca polinomul f e K[X] Nf=x3+3x2+2c12, [x];
admite radacina dubla indicata si _ +3 2 A
apoi sa se afle celelalte radacini g f=X"+X"+X+1el3[X].
ale lui f:
a) f=X3-8X+2,K=0Q a=1 E6. Fie feC[X], f=X*+(m+n)X®-
b) f=X*-6X3%+13X%2-12X + 4, -X2+mX+n-1. Sa se determine
K=Q, oo=2; radacinile polinomului f, stiind ca
a 3 2 o3 =-1 si oy =-2 sunt radacini
c) f=X"-2iX" -5X“ + 8iX + 4, .
. ale acestuia.
K=C, a=1i;
d f-x*_x34+3x2_3x+14, E7. Sa se determine c.m.m.d.c. si
~ c.m.m.m.c. al polinoamelor:
K=17Z5, a=2.
8 a) f=(Xx-1)°(x+1)*(x-2)(x+3),
E5. Sa se descompuni in factori ire- g= (X2 _ 1)2 (X + 1)5 (X2 _ 4)’
ductibili polinoamele:
a) f=X*-3x3%+2x2 cR[X]; f. g < Q[X];
\3 \2 2
b) £=X%_-1eC[X]; b) f=(X-1)"(X+1)"(X+1)",
2
o) f=X%-XeC[X]; g=(x*+1) (x*-1). £, g C[X];
4 2 .
d) f=X*+3X +4eiC[X], c) f=Xx6 -1, g=x9_1’ f, g€|D[X].
e) f=X2+ie12[X];
APROFUNDARE
Al. Sa se determine radacinile polino- b) f= (x + 1) (x - 3)(X - a)(X - 6a);
mului f in conditiile date: y 2 ) 2
a) f cR[X], £=(2+3)X>+3x%+ ¢) f=(X*-1) -(x*+a) .
+(1 + 2\/§)X +343, stiind cd are o A3. Sa se rezolve ecuatiile in C, stiind
radacina rationala; ca au solutiile indicate:
b) feC[X], f=2X3+(i+5)X% - a) x3-3x2+x+2-0, x; = 2;
-2iX +3(-1-1i), stiind ca are o b) x?—2x3 +4x2 -2x+3 =0,
radacina reala; ) X, =i, Xg = —i;
c) feC|X|, f=(1+2i)X"+
) fe [ ] ( .1) 5 c) z4—3z3+z2+4=0,zl=2 solu-
+(f2m -1i) )“(d—w(S -i: ml)l,‘ daca meR tie dubla;
si f are o ra acmasrea a; L Q) 2% 2% 422172-3-0, 2, =1
d feC[X], f=X"+(83+i)X" - solutie tripla.
-3X-m-i, daca meR sifare o
radacina reala. A4. Sa se determine meR pentru
care polinomul feC[X], f= x4 -
A2, Sa se determine acC, stiind ca 3 2 L
polinomul f e C[X] admite rada- -mX"+X"+m+1 are radacina
cini reale duble: ;h;‘:’lé f;f 2 Sf‘ se l.aﬂe aI;o.i cele-
a) f=(X-1)(X+2)(X-a); alte radacini ale polinomului.
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A5. Sa se afle radacinile polinomului
feC[X], f=X°-x*+ax®+bX+c,
stiind ca are radacina tripla o =1.

A6. Sa se determine acR stiind ca
polinomul feR[X] are radacina
reala dubla:

a) f=x3_-5%X2+8X+a;
b) f=X2_-2X21ax+8;
c) f=X2+ax%+7X-3.
A7. Sa se determine parametrii reali,

stiind ca polinomul f ¢ R[X] are o

radacina tripla. Sa se descompuna
apoi in factori ireductibili poli-
nomul f:

a) f=X3—6X2+aX+b;
b) f=X3+aXx?+3X+b;
c) f=Xx*_5x%:9%X2.bX+a.

AS8. Sa se determine a € Z3 pentru care
polinomul feZ3[X], f= x3 +ax? +
+ (a + ﬁ) X +a are trei radacini in

z;.

A9. Se considera polinomul f =X2"_
-4xX™! 1 5X" - 4X + 4 c R[X].
Daca o =2 este radacina a lui f, sa
se determine ordinul sdu de multi-
plicitate.

A10.Sa se determine f e Z,[X] de gra-
dul 4, stiind ca x= 2 este rada-

cina tripla in cazurile p € {2, 3}.

All.Sa se determine polinoamele ire-
ductibile fecZ3[X], f=aX>+bX+

+2.

Al2.Sa se determine polinoamele de
gradul 4 ireductibile in Z, [X].

A13.Sa se afle valoarea parametrului ,,a“
pentru care polinomul feZ,[X]

este ireductibil:
a) f = 2x3 +(a+§)x+i, P=3;

b) f=X6+aX+§.p=7:
c) f=X4+aX2+(a+i)X+§,p=5.

Al4. Sa se descompuna in factori ireduc-
tibili polinoamele:

a) f=X%+X*+1cQ[X];
b) f=X8-1,e7,[X];
o f=X%-1e75[X].

Al5.Fie f=X>+bX?+cX+acQ[X], astfel
incat a,b,ceZ si ab+ac este

numar impar. Sa se arate ca f este
ireductibil peste 7.

Al6. Sa se arate ca polinomul f=(X-1)-
(X-2)-(X-3)-1eQ[X] este poli-
nom ireductibil peste 7.

Al7.Fie p numar prim. Sa se descom-
puna in factori ireductibili poli-

nomul f=XP+ielp[X].

A18. S se arate ci f < Q[X], f=(X-1)%-

(X - 2)2 e (X - n)n +1 este ire-
ductibil peste 7.

Al19.Se considera polinomul f e R[X]
astfel incat f(1)+f(2)+...+f(n)=
=n3,VneN.
radacinile polinomului f si sa se
descompuna in factori ireductibili
peste L.

Sa se determine

A20.Sa se determine f e R[X] si sa se
descompuna in factori, stiind ca:
(x+3)f(x) = (x—l)f(x+ 1),VxeR
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A21.Fie fecZ5[X], f=X*+mx3+2x2 + gac{lzl; aac{2s}
+4X + 1. Daca A={mel5 | fare
doua radacini distincte in Z5} si
B={mels | g=f+3X+4 are ra-
dacina tripld in Z5}, atunci:

i)a)Ac{ﬁ,i}; b)Ac{i,Z}; e) B=

0 Relatiile lui Viéte

Fie feC[X],f=2ay,X?+a;X +a, un polinom de gradul al doilea.
Daca z,,z, € C sunt radacinile polinomului f, atunci acesta are
descompunerea in factori ireductibili:

f=ay(X-2)(X-25), (1).

Efectuand produsul in relatia (1) obtinem ca:

f=a,X?-ag (2 +29) X +2a92129, (2).

(ASE, iulie, 2000)

Din identificarea celor doua exprimari ale polinomului f obtinem
relatiile intre radacinile si coeficientii acestuia:
a
Z) + 29 =——

a
0 (relatiile lui Viéte pentru polinomul de gradul 2)

dg
Zl ‘Z2 =
Ao

In mod analog, pentru un polinom de gradul trei,
feC[X], f=a,X®+a,X®*+a,X+a;, avem descompunerea in factori

ireductibili f=ay(X-2,)(X-2,)(X-23), unde z,2z5,23eC sunt
radacinile polinomului.

Din egalitatea aoX> +a,X> +a,X+ag =ay(X-2;)(X-2,)(X~23) se
obtine ca a,X® +a,X> +a,X +ag =agX° —ag (2 + 25 +25) X +ag (2124 +

+2)23 + 2923 ) X — 20212923, (3).
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Din identificarea coeficientilor se obtin f \
relatiile: e
aal
Zl + Zz + ZS -
ag
Z1Z9 + Z1Z3 + Z9Zg = 8_2, numite relatiile
a9
212975 = — 23 i .
122%3 ag Francois VIETE
lui Viéte pentru polinomul de gradul 3. (1540-1605)
. ~ - matematician francez
Mai general, procedand in mod analog
pentru un polinom feC[X], f=a,X"+ algflfrte6i C';Jn}‘l !crlégtre cer?atorﬂ
— * - 1= -~ 5 .
+a, X" 4. +a, X +a,,a,eC’, curada- |tante in domeniul trigonome-
cinile z,, z9, ...,z, € C, se obtin relatiile @l ST e, /
lui Viete:
al
Sl :Zl +Z2 +...+Zn = -
a9
)
32 = Z122 + ZIZS +...+ ZIZH + Z223 +...+ ZH_IZn - =
g
() s
— _ 1 k Ak
Sk =21Zg...Z +21Z3.. 2y F oot Zyy g1 oo Zyp - Zy = (1)

Sp = 21292 = (-1)" 2n

Dupa cum se observa, suma s, este suma tuturor produselor a k
dintre radacinile polinomului f. Rezulta ca suma s, are Ci‘l termeni.

< 0BSERVATII

1. Pentru ecuatia algebrica f(x)=0 solutiile z,, z,, ..., z, sunt rada-
cinile polinomului f si, astfel, ele verifica acelasi sistem de relatii ale
lui Viete.

2. Relatiile lui Viéte se pot scrie pentru un polinom f € K[X], de gradul n,
neN’, care are toate cele n radacini oy, o, ..., o, in corpul K. In
caz contrar, nu se pot scrie relatiile lui Viete.

Astfel, polinomul f e Q[X], f =X" -2, n>2, nu are nici o radacina in

@, deci nu putem scrie sistemul (S) de relatii ale lui Vieéte.
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Aplicatii ale relatiilor lui Viéte

1. Relatiile lui Viete se dovedesc utile in aflarea radacinilor unui
polinom f e €[X], in cazul cand aceste radacini verifica relatii supli-
mentare.

Problomd el

Xl Sa se rezolve in € ecuatia 23-722-2-2=0, stiind ca doua dintre
solutiile sale verifica relatia z, +z, = -1.

Solutie

Din prima relatie a lui Viéte, z; +z, +z3 =1, se obtine z3 =1-2; -2, =
=1-(z; +25)=2. Considerand polinomul fe €[X],f=X>-X*-X-2,

care are radacina 2, obtinem cu ajutorul schemei lui Horner, descom-
punerea:

f=(X-2)(X*+X+1).

Rezulta ca ecuatia algebrica atasata se scrie sub forma:

-1+iJ3

—

2. Daca sunt cunoscute solutiile unei ecuatii algebrice de gradul

2

(z- 2)(22 +2Z+ 1) =0 si are solutiile z3 =2, z,, =

* . . .
neN, z,, z,, ..., Z,, atunci se cunosc sumele s;, s,, ..., S, si ecuatia se
poate scrie sub forma:

— — n
Z" —812" 48,27 % — .+ (-1)"s, =0, (1).

:@WW
] 1. Sa se scrie ecuatia de gradul 3 cu coeficienti complecsi, care are
solutiile z; =1, zg =i, z3 =1-1i.
Solutie
Avem S| =2z +2Zg+23 =2, Sg =229 +Z9Zg +Z1Z3 =2 +1, S3 =Z1Z9Z3 =
=1+1i. Avand in vedere relatia (1), obtinem ecuatia:
z° -27% +(2+1)z-(1+1)=0.

B 2. Fie fe€C[X],f=X?+X+1 cu radacinile x;, X,, X5 €C. Sa se
scrie polinomul unitar de gradul 3 care are radacinile:
Vi =1+X;,y9 =1+X5, y3 =1+X3.

Solutia 1

Polinomul cautat este g =X> —s,'X? +s, X —s5, unde:
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So =YY +¥V1¥s +¥a¥s =(1+ % )(1+ x5 )+ (1+x;)(1+x3)+(1+%5)-
(1+x3) =3+2(X; +Xg +X3) + X Xg +X]X3 + XgXg = 3+2S] +S

S3 =y1¥2Ys = (1+ %) (1+X5)(1+X3) =1+ (xX; + Xg +Xg3) +
+(X1Xg + X1 X3 + X9X3 ) + X XgX3 = 1+8] +5, +83, unde s, s,, s3 sunt date
de relatiile lui Viéte pentru polinomul f.
Rezulta s; =0, s, =1, 55 =1 sise obtine s, =3,8, =4, 85 =1.
Polinomul ciutat este g = X -3X? +4X 1.

Solutia 2
Din relatiile date se obtine:
X1=y1-L Xg=y2-1,x3=y3—-1.
Cu substitutia x =y -1, ecuatia f(x)=0 atasata polinomului f se

transforma astfel: (y - 1)3 +(y-1)+1=0, care adusa la forma cea mai
simpla devine: y® -3y?+4y-1=0. Rezulti ca polinomul g care are

atasata aceasta ecuatie este g = x3-3x%2+4X-1.

Xl 3. Sa serezolve in € sistemele de ecuatii:
X+y+z=1 XJraerazz:a3
a) {x?2+y?+2z2=3; b) {x+by+b?z=b>, a, b, ce C distincte.

X3+y3+23=1 x+cy+022=c3

Solutie
a) Consideram numerele X, y, z € € ca radacini ale unui polinom f

de gradul 3. Rezulta ca f=X?-5,X?+s,X—-s3, unde s, =x+y+z=1,

Sg =Xy +yZ+2zX Si S3 =Xyz.

Din relatia x2 +y? +z2 = (x+y+z)2 -2(xy +yz+2zx) se obtine ca

3=1-2s,, adica sy =-1.
Deoarece X, y, z sunt radacini ale polinomului {, obtinem:
x% —8,x% +89X 85 =0

y2 —s1y? +8,y -85 =0.

ZS—SIZZ+SQZ—S3 =0

Prin adunarea acestor egalitati se obtine:

X3+y3+ZS—sl(x2+y2+22)+sz(x+y+z)—353=0.

Avand in vedere sistemul dat rezulta ca s3 =-1.
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Asadar, f=X°-X? —X+1=X2(X—1)—(X—1)=(X—1)(X2 —1) si
are radacinile x; =1, x9 =1, x5 =-1.

Obtinem ca x=1,y=1,z=-1 sau x=1,y=-1,z=1 sau x=-1,
y=12z2=1.

b) Consideram polinomul f € €[X], f = X® - zX* - yX - x.

Avem f(a)=0, f(b)=0, f(c)=0, deci a, b, c sunt radacinile polino-

mului f. Din relatiile lui Viéte pentru f, obtinem:
a+b+c=2z ab+bc+ac=-y, abc=x si astfel sistemul are solutia

x =abc, y=-(ab+bc+ac),z=a+b+c

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE

El. Sa se scrie relatiile lui Viéte b) f=5X3-27X2 4+ 7X + 15,
pentru polinoamele f ¢ C[X]:

a) f=X%-3x2+4X-10;
b) f=X*-3X+1;
c) f=X°-1;

21'22=5;
c) f=X3_-7X2+4X+12, z, = 32z,;
d) f-x3-10x2+27X-18, z; -

=22,29;
_3x5 _x4 .0
d) f=3X"-X"+2 e) f=X* - X2 +12X - 36, 2,2, +
o) f=(X-1)(X-2)(X-3); v 2474 = 0.

=(x2_
4 f= (X X+ 1) (X+2). E4. Se considera polinomul fe C[X],

f=X3_-3X2+X+3 si z;, 25, 23 ¢

E2. Sa se arate ca polinomul f € 7, [X]
e € radacinile sale. Sa se calcu-

are toate radacinile in Z, si sa se

leze:
scrie relatiile lui Viéte pentru 2 2 3 3 3 3
; a) zy +23 +23; b) z7 +z5 + z3;

acesta: ) 11 12 : ) i i 31
a) f=X*+1e7,[X]; c) —+—+—; d) S +—5+5;

3 R zl 22 23 zl 22 23
b) f=X"+1ecZ3[X];

| Z2 Z3

5 A e) + + B

c) f=X>+1eZ5[X]; 1+z; 1+2z5 1l+2zg

_ w3 _ w2 4
d f=X"-X"+X+4ael; [X] E5. Sa se rezolve in € ecuatiile stiind

ca au loc relatiile date:
E3. Sa se determine radacinile polino-

3 o2 _ .
mului f e €[X], stiind ca are loc a) 27 -62"-az+12=0, 2, + 2, = 25;

3 2 .
relatia specificata: b) z° -112z" + az - 36 = 0, z; = z23;
a) f=3%x34+7X%-18X+8, 2, + c) z2-1222 +az-60=0, z; + z, =
+29 =-3; =2z3.
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E6. Se considera polinomul f e C[X], b) arl + a3l + a3zl + ozl
= _ox2 3 % A% i
f=1+X 2X_ +X° cu radac'lmle c) a? +ag +ag +a2;
z,, Zy, z3. Sa se formeze polinoa-
mele care au radacinile: d) of +a3 +a3 +aj, neN.
a) y1=1-2;, y2=1-25, y3=1-23;
b) y; = 29 + 23, Yo = 21 + 23, Y3 = E8. Se considera ecuatia x*—3x%-6x-
=Zy + Zg; -2=0 in C, cu solutiile x,, x,,
) Y1 = 2223, Y2 = 2123, Y3 = 2122} X3, X, €C si S= 1 1
1 1 1+x; 1+4+Xx5
d)Y1=?vY2=7vY3=z . 1
1 2 3 + + . Atunci:
N 1+ Xg3 1+ X
E7. Fie feZ3[X], f=X*+X%+1 Daca
1% sk a) S=2; b) S =-2;
aj, 0o,03,04 € Zz sunt radacinile
polinomului f, sa se calculeze: c) S=0; d) S=1.
a) af + a% + a% + (1421 : (Univ. Transilvania, Brasov, 2000)
APROFUNDARE
Al. Daca xj, Xy, X3 €C sunt radacinile po- | A3. Sa se rezolve ecuatiile in C, stiind
linomului f=X3-2X24+2X+17 ¢ ca flu_ solutiile in progresie arit-
metica, pentru m € R:
X; X X3 3 2
. . a) x* -6x“+mx-2=0;
eC[X] si A=|xy X3 Xx;|, atunci:
X3 X; Xg b) z% -3mz® +6z-4=0;
a) A=0; b) A=4; ) z* -10z3 + mz? - 50z + 24 = 0;
c) A=1; d A=2. d) z° -20z%*+azZ+bz+c=0.
(Univ. Transilvania, Brasov, 2000)
A4. Sa se rezolve in multimea C ecua-
A2. Sa se determine radacinile polino- tiile de mai jos stiind ca au
mului f e C[X], stiind ca radacinile solutiile in progresie geometrica,
sale verifica relatia data: pentru m € R:
a) f=X3+mX2_4X+4,2,+2,=0; a) x> - mx? - 6x + 27 = 0;
b) f=X3+2X%+aX+2, z, + 2o =-3; b) 8x* - 30x® + 35x®> + mx +2=0;
4 3 =
c) f=X3-2X2+aX+6, 2,25 = 3; c) x¥ -14x° +56x + m = 0.
3 2 .
d) f=X"-3X"-4X +a, 2z, = 3z,; A5. Se considera polinomul fe C[X],
3 2
e f=X"-(a+2)X"+(2a+1)X-a, f = aX3 + bX2 + cX + d, astfel incat
3_2 1; a,b,c,deR’ sunt in progresie
Zy 22 1z3 - .
geometrica cu ratia qe (0. + oo).
f) f=X*-3X%+12X +a,2,2, =
2oz Sa se calculeze S, = x] + x5 + x3.
=23Z4.
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A6. Fie f=X3+aX+be C[X] cu rada- A8. Sa se rezolYe in multimea nume-
relor reale sistemele:
(x+y+z=2

a) <x2+y2+z2=6;

cinile x,, x5, x3C. Sa se arate

ca daca a, be 7, atunci:

xP+x0eZ, VneN. Xyz = -2
X+y+z=2
A7. Se considera polinomul f=X3 - b) ix2+y2 +22-6;
-mX? +aX + m e C[X]. Sa se deter- x3+y3+23-8

mine a, m € R, stiind ca radacinile c
g X+y+z=3

lui f verifica relatia of + a3 + o3 = c)ix3+y3+23-3
3

=m"°. \x5+y5+25=3

Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficienti in
7, QR C

Teorema lui Abel-Ruffini afirma ca pentru ecuatia algebrica de
grad n, neN, n>5, nu exista formule generale de rezolvare. Aceasta

face ca rezolvarea unor astfel de ecuatii sa fie dificila in lipsa unor
informatii suplimentare asupra ecuatiei.

De asemenea, corpul in care ecuatia are coeficienti poate conduce
la obtinerea unor solutii particulare si astfel, rezolvarea ecuatiei sa fie
redusa la ecuatii algebrice de grad inferior.

7.1. Ecuatii algebrice cu coeficienti in 7

Fie apx” +a,x" ' +...+a, ;x+a, =0, (1), ecuatie algebrica de gradul n,
neN’, cu coeficientii ag, aj, ..., a, € Z.

Pentru ecuatia de tipul (1) se pot determina solutiile din Z si @ pe
baza urmatorului rezultat:

o TEOREMA 14
Fie agx™ +a,x" ' +...+a, =0, ecuatie algebrica de gradul neN’
cu coeficienti in 7.
a) Daca a € Z este solutie a ecuatiei, atunci o divide a,,.

1

b) Daca « =P e, (p. q) =1 este solutie a ecuatiei, atunci p divide
q

a,, iar q divide ag.
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Demonstratie

a) Daca o € Z este solutie pentru ecuatie, rezulta ca aya™ +a,a™ " +

1

+...+a,j00+a, =0 sau, altfel scris, @ (aoocn_ +...+ an_l) =—a,, (2).

Din relatia (2) rezulta ca o divide a,,.

n n-1
b) Daca a =P cgeste solutie a ecuatiei, rezulta ca ao(—p] +a [I—)] +

q q

+...+ay (Bj +a, =0, egalitate care se poate scrie sub formele:

o) -(aopn_1 +a; - plq ..+ an_lqn_l) =-a,-q" respectiv,

2

q -(alp“’1 +ay,p”” q+...+anq“) =-ag-p".

Deoarece (p, q) =1, se obtine ca p divide a,, si q divide a,. B

Teorema ofera o modalitate simpla de a determina solutiile o € 7,
respectiv o = P e Q ale unei ecuatii algebrice cu coeficienti numere

Intregi, si anume:

e solutiile o € Z ale ecuatiei se cauta printre divizorii termenului
liber a,;

e solutiile a = P Q. (p. q) =1, se cauta printre numerele rationale
q
de forma E, unde p este un divizor al termenului liber a,, iar q este

un divizor al coeficientului dominant a,.

Groblemd vegyolvald
Sa se rezolve in multimea € ecuatiile:
a) x* -x3-5x2-x-6=0;
b) 2x% +x%2 +x-1=0.
Solutie
a) Cautam solutiile intregi ale ecuatiei printre divizorii lui 6. Avem:
Yo ={*1, £2, £3, +6}.
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Alcatuim schema lui Horner pentru acesti divizori:

1 -1 -5 -1 -6
a=1 1 0 -5 -6 ~12 | a=1nueste solutie
a=-1 |1 -2 -3 2 -8 | o =-1nueste solutie
a=-2 |1 -3 1 -3 \ R=0 | o = —2 este solutie
oa=2 1 -1 -1 -5 | o=2nueste solutie
a=3 1 0 1 ||R=0 | o = 3 este solutie

Asadar s-au gasit doua solutii

intregi o; =-2, 0y =3. Rezulta ca ecuatia O TEMA

Rezolvati ecuatiile:
o x3—3x2+2=0;
. x4+x3—x2—2x—2=0;

ex*+2x3 3x2 _4x+4-=0.

se scrie: (x+2)(x —3)(x2 + 1) =0, siva

avea solutiile a; = -2, oy =3, ag 4 =+i.

b) Se obtine usor ca ecuatia nu
are radacini intregi.

Termenul liber al ecuatiei este —1 si are multimea divizorilor
%, ={-11}, iar termenul dominant este 2 cu %, ={-11 -2,2}.

Numerele rationale, care nu sunt in Z si pot fi solutii, apartin multimii

s--L1}
2 2

Se alcatuieste schema lui Horner.

2 1 1 -1
3
T 0 1 -2 | g=—L hueste solutie
2 2 2
1 1 .
o= 3 2 2 2 R=0 o= 3 este solutie

Asadar o =% este solutie, iar ecuatia poate fi scrisa sub forma

(x —Ej(2x2 +2X + 2) =0. Se gasesc solutiile o, =% Siag 3=

In cazul in care termenii a,, a, € # au multi divizori, apar prea

multe fractii P € @ care trebuie incercate daca sunt solutii. Vom arata

q
unele modalitati practice de indepartare a unora dintre aceste fractii.
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e Fie f € €[X], un polinom de gradul neN" cu coeficienti intregi

si a:Be'l}, (p.q)=1 o radacina a sa. Rezulta ca polinomul f este
q

divizibil cu X -2 si fz(X—BJ-C(X) sau f =(gX-p)C,(X), unde C,
q q

este un polinom cu coeficienti in 7 (tema). Atunci vom obtine:
f(1)=(a-p)C: (1) si {(-1)=(-a-p)C;(-1).
Deoarece C;(1), C;(-1) e Z, este necesar ca p — q sa divida f(1) si
p + q sa divida f(-1).
Asadar, daca p - q nu divide f(1) sau p + q nu divide f(-1),
P

atunci = € Q@ nu este solutie a ecuatiei.
q

Problomd vl
E  Sa se rezolve ecuatia 4x* —8x%-11x2 +13x-3 =0.
Solutie
e Cautam solutii intregi printre divizorii lui 3. Va rezulta ca
ecuatia nu are solutii in Z.
e Cautam solutii rationale. Acestea pot fi:

p{l 11 13 33 3}

’ ) ’ ’

q 27 274 4°2 274 4]
Polinomul asociat este f=4X*-8X3-11X? +13X-3 si f(1)=-5

si f(-1)=-15. Inlaturam fractiile care nu pot fi solutii:
p [1L[afaa]s[s[E]=
q 2 2 4 4 2 2 4 4
p+q 3 1 5 3 5 | -1 7 1 | f(-1)=-15
p-q |-1| 8| 8| 5| 1| -5|-1|-7]f1=-5

Se observa ca au mai ramas de probat daca sunt solutii numai

fractiile P {l _—1 3 ﬁ}
q
Facand proba prin schema lui Horner se constata ca sunt solutii

oy = l Oy = —g si se obtine ecuatia: (X —%)(X +gj(x2 -3x+ 1) =0.

2
+
Rezulta ca ag 4 = 5% \/3

2
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7.2. Ecuatii algebrice cu coeficienti rationali

Fie a, b, ce @, astfel incatb =0, ¢ > 0 si Jeep\ @

Numerele reale de forma u=a+bJc se numesc numere
irationale patratice.

Numarul irational patratic u=a-b+c se numeste conjugatul
numarului u = a + b+/c.

Se observa usor ca oricare numar irational patratic u=a+ bJc se
poate scrie sub una din formele a +./[8 sau a—-./8, unde a, @, >0,

\/E €R\Q, avand in vedere introducerea sau scoaterea factorilor de
sub radicali.
Folosind formula binomului lui Newton, rezulta ca daca u=a++/b

este numar irational patratic atunci u" = (a+ Jb )n =a, ++b,, unde

a,, b,eQ si b,>0,.b, eR\Q Asadar u" este numar irational

o . o . N n
patratic. De asemenea, se observa ca u =a, —,/b, = (u )

« TEOREMA 15
Fie f e Q[X], f=ay+a;X+ a,X? +...+a,X", un polinom de gradul n,
neN siu=a+ \/B numar irational patratic.
Daca u este radacina a polinomului f, atunci:
a) u=a—-+/b este radacina a lui f:
b) u si u au acelasi ordin de multiplicitate.

Demonstratie
a) Avem succesiv:

f(a):ao +a1(a—«/g)+...+an(a—\/g)n =a +a1(a1—\/ﬁ)+
+a2(oc2—\/E)+...+an(ocn—\/g)=ao+a1(a1+\/ﬁ)+a2(a2+\/g)+...+

+an(ocn ++/Bn ) =f(u)=0, deci u este radacina a polinomului f.

b) Fie m, m; eN ordinele de multiplicitate ale radacinilor u si u.

Polinomul f se scrie: f=(X- u)m -(X —G)ml

g(u)=0, g(l_l) # 0.

-g, (1), unde geQ[X] si
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Sa presupunem ca m < m;. Atunci, din relatia (1), se obtine:
f=(Xx2-2aX+a?-b) - (X-u)" " g=(X?-2aX+a?-b) -h, (@)

m, —

—\m,-m —
Polinomul h = (X - u) -geQ[X] si h(u) =0. Din punctul a) al

—\m; -m
teoremei se obtine ca h(u)=0, deci (u—u) -g(u)=0. Dar

u-u#0, deci este necesar ca g(u)=0, in contradictie cu g(u)=0.
Asadar nu se poate ca m < m;. Analog se arata ca nu are loc inega-
litatea m; <m. In concluzie m = m, si teorema este demonstrata. B

Froblema Waluafa?
K Sa se rezolve ecuatia x2+2x? +ax+b=0, stiind ca a, b € @ si ca
admite solutia x; =1+ J2.

Solutie

Consideram feQ[X], f= X3 +2X2 +aX+b. Polinomul f admite
radacina x, =1++/2, deci conform teo- K . \
remei anterioare admite si radacina xo = 3 TEMA

Sa se rezolve urmatoarele

=1- \/5 ecuatii daca:

Din relatiile Iui Viéte se obtine: e x%_4x%13x+2-0,

X) +Xo + X3 =—2, deci x5 =—4. xy = 1+2;

Asadar:

. x3—5x2+5x—1=0,

f=(X-1+42)(X-1-v2)(X +4) = X1 =2+3;

=X3+2X%2-9X -4 si se obtine ca a= e x* _4x®+2x2 4x+1-=0,

=9 b=-4. Qﬁz"ﬁ' )

0 TEMA DE STUDIU
Fie fecQ[X] un polinom de gradul neN’, cu radicina x; =+a ++/b,
a,beq, siJa, /beR\Q

a) Sa se studieze daca numerele Ja -+b, Jb-+a, —Ja -/b sunt radicini

ale polinomului f.
b) Care este gradul minim al polinomului f?
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7.3. Ecuatii algebrice cu coeficienti reali

e TEOREMA 16
Fie f € R[X],un polinom de gradul n e N".

Dacaz=a+bieC, a, b e R, b #0 este radacina a polinomului f,
atunci:

a) z este radicina a polinomului f;
b) z si z au acelasi ordin de multiplicitate.

Demonstratie (Tema)

<> 0BSERVATII
Fie f € €[X], un polinom cu coeficienti reali de gradul n e N".

¢ Polinomul f are un numar par de radacini z € € \ R.
e Daca n este impar, atunci polinomul f are cel putin o radacina reala.
Mai mult, numarul de radacini reale este impar.

Foobleme regyolvate

1. Sa se rezolve ecuatia z
=1+1i.

Solutie
Fie feC[X] f= X% -X2+2, polinomul (3O TEMA

8 _2z%2+2=0, stiind ca admite solutia z, =

cu coeficienti reali atasat ecuatiei date. CR ora el Gk

Rezulta ca f are radacina z; =1+1i, deci | ;3 ,,.10-0, stiind ca

va avea si radacina z, =1-1i. Din relatiile lui |admite solutia z; =1 + 2i.

Viéte rezulta ca z; +z4 +2z5 =1, deci z3 =-1.

[X] 2. Sa se determine numerele reale a, b si sa se rezolve ecuatia
22 +272* +223 +472° vaz+b =0, stiind ca admite solutia dubla z; =1i.

Solutie
Deoarece ecuatia admite solutia z; =i, ea va admite si solutia

zg3 =z, = —1, solutie dubla. Asadar sunt cunoscute solutiile: z, =z, =1,
z3 = z4 = —i. Din relatia lui Viéte z; +z5 + 23 +z4 + 25 =—-2 se obtine ca

25 =-2. Asadar = (X-i)? -(X+1)?-(X+2) = (X2 +1) (X +2).
Impartind polinomul f prin X2 +1 (sau folosind relatiile lui Viéte)

se obtinecaa=1sib=2.
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Stax?+bx+c=0,a, b, cel

3. Sa se rezolve ecuatia x® - 3x* +x
stiind ca admite solutiile x; =1+1 si x5 =1- J2.
Solutie
Fie feC[X],f=X"-3X*+X®+aX?+bX+c, polinomul atasat
ecuatiei. Deoarece a, b, ¢ € Q rezulta ca f admite si solutiile x5 =1++/2,
X4 =1-1i. Din relatia lui Viéte: x; + X4 + X3 +X4 + X5 =3 se obtine xg =
= -1. Rezulta ca f are forma f=(X-1-i)(X-1+i)(X-1+v2)(X-1-v2):
(X+1)= (X2 -2X + 2)(X2 -2x — 1) -(X +1). Impartind polinomul fla X* -
-2X+2 si X+1, sau folosind relatiile lui Vieéte corespunzatoare, se
obtinea=3,b=-4, c=-2.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se dq?ermine solutiile intregi c) z* - 723 +1422 -22-12=0,
ale ecuatiilor: 1-3
a) x*-x3_-x21x-2-=0; 21_4_ '3 )
b) x*—2x3_3x2+8x-4=0; d z —ljf +31z° -34z+12 =0,
c) x° +3x*-5x% -15x2 + 2, =3-45;
+4x+12=0. e) z* -23-222_3z-1-0,
z, =1++2;
E2. Sa se determine solutiile rationale 1 2
ale ecuatiilor: f) 2z* -7z3+522+z-1=0,
a) 2x3 +3x2+6x-4=0; z; =1-/2.
4 3 2 —0:
b) 4x” +8x" +7x" +8x+3=0; E5. Sa se rezolve ecuatiile stiind solu-
c) 12x% - 23x* +10x% +2x-1-0. tia indicata:
a) z* + 623 +1522 + 18z +10=0,

E3. Sa se determine polinoamele f e
cQ[X] de gradul 4 care au radacinile:

4 3 2
a) 1, 2, 2++/3; b) -2 dubla, 1-/2; b) z* - 223 + 322 -2z+2=0,
c) 1-3 dubla; d) 2 -3 si 3-+/2. zy = i;

E4. Sa se rezolve ecuatiile, stiind ca au

z; = -1-1i;

c)zr+z8+4z2+z1+3=0, z; =1;

solutia indicata: d) 3z* -523+322+4z-2=0,

a) x* - 4x%® - 4x% +16x+12=0, z;=1+1i;

x, =1-4/3; e) 222 -3224+22+2=0,2, =1+i;
b) x*_2x3 _2x-1-=0, f) z* - 822 + 2622 - 40z + 25 = 0,
X, =1++/2; z; =2-1i.
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Al.

A4.

A6.

A7.

Sa se determine a € 7 si radacinile
polinomului feQ[X], f= X3 _ax? +
+3X +2 stiind ca acesta admite
radacini numere intregi.

. Fie f c Q[X], f=X3+aX? +bX -2,

a,beZ. Sa se rezolve ecuatia
f(x)=0 stiind ca are cel putin
doua solutii in 7.

. Sa se determine a ¢ 7 stiind ca

polinomul fec Q[X] admite rada-
cini rationale:

a) f=x3%+ax2+3X-3;

b) f = X* + ax® - 3;

c) f=2X%1+4X2%2 +raxX-6;

d) f=4x*-12x3+7Xx% +ax-2.
Sa se determine m < Q si apoi sa

se rezolve ecuatiile obtinute stiind
ca admit si solutiile indicate:

a) x3+5x+m=0, x; =2 -1;
b) x*+2x2> 64x+m=0, x1=2+\/§;

c) x> +rmx?2+2m+8=0, x1=\/§+1.

. Sa se rezolve ecuatiile date, daca

a, b e Q si admit solutia indicata:
a) z21+2z2raz+b=0, zl=x/§—1;
b) z2 -4z2 taz+b=0, zl=2—\/§;
c) z* +22% - 2az2 + 2bz +1=0,

z; =3 -2;

d) z* +4z%3 +az? +bz+4 =0,

z, =3 - 5.

Sa se determine a, b € Q, stiind ca

ecuatia x3—4x% _5x+a=0 admite
solutia x; = b++/2.

Sa se rezolve ecuatiile si sa se
determine a, b € R, in cazurile:

APROFUNDARE

A9.

AlO.

All.

Al2.
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3+az2

a) zt-z -z+1=0, z; =—i;
b) z4+3z3+az2+21z+b=0,

z; =1-2i;

c) z* +22z% +az2 +bz+39=0,

z; =3 -2i;

d) z2 +az2+bz+2=0, z;=1-1i.

. Sa se rezolve ecuatiile stiind ca a,

b € Z si ca admit o solutie dubla
numar intreg:

a) x3+ax2+bx+1=0;

b) x*rax®+bx2+2x+2=0.

Sa se rezolve ecuatiile urmatoare
in conditiile:

a) z5—5z4+923—7zz+2=0,
zl=1+\/§, zy =1+1i;

b) 2% 425 + 42* - 82% + 422 +
+32z+16=0, z; =z, =1++/3;

c) 2% —52°% + 192% - 3923 + 3822 -
-34z+20=0, z, =1, z5 =1+ 3i;
d) z5—423+4z2+4z—8=0,

z; =2, 29 =1-1i.

Fie a, b, ¢, d € Q. Sa se rezolve
ecuatiile in conditiile specificate:

a) x% 1+ ax® + bx? + 4x3 + 23x2 +
+cx+d=0, daca x; =3-411,

Xy = 2 —/5;

b) 2x% + ax® + bx* +cx® - x2 + dx +
+8=0, x; =5-i/3, x, =1+ 2.

3

Se da ecuatia x% +3x% -12x* -
-42x% -19x? +ax+b=0,a,bec Q.
Sa se rezolve ecuatia, stiind ca
admite solutia x; = /2 + /5.

Sa se scrie ecuatia cu coeficienti
rationali de gradul cel mai mic
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neN’, care admite solutia x; in || A14.Se considera ecuatia (p2 - 1) x? -

cazurile: 2 3 2 2

a) x, =2 +B; b) %, =2 +5; ~(p? +3)x" ~(3p% +1)2" +

c) x; =56 -+/3. +(5p2+3)x—2(p2—1)=0, unde
Al3. Sa se rezolve ecuatiile stiind ca PeC\R [p % 1, cu solutiile x,, fz'

admit solutii independente de para- X3, X4. Daca x,, x, sunt solutiile

metrul m € C. reale independente de p si S-=

a) x3 +(m-3)x% - (3m+4)x - = Re(x3)+Re(x,), atunci:

—-4m = 0; a) Se[0, +©); b) Se (-, —25);

b) x3—x2—(m2+m+2)x+ c) Se(-4,-3); d) Se(-2,-1);

+2m?2 +2m = 0. e) Se(-1, 0).

(ASE, Bucuresti, 2002)

Rezolvarea unor ecuatii algebrice de grad superior
cu coeficienti in C

8.1. Ecuatii bipatrate

O ecuatie bipatrata cu coeficienti in € este o ecuatie algebrica de
forma az* +bz® +¢=0, a,b,ceC,a=0.

Pentru rezolvare se parcurg urmatorii pasi:

* se noteaza z2 = y si se obtine ecuatia de gradul doi:

ay” + by + ¢ = 0, numita ecuatia rezolventa a ecuatiei bipatrate;

e se rezolva ecuatia rezolventa in multimea € obtinandu-se
solutiile y,, y5 € C;

* se scriu si se rezolva ecuatiile 7% = y; si z? = yo obtinandu-se
solutiile z,, z,, z5, z, ale ecuatiei bipatrate.

I¥" Exemplu
« Sa se rezolve ecuatiile in C:
a) z'-322-4=0;b) z* +(1-1)22-i=0.
Solutie
Ecuatiile sunt bipatrate.

a) Fie Z22 = y. Se obtine ecuatia rezolventa y2 -3y —-4=0 cu solutiiley; =-1,
yo = 4. Rezulta z?2 = -1 si z? =4 cu solutiile zy =1, zg = —i, respectiv z3 =2, z4, =-2.
b) Notand z® =y se obtine ecuatia rezolventa y®+(1-i)y-i=0 cu solutiile

2

y1 =-1 si yy =1 Rezulta ecuatiile: z° =-1 si z? =i. Din prima ecuatie se obtine

z1 =1, z9 = —i. Pentru a rezolva a doua ecuatie consideram z=a+bieC,a, beR sise
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obtine: (a + bi)2 =i sau a’—b? +2abi =i. Din egalitatea de numere complexe se obtine

2 12 _
sistemul {; b bl ~ 7. Substituind b = % in prima ecuatie a sistemului se obtine ecuatia
ab = a

4a* =1 cu solutiile reale a = ig. Rezulta ca b = i72, iar zg 4 = i%(l +1).

Probloms el

~ _ T
X Sa se arate ca cosg =

\/g+1

4
Solutie
Stimca O = sinn = sin(%+ﬁ) = smﬁ cos%+ smﬂ cos% (1)
5 b5 5 5 5 5

. T A - o . .
Notand x = cosg si avand in vedere ca sin3a =3sina-4 sin® a,

cos3o=4cos®a—-3cosa, din relatia (I} se obtine ecuatia:

LB+l Bl

x-(16x4—12x2+1) 0. Rezulta ca xe{ , } Se obtine

4 4
\/g+1
1

solutia convenabila x =

8.2. Ecuatii binome
O ecuatie binoma cu coeficienti in multimea € este o ecuatie
algebrica de forma: z" —a=0, unde neN,aeC. (1)

Scriind ecuatia binoma (1) sub forma z" = a, rezolvarea ei se reduce
la determinarea radacinilor de ordinul /

NE REAMINTIM! \

Pentru z € C, se cunosc:
f e z =a+bi, forma algebrica;
erea sub forma trigonometrica a numa-

5 * |z =Va +b?, modulul lui z

rului a, atunci se obtine:
t+2kn . . t+2kn e 7z =|7/(cost+isint), costzi,
Zy, = r\1/;((:0s—+1s1n—), [4( ) I
n n 5
ke{0,1,2, ...,n-1}, (2), (radacinile com- | SIt= . forma trigonometrica;

plexe ale lui z € C).

*
n e N ale numarului complex a.
Daca a=r(cost+isint) este scri-

* (cost +isint)n = cosnt +isinnt,
formula lui Moivre. /
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I Exemplu

+ Sa se rezolve ecuatia binoma zt-i=0.
Solutie

. s < : . . L Al d -
Forma trigonometrica a numarului a = i este: i =cos—+isin—. Avand in vedere

n n
~+2Kkn —+2Kkn
relatia (2) rezulta solutiile: z, = cos 2 2 +isin2 YR ke{0.1, 2, 3}.

8.3. Ecuatii reciproce

+ DEFINITIE
ePolinomul feK[X], f=ay+a;X+a,X*+...+a,X", de gradul neN’

se numeste polinom reciproc daca intre coeficientii sai exista rela-
tille: ay =a, 1, ke{0,1,2,...,n}. (1)

I Exemple

Polinoamele reciproce f € K[X] de gradul 1, 2, 3 si 4 au formele:
o fj=aX+a,f, =aX2 +bX +a, f3 =aX® + bX2 + bX +a, respectiv f; =aX?* +bX> +

+cX2+bX+a, unde b, c eK si acK'.

++ DEFINITIE

e Se numeste ecuatie algebrica reciproca de gradul n < N o ecuatie
de forma f(x) =0, unde f € K[X] este un polinom reciproc de gradul n.

Forma particulara a polinoamelor (ecuatiilor) reciproce de gradul n
conduce la cateva observatii generale:

1. Orice ecuatie algebrica reciproca de grad impar admite solutia
Xl = _1.

Intr-adevar, polinomul f se poate scrie sub forma f =a, (1 + Xn) +ay-

-(X+Xn_1)+a2 (X2 +Xn_2)+... si se obtine f(-1)=0.

2. Prin impartirea polinomului reciproc f de grad impar n la X + 1 se
obtine un cat care este polinom reciproc de grad n — 1.

9 . . < . . . 1
3. Daca ecuatia reciproca are solutia o, atunci are si solutia —.
o
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Rezolvarea ecuatiei reciproce de gradul 3

Ecuatia reciproca de gradul 3 cu coeficienti in corpul € are forma:
ax® +bx? +bx+a=0. Ecuatia se poate scrie succesiv: a(x3 + 1) +

+bx(x+1)=0 sau (x+1)(ax2 +(b—a)x+a) =0. (1)
Forma de scriere (1) arata ca ecuatia are solutia x; = -1 si alte doua

solutii date de ecuatia reciproca de gradul 2: ax? + (b - a)X +a=0.

Froblemd regyolvali
Sa se rezolve in € ecuatia 2x° +3x2 +3x+2=0.
Solutie
Ecuatia se scrie (x+ 1)(2)(2 + X+ 2) =0 si are solutiile x; =-1 si

-1+iJ15

X9 3= 4

Rezolvarea ecuatiei reciproce de gradul 4

Forma generala a ecuatiei reciproce de gradul 4 cu coeficienti
intregi este az* +bz® +cz® +bz+a =0.
Se observa ca ecuatia nu admite solutia z = O.

Pentru rezolvare se parcurg urmatorii pasi:
N - 2 . . 9 b a
* Se imparte prin z~ si se obtine: az” +bz+c+—+—=0.
z z
e Se grupeaza termenii care au coeficienti egali:

a(zz+%)+b(z+l)+c=0.
z z
e Se noteaza z+l=y si rezulta ca 22+L2=y2—2. Se obtine
z z
ecuatia de gradul 2 in y: a(y2 —2)+by+c=0 sau ay’+by+c—2a=0

numita ecuatia rezolventa a ecuatiei reciproce de gradul 4.
¢ Se rezolva ecuatia rezolventa obtinand solutiile y,, y, € C.
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y i, 1 . 1
e Se rezolva ecuatiile z+— =y, si z+— =y, care se aduc la forma:
z z

7?2 —y,z+1=0 si z®> —y,z+1=0. Rezulta astfel solutiile z, z,, Z3, Zy €
e € ale ecuatiei reciproce.

Asadar, rezolvarea ecuatiei reciproce de gradul 4 se reduce la
rezolvarea a trei ecuatii de gradul 2.

Problomd el

Xl  Sa se rezolve ecuatia reciproca: 2t +2% -4z +z+1=0.

Solutie
.- . 2 . 9 1 1 1
Dupa impartirea cu z“ se obtine: z°+—-4+—+—=0 sau
z zZ z

22+L + z+l —4 =0. Cu notatia y=z+l, obtinem zz+i=y2—2
) 7 - 72

si ecuatia rezolventa y® +y-6=0 cu solutiile y; = -3, y, = 2.

1 1 »

Avem ecuatiile: z+—=-3 si z+—= (O TEMA
V/ v/ —

Sa se rezolve ecuatiile:

e 22z% 3231222 _3z+2=0;

e 2% 1+322-822+3z+1=0.

=2 sau z2+3z+1=0 si z2-2z+1=0.
-3++/5

Se obtin solutiile z; 5 =1 si 23 4 = 5

> OBSERVATII

1. Daca feC[X], este polinom reciproc de gradul neN, n numar

impar, atunci rezolvarea ecuatiei reciproce de gradul n se reduce la
rezolvarea ecuatiei z + 1 = O si a unei ecuatii reciproce de gradul n — 1.

I Exemplu
+ Sa se rezolve ecuatia x?-3x*+2x3+2x2-3x+1=0.

Solutie
Deoarece x = -1 este solutie a ecuatiei, prin impartirea polinomului

f=x°-3x*+2x3+2X2-3X+1 la g=X+1 obtinem descompunerea f=(X+1)-
-(X4 -4x3 +6X%2-4X + 1). Rezulta ecuatia (x+ 1)()(4 ~-4x% +6x% - 4x + 1) =0. Avem

x; = -1, iar celelalte 4 solutii sunt date de ecuatia reciproca x*-4x3 +6x%2-4x+1=0.

Se obtine x5 3 4.5 =1.
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2.

Daca fe€[X], este un polinom reciproc de gradul n, n = 2k,

rezolvarea ecuatiei reciproce atasate se poate reduce la rezolvarea

. .. 1 . .
unei ecuatii de gradul k cu necunoscuta y =z+—, si a k ecuatii de
z

gradul 2 date de ecuatiile z +l =yp- Pe{l 2, ..., k}.
v

I Exemplu
+ Sa se rezolve ecuatia reciproca de gradul 6 in multimea C:

2% -52° +47* 14722 -5z+1=0.

Solutie

atunci z +i=y2—2 si z?’+i=(z+l
z

Impartind cu z3

V/

2

3

Z2 V/

se obtine: ZS+L—5 22+Lj+4(z+szo. Daca Z+l:y

1

2

Z Y/ z

z° + ziz - 1] = y(y2 = 3). Se obtine ecuatia

rezolventa de gradul 3 in y: y3 —5y2 +y+10=0 care se descompune astfel:

(y —2)(y2 -3y - 5) = 0. Se obtin solutiile: y; =2, yo = 3 _2 29, V3 = 3 +229 si se obtin
ecuatiile in z de forma: z+l =y, sau 72 -yz+1=0, unde y € {2, 3_229, 3+229}.
zZ

3.In cazul unei ecuatii reciproce cu coeficienti intr-un corp K se
procedeaza in mod analog.

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE

El. Sa se rezolve in multimea C ecua-

E2. Sa se rezolve ecuatiile binome in

tiile bipatrate:

a) z¥-2z2+1=0;

b) z* 1222 1+1=0;

c) z* -10z2 +9=0;
d) 9z* -10z% +1=0;
e) z* - 17z°2 +16 = 0;
f) 252 - 2622 +1=0;
g zt+22+2-=0;

h) z* + 2922 + 100 = 0;
i) z¥-2z2_-15-=0.
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multimea C:
a) z3 -125=0;
b) z* - 625=0;
c) z2+8=0;
d) z% +125=0;
e) z*+16=0;
nNzt+i=0;

g z6-i=o0;
h) z® -3 =o.
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E3. Sa se rezolve in C ecuatiile reci- e) x*—7x3 112x2 —7x+1=0;
proce de gradul 3: 4 3 2
a) 3 +x2+x+1=0: f) 2x* -5x +10x°“-5x+2=0.
b) x3-5x2-5x+1=0; E5. Sa se rezolve in C ecuatiile reci-
c) 2x% —7x2 - 7x+2= 0; procse: 2 3 2
a) x+x  +x°+x°+x+1=0;
d 4x®* x> -x+4-0; ) s 4 s )
b) 2x° +x* -3x" -3x“+x+2=0;
e) V2x3+x2+x+J/2=0 ) 5 R s y
c) 3x° +2x" -5x" -5x“+2x+3=0;
f 2x3 5x2 5x+2=0. )
d) i ix*_6x3+x2+x+1=0.
E4. Sa se rezolve in C ecuatiile reci-
proce de gradul 4: E6. Sa se rezolve in C:
a) 6x* +x% -14x®> +x+6=0; a) (x-1)*+(x+1)*=
b) x* +2x3-6x2+2x+1=0; b) (x—i)4+(x+i)4=
c) 2x4 3—2x2—x+2=0;
d) 7x* 3 _12%2 x+7=0;
APROFUNDARE
Al. Sa se rezolve ecuatiile bipatrate in || A4. Sa se rezolve ecuatiile in multimea
multimea C: numerelor complexe:
a) x*+x2+1=0; a) x3 +ix?2 +ix+1=0;
b) x* +17x% +16 = 0; b) ix® + (1+1)x? + (1 +i)x+i=0;
2 3 2,2 — 3 _
o) x2+(2) - 40 c) z°—e“2z° —e2+1=0,c° =1.
X
s (6 2 A5. Pentru care valori ale lui a € R,
d) x - [;] =B. ecuatia x> +ax?+ax+1=0 admite
solutii multiple?
A2. Sa se rezolve in 75 ecuatiile:
4 2 2 =~ A6. Sa se rezolve in C ecuatia x* +
a) x*"-x“+1=0; 3 2 ..
A A +(a+1)x” +bx” +5x+1=0, stiind
b) 2x% +x2+2-= 0; o . . < . .
A ca este ecuatie reciproca si admite
c) 3x* +4x2 + 3 =0; o solutie dubla.
d 2x* +3x* +1=0. A7. Sa se arate ca daca o ecuatie
5 . reciproca de gradul 4 cu
A3. Sa se determine a, b € R pentru care coeficienti in corpul K admite
. 4 2, 12 x
ecuatia x + (a +b% —2ab+2b - solutia o € K', atunci ea admite si
- )x3— (3a+3b—2)x2 —(a+b—7)x+ solutia a ! € K. Generalizare.
+3(ab+a-b-1)=0, este ecuatie || g gy ge rezolve ecuatiile reciproce in C:
bipatrata si sa se rezolve in acest 6 4 2
a) x°-x"-x°+1=0;

caz.
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b) x% _x% 1 3x* _6x3 +3x2_
-x+1=0.

A9. Sa se determine a € R stiind ca

ecuatia z3+az2 +az+1=0 are

numai solutii reale.

A1l0. Pentru ce valori ale lui a € R ecuatia
reciproca x*+x2+ax+x+1=0
are toate solutiile reale?

All. Sa se rezolve in multimea € ecua-
tiile de grad superior:

a) x*rx3+2x2+12x14=0;
b) x* +x3-24x%2 - 6x+36=0;

c) x*+x® _4a%x2 rax+a?-=0.

Al2.Sa se rezolve ecuatiile in multimea C:
a) (x- 1)4 +(x+ 1)4 = 82;

b) (x+a)*+(x-a)*=b,a, beR;

o (x+a)*+(x+b)*=c,a, b, cem;
2

d) (x2+x+1) +1=0;

e) (x+ a)(x3 + a3) =x%,ach

A13. Sa se rezolve ecuatia:
log2x 6+ log% (1] +log 4 [l) +
+log =x + 3. ()
NG 4 .
(Admitere, ASE, Bucuresti, 1999)
Al4. Sa se calculeze:

- A T
sin—, sin—, cos—.
5 10 10

Testul 1

Ol. Polinomul f=X*-4X?+4X?>+mX+neQ[X] se divide cu polinomul

g =X? -4X +3 e Q[X], pentru:

(3 puncte)

(Univ. Maritima, Constanta, 2002)

Se considera polinomul f = X%+ mX? +2X+m-1¢cR[X], avand radacinile

+X3+x32> 3(x1x2x3)2 .

c) Sa se determine m pentru care polinomul f se divide cu X - 1 si, in acest

(4 puncte)

(Univ. Bucuresti, Facultatea de Matematica si Informaticd, 2002)

m=-4 m=4
a) ; c) ;
n=3 n=-3
m=-4 m=2
b) ; d) .
n=4 n=-1
Q2.
X1, X9, X3.
a) Sa se arate ca: xi’ + xg + xg =-m3 + 3m+ 3.
b) Sa se determine m pentru care x
caz, sa se gaseasca radacinile sale.
Q3. Sa se rezolve ecuatia: x*-2x%-x

2_2x-2=0 in multimea C stiind ca
admite ca radicina numarul x; =1-+/3.

(3 puncte)
(Univ. de Nord, Baia-Mare, 2002)
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o1.

0o2.

Qas.

Q1.

02.

Q3.

Testul 2

Se considera polinomul f=X*-X3+X2_X+1, cu radacinile x,, x,, X3,

x4 €C.

a) Sa se calculeze f(1) si f(-1).

b) Sa se determine a € C, astfel incat sa avem identitatea:

f=a(X-x,)(X-x%5)(X-x%x3)(X-x4).

c) Sa se arate ca: (1-x;)(1-x5)(1-x%3)(1-x4)=1.

d) Sa se arate ca: (1+x;)(1+x5)(1+x3)(1+x4)=5. (4 puncte)
(Bacalaureat, iulie 2002)

Fie f=X*-7X3+(m+13)X?>-(4m+3)X+meC[X]. Sa se rezolve
ecuatia f(x)= 0, stiind ca m € @, admite solutia x, = 2+ /3, iar x5 = 2x,.

(Univ. Lucian Blaga, Sibiu, 1998)
(3 puncte)

Sa se descompunad in factori ireductibili peste @, R, € polinomul

f=x*4+x3_-x2_2X-2 stiind ca admite radacina z, = —% + i?.
(Univ. Babes Bolyai, Cluj-Napoca, 1996)
(3 puncte)

Testul 3

Sa se determine radacinile x,, x5, x5 ale polinomului f = X% - mX? -2 ¢ C[X]

daca xi‘ + x‘2l + xg =0.

(Univ. Lucian Blaga, Sibiu, 2002)
(3 puncte)
Ecuatia x* — x® + mx? + 2x + n= 0, m, n ¢ R admite solutia x; =1+1i pentru:
ajm=2,n=-3;
b)m=0,n=2;
cim=-1,n=0;
dm=1,n=4;
efm=n=0.
(Univ. Maritima, Constanta, 2000)
(3 puncte)

Se considera ecuatia x* — (m-1) x3 + mx? - (m-1)x+1=0.

Fie M = {m ¢ R | ecuatia are doua radicini reale, distincte si negative}.
Atunci:

a) M=(—0, 0); b) M=[0, +); ¢) M=(—0, —-1]; d) M=(-1,1); ey M=02.

(ASE, Cibernetica, 1997)
(3 puncte)
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ELEMENTE DE
ANALIZA MATEMATICA

I. PRIMITIVE

In clasa a XI-a s-a vazut ca notiunea de derivata a unei functii a
fost introdusa pornind de la cateva considerente practice. Astfel, in
domeniul fizicii, viteza instantanee a unui mobil este descrisa de o
functie care reprezinta derivata functiei ,,spatiu®.

Fizica experimentala ridica insa si problema oarecum inversa celei
de derivata, in sensul ca impune determinarea proprietatilor unei
functii care modeleaza un fenomen, folosind valori ale derivatei
rezultate dintr-un experiment.

Relativ la astfel de situatii practice a aparut conceptul de
sintegrala“. Denumirea de ,integrala“ rezulta din ideea deducerii unei
concluzii asupra intregului, idee formulata avand in vedere concluzii
asupra partilor acestuia, (integer = intreg, in limba latina).

0 Probleme care conduc la notiunea de integrala

Problema spatiului parcurs de un mobil in miscarea rectilinie

Se considera un punct mobil M care se deplaseaza rectiliniu, in
acelasi sens, pe o axa, cu viteza instantanee la momentul x egala cu

v(x). Daca S(x) este distanta parcursa de mobil de la momentul
initial t=0 la momentul t=x, atunci, conform definitiei vitezei
instantanee, are loc egalitatea v(x)=S'(x).

Problema se poate pune insa si invers: ,Daca se cunoaste viteza
instantanee V(x) in fiecare moment x, atunci se poate determina
distanta parcursa de mobil in intervalul de timp [0, x]?*.

Din punct de vedere matematic, problema revine la a studia daca
exista o functie S care verifica egalitatea S'(x)=v(x). Cu alte cuvinte,

problema revine la a determina functia cand se cunoaste derivata sa,
determinare care face obiectivul capitolelor urmatoare.
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Problema ariei unei suprafete plane

Se considera f:[a, b] >R o functie continua si pozitiva (f (x)=0,

VX e [a, b]) A
Se noteaza cu S functia
care asociaza fiecarui x €[a, b]

aria S(x) a suprafetei plane

marginite de curba y=f(x),

axa Ox pe intervalul [a, x| si %
%

segmentele [AA’], [MM'] unde
A(a,0), A'(a f(a)), M(x,0), _© X

M'(x, f(x)), (figura 1). Aa. 0) M(x, gzgurale N(x+h, 0)B(b, 0)

Functia S, numita functia ,arie* este derivabila pe intervalul [a, x].
Intr-adevar, fie NeOx,N(x+h,0),h>0 si x,,xye[x, x+h]

puncte in care f ia valoare minima, respectiv valoarea maxima pe
intervalul [x, x +h].

Deoarece aria suprafetei curbilinii [MM'N'N] este cuprinsa intre
ariile suprafetelor dreptunghiulare cu baza [MN] si cu inaltimile egale
cu f(x,, ), respectiv f(xy), au loc relatiile:

h-f(x,)<S(x+h)-S(x)<h-f(xy). De aici se obtine:

f(xy) < S(“h}Z‘S(X) < (xy)- (1)

Pentru h — 0 se obtine: lim f(x,,)=f(x)= lim f(xy).
h—0 h—0

Prin trecere la limita dupa h — 0 in relatia (1) si folosind definitia
derivatei, se obtine:
S h)-S
8 (x) = tim SR =SC) gy
h—0 h

Asadar, functia S este derivabild pe intervalul [a, b] si S'(x)=f(x).

x €[a, b], (2), relatie care exprima derivata functiei ,arie* cu ajutorul
functiei f.
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O problema care se pune in lega-

tura cu relatia (2) si care va face obiectul /
de studiu al capitolelor urmatoare este:
~Sa se determine aria suprafetei plane

asociate functiei f pe un interval [a, b],

in ipoteza ca se cunoaste derivata sa.“
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- ‘
1716) a notat aceasta arie cu simbolul Gotffried Wilhelm LEIBNIZ

b el s - (1646-1716)
j . f(x)dx, citit ,integrala de la a la b matematician german

din f(x)dx*“. Este creatorul calculului dife-

L rential si integral, avand contri-
Rezolvarea deplina a problemelor | p i remarcabile in analiza

care cer determinarea functiei cand se | combinatorie, calculul probabi-
cunoaste derivata sa se va face intro- @d‘tilor, aritmeticad si mecanicy
ducand noile concepte matematice:

~primitiva“ si ,integrala definita“.

Primitivele unei functii
Integrala nedefinita a unei functii continue

Fie I R un interval de numere reale si functia f:1 - R.

<+ DEFINITII

e Functia f:I— R admite primitive pe intervalul I daca exista o
functie F :I - R cu proprietatile:
a) F este functie derivabila pe intervalul I;
b) F'(x)=f(x),Vxel

e Functia F cu proprietatile de mai sus se numeste functia primitiva
(sau antiderivata) a functiei f pe intervalul 1.

e Daca functia F exista, se spune ca functia f este primitivabila pe
intervalul I.

IS Exemple
+ Functia nula f: R - R, f(x) = 0, admite primitive pe R.

Intr-adevar, pentru orice numar real c, functia F: R - R, F(x) =c este functie
derivabila pe R si F'(x)=0=f(x),Vxe R

150



Analiza matematica e I. Primitive

3
* Fie functia f: R > R, f(x) = x2. Functiile F: R > R, F(x)= % si G:R> R G(x)=

3
= % +k, k € R, sunt primitive ale functiei f pe R.

Intr-adevar, functiile F si G sunt derivabile pe R si F'(x) = x2 = G'(x) =f(x),
vVxelk
+ Functia F:(0, +©) > R, F(x) =Inx este o primitiva a functiei f:(0, +o) >R f(x) = L
X
De asemenea, G: (0, +») > R, G(x)=Inx +1 este o primitiva a functiei f pe (0, + ).
Se observa ca functiile primitivabile f, continute in exemplele de
mai sus, au proprietatea de a fi continue pe domeniul de existenta.
In general are loc urmatoarea teorema care contureaza o clasa
larga de functii care admit primitive:

e TEOREMA 1
Orice functie continua f :I - R admite primitive pe intervalul I.

Din exemplele de mai sus se observa ca functiile alese admit mai
multe primitive pe intervalul de definitie. Relatia dintre diferitele
primitive ale unei functii pe un interval este data de urmatorul rezultat:

= TEOREMA 2
Fie I R un interval si functia f:1 — R.
Daca Fj, F, :1 > R sunt doua primitive ale functiei f pe intervalul I,

atunci exista o constanta c e R astfel incat F (x)-F,(x)=c, Vxel

Demonstratie

Functiile F, F, fiind / Ne reamintim! \
primitive ale functiei f pe Consecinta a teoremei lui Lagrange
intervalul I, sunt derivabile Fie f,g:1—> R, functii derivabile pe
peIsi Fj(x)=f(x)=Fy(x), |intervalul I, astfel incat f'(x)=g'(x),
vxel Vx el. Atunci exista ce R, astfel incat

Folosind operatiile cu | f—g=-c. (Functiile f si g difera printr-o
functii derivabile, rezulta ca \ constanta.) /
functia F; —-F, este deriva-

bila si (F, -F,) (x)=Fj(x)-F5(x)=f(x)- f(x)=0, Vx el

Deoarece functia F, -F, are derivata nula pe intervalul I, din
consecinta teoremei lui Lagrange rezulta ca exista ceR astfel incat
(F;-Fy)(x)=c, Vxel

Asadar F) (x)-Fy(x)=c, Vxecl W
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Teorema afirma ca doua primitive ale unei functii primitivabile pe
un interval difera printr-o constanta. Daca F este o primitiva a functiei
f:I1 >R, atunci orice alta primitiva G a lui f este de forma G=F +c,
unde c este functie constanta pe I.

Se deduce astfel ca daca functia f admite o primitiva, atunci
admite o infinitate de primitive.

+ DEFINITII

Fie Ic R un interval si f:1— R o functie care admite primitive pe I.
e Multimea tuturor primitivelor functiei f pe intervalul I se numeste

integrala nedefinita a functiei f si se noteaza If (x)dx.

e Operatia prin care se determina multimea primitivelor unei functii se
numeste operatia de integrare.

< OBSERVATII
Fie f : 1 —> R o functie primitivabila si F o primitiva a sa pe intervalul 1.
1.Din teorema 2 se deduce ca multimea primitivelor functiei f pe
intervalul I satisface egalitatea:

jf F +c | c este functie constanta}
2. Daca se noteaza ¢ = {c S 8] | c este functie constanta}, atunci:

[f(x)dx=F +.

Precizari:

* Daca 7 (I)={f | f: 1> R} si 7, ¢
a) 7+4={f+g|fes gey
b) L7 ={M [feF}, ek
c) f+€9:{f+h |hey}, fes(l).

e Pentru multimea ¢ a functiilor constante pe intervalul I au loc

egalitatile:

C+€=¢;, \¢ =%¢, pentru A e R

c 7 (I), se definesc operatiile:

o

3. Cu ajutorul notatiilor utilizate pentru integrala nedefinita, cele trei
exemple conduc la:

3
IOdX:W, xelk; J.deX=X?+W, x el fldx:lnx+(f, Xe(O, +oo).
be
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0 Proprietatea de liniaritate a integralei nedefinite

o TEOREMA 3 (proprietatea de aditivitate a integralei nedefinite)
Fie Ic P un interval si f, g:1 > R doua functii care admit primi-

tive pe I. Atunci functia suma f+g:1— R admite primitive si are

loc egalitatea:

[ (x)+g(x)]dx = [f(x)dx + [ g(x)dx.
Demonstratie (extindere)

Fie F, G:1 > P primitive ale functiilor f, g pe intervalul I. Functiile
F si G sunt derivabile pe I si F'=f si G'=g. Folosind operatiile cu
functii derivabile pe un interval, rezulta ca functia F+ G este functie
derivabila pe I si are loc egalitatea: (F + G), =F'+G'=f+g.

Asadar, functia f+g admite primitive pe I si functia F+G este o

primitiva a acesteia pe intervalul I.
Totodata au loc egalitatile:

[f(x)ax=F+%, (1)

[g(x)ax=G+7, (2

j[f(x)+g(x)]dx=(F+G)+"€, (3).

Folosind relatia ¢ + ¢ = ¢ si egalitatile (1), (2), (3) se obtine:
If(x)dx+jg(x)dx:(F+((¥)+(G+((’):(F+G)+(((’+W):(F+G)+W:

= I[f(x) + g(x)} dx. &

e TEOREMA 4
Fie f: R —» R o functie care admite primitive pe I si A € R. Atunci
functia Mf admite primitive pe I, iar pentru A # O are loc egalitatea:

[ (1) (x) dx =2 [ f(x) dx, (4).

Demonstratie
Fie F o primitiva a functiei f pe intervalul I. Rezulta ca F este

functie derivabila pe I si F'=f. Conform operatiilor cu functii derivabile

se obtine ca functia AF este derivabila pe I si (XF)’ =AF' = Af. Asadar,
functia Af admite primitive pe I si functia AF este o primitiva a ei.
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Totodata are loc egalitatea J.(kf )(x)dx =AF + €.

Din faptul cd A% =%, VA e R’ se obtine:
Kjf(x)dx =A(F+@)=AF+7 = I(kf)(x)dx si teorema este astfel

demonstrata. B

= O0BSERVATII X
1. Pentru A =0, egalitatea (4) nu este adevarata. Intr-adevar, pentru

L =0 avem: I(kf)(x)dx = J-de =, iar kjf(x)dx = O-If(x)dx ={0}.
2. Pentru A €R are loc egalitatea:
[(Af)(x)dx = A[f (x)dx +¢.

& CONSECINTA (Proprietatea de liniaritate a integralei nedefinite)
Fie f,g:1—> R functii care admit primitive pe I si o, e,
numere nesimultan nule.

Atunci functia aof + g admite primitive pe I si are loc egalitatea:

[(of +Bg)(x)dx = o £ (x)dx + B[ g (x) dx.

1. Sa se determine functia f:D — R pentru care o primitiva a sa
este de forma:

a) F(x)=e* (x2 +6X), x el

b) F(x) = %-eamtgx, X elk;
Irx ) / Ne reamintim! \
c) F(X):arccosm,x>0. (f-g) =f -g+f-g
Solutie e s gt
Se aplica definitia primitivei unei functii, [i] = %
aratand ca functia F este functie derivabila si g g
F,(X)zf(X) (\/E)’: 1 '
a) Functia F este derivabila pe R ca 24/u
produs de functii derivabile si f(x)=F'(x)= (arctgu) = 1 v
' 1+u?
=[eX (x2 +6X):| =e® -<X2 +6x)+eX (2x+6). ( y =l '
arccosu) = ‘u

Rezulta ca f(x)=e" (x2 +8x+ 6), x eR.
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b) Functia F este derivabila pe R fiind exprimata cu ajutorul
operatiilor cu functii derivabile.

Avem: f(x)zF’(X)z(z;XJ _edrctgx 2-Xx .(earctgx)’ _

V1+x? V1+x2
—J1+x> —(2—x)-7x

\11+X2 arctg x 2-Xx 1 arctgx __
5 -e + . ) -e =
1+x \/1+x2 1+x
1-3x
= e?rciex . ,Xxelk.

(1 + xz)\/l+x2

c) Functia F este derivabila pe (0, +») si f(x)=F'(x)=

= = , 0.
1+x2 \/4X2 (1+x2)2 1+x2 *z

‘(I—XZJI —(1+X2)' _4x 2

2. Fie functia f:R> R, f (X) =e?* .sinx. Sa se determine constantele
reale m si n astfel incat functia F:R—>R, F(x)= e2x (msinx +ncosx)
sa fie o primitiva a functiei f pe R.

Solutie
Din ipoteza ca F este o primitiva a functiei f, rezulta ca F este

derivabila si F'(x)=f(x), V x e R.
Se obtine egalitatea:
e2X [(Zm —-n)sinx +(m+2n)cos X:| - e?*sinx, V x e R.

Pentru x =0, se obtine m+2n =0, iar pentru x=g, se obtine

2m -n=1. Rezulta, in final, ca m =% si n= —%, valori care verifica

conditiile din enunt.

B4 3. Fie functia f: R > R, f(x) = .
3x2+1, x>0

a) Sa se arate ca functia f admite primitive pe .
b) Sa se calculeze primitiva F a functiei f care verifica relatia F(2) =b.

{ex, x<0
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Solutie
a) Studiem daca f este functie continua pe R.

Avem: Lmf(x)= lin(l)eX =1, lirréf(x) = lim(3x2 +1) =1 si £(0) =el=1.
X—> X—>

x—0 x—0
x<0 x<0 x>0 x>0
Asadar, exista egalitatea limf(x)=f(0), deci f este continua in x = 0.
x—0

De asemenea, f este continua pe (-«, 0) si (0, +w) fiind expri-

mata cu ajutorul unor functii continue. Rezulta ca f este continua pe
R, deci admite primitive pe R.

b) Cautam o functie F:R — R, derivabila si cu proprietatea ca
F'(x)=f(x), xeR

O primitiva a functiei f,_, o este functia F (0, 0] > R F (x) =
=e¥+c, ¢ el

O primitiva a functiei f,, .., este functia F, 10, +0) > IR, Fy(x) =
=x3 +X+Cq, Cy €.

Rezulta ca o primitiva a functiei f va avea forma:

e* +¢, x<0
F(x)= 5 ,Cp, Cy €.

X" +X+Cq, x>0
Constantele c;, ¢, vor fi determinate astfel incat functia F sa fie
derivabila pe R, in particular sa fie continua pe R, deci siin x =0.

Asadar, lirr(l)F(X) =F(0) conduce la 1+c¢; =c, =c.
X—>

Cu aceasta relatie intre constantele c;, ¢y se obtine:

{ex—1+c, x<0
F(x)=

x3+x+c,x>0

Din conditia F(2)=5 se obtine ¢ =-5 si primitiva ceruta este:

e* -6, x<0
F(x)= 5 .
x°+x-5,x>0
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EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se determine functia f:D —»> R || E4. Sa se verifice daca functia F:R—-> R,
pentru care o primitiva a sa este x
2 2
de forma: : 2+x—ﬁ'xsl
—/In n
a) F(x)=2x%_4x% _5x+9,xcl; F(x)= . s este
—X“+2x-—, x>1
b)F(:q:)=3\/1i:2 +4x2Jx, x e (0, +o); 2 2
c) F(x)=xsinx, x c I primitiva a functiei f:R-H>R,
X
d) F(x)=x(Inx-1), xe(0, +); f(x) = 2" +1, x<1
3 _, x+2, x>1
&) F(x)=X "% xc(0, +w); . 2
x+1 E5. Pentru functia f:R—>R, f(x)=3x"+
f) F(x)=e*(x-1)+4, xe; +2x, sa se determine primitiva F
@) F(x) = tg’x + tgx, x (0’ g) care verifica conditia F(-1)=2.
E6. Folosind faptul ca o functie conti-
nua pe un interval admite primi-
E2. Se da functia f: R >R, f(x)=6x> - tive pe acel interval, sa se arate ca
- 4x. Care dintre functiile F;, F, urmatoarele functii admit primitive
' pe domeniul de definitie:
F3:R o> R, F (x)=2x3-2x%+ 3, 3x-4, x<2
Fy(x)=12x-4, F3(x) = 2x° -2x° - 2 f(x)= {SXZ -56x, x> 2;
_ e el P,
5 sunt primitive ale functiei £? J2x+9-3
——,x<0
. o b) f(x)= 2x ;
E3. Dati exemplu de trei primitive pen- 0.1(6 >0
tru fiecare dintre functiile: /1(86), x=
f.g:RoR f(x)=x> g(x)=cosx. x+1, x<2
o f(x)=1x2_x-2 .
—_—\Vx>2
x-2
APROFUNDARE
Al. Sa se determine functia f:D > R X [2 1 )
pentru care o primitivi este de e)F(x) = PR 1+ 51n(x+ o+ 1) ’
forma: xel;
a) F(x)= x(lnzx—lnx2 +1), £+l 1
f) F(x)= Inx—-——|, x>0.
xE(0,+oo); n+l n+1
b) F(x) = ex+1(xz _ 4x), xeh: A2. Functiile Fy :R> R, ke {1, 2, 3},
. 2 F(X)—E_i_isin g _ﬁcos g
c) F(x)=2xsinx+2cosx - x°, 1 2116 3) 16 3 )
x ek 9 F. (x)—E—ﬁsin(l—z—x)
d) F(x):%x/g—x2+§arcsin§, 2 2 4 6 3)
x 3 T 4x
- : F3(x)==-—cos|—+—|,
xe(-3, 3); s(x)=5-3 (6 3]
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A3.

A4.

A6.

sunt primitive ale functiei

f:Ro>R f(x)=cosz(£—gj?
6 3

Sa se arate ca urmatoarele functii
admit primitive pe domeniul de
definitie:

r4x5—5x4+1

—2,X<1
a) f(x)= (x-1) :

7x% +4x-1, x2>1

( 2

e* -1

_—, x<0
b) f(x)=1x* + x2 ;

\x3—3x2+1,x20

1+Inx, xe(0, 1]
c) f(x)={Inx

1’ xe(1, +)
V-cosx® 1y 1]\ (o}
d)f(x)={ 1-cosx ' ;
V2, x=0
_ 1| «BX
o) f(X)=1imcosx+\x le .

n—w 1+e™

Se considera functia f: R - R,

f(x)={

ca f admite primitive pe R si sa se
determine o primitiva F cu propri-

eXl x<-1

2+x,x>-1

Sa se arate

etatea ca F(2)= %

Fie functia f:R > R, f(x)=max{l,
x2} . Sa se arate ca f admite primi-

tive pe R si sa se determine o primi-
tiva F care verifica relatia:

4F[—§J - 3F(1J = 3F(2).

2 2

Sa se determine constantele a, be R
astfel incat functia F: (0, +©) > R,

F(x):{

primitiva a unei functii.

In?x, xe (0, e]

ax+b, xe(e, +»)

sa fie

A7.

AS8.

A9.

AlO0.

All.
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Se considera functia F: R > R,

x2+ax+3,x<1
F(x)=1{3x+b

x2+2’
Exista valori pentru a, b e R astfel

incat functia F sa fie antiderivata
unei functii?

x>1.

Se da functia f:[0, 3] > R,

x2+ax+b,xe[0, 1]

2x+1, xe(1, 2)
x + 3a, x€[2, 3]

f(x)= . Sa se
determine a, b € R astfel incat f sa

admita primitive pe [0, 3].

Sa se determine a, be R astfel incat
functia f:(0, + ©) > R,

e Inx, xe(0,1)
ax+b, xe(l, 2]

J3x-2 —2\/x+2,xe(2, +o0)

sd admita primitive pe (0, + »).

f(x)=

Se considera functia f:(0, +») >R,

f(x)= XT;I Sa se determine cons-

tantele a, bcR astfel incat functia
F:(0, +o) > R, F(x)=(ax+b)Vx
sa fie o antiderivata a functiei f.

Se dau functiile f, g: (0, + ©) > R,

b'4
x+1

g(x):i[c+bx+aln(x+1):|.

f(x)= -In(x+1) si

Exista valori ale constantelor reale
a, b, c e R astfel incat functia g sa
fie o primitiva a functiei

f(!;)?

h:(0, +o) >R, h(x)=
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o Primitive uzuale

O problema esentiala care se pune, relativ la noul concept de
primitiva a unei functii continue pe un interval, este aceea a stabilirii
unor metode si procedee de determinare a multimii primitivelor.

Fie I un interval de numere reale si f: 1 — R o functie care admite
primitive pe L.

Daca F:I—> R este o primitiva a ei, atunci F este o functie
derivabila si F'(x)=f(x), V xel

Astfel, definitia primitivei da posibilitatea determinarii acesteia in
stransa legatura cu folosirea formulelor de derivare invatate in clasa
a XlI-a.

Ca urmare, apar urmatoarele situatii:

4.1. Primitive deduse din derivatele
functiilor elementare

[lustram acest procedeu prin cateva exemple.

a) Fie f: R > R, f(x)=sinx. Avem (sinx)/ =cosX, X € R, si astfel se

obtine ca Icos xdx =sinx + €.

b) Fie f:(0, +x) >R, f(x)=Inx. Avem: (lnx)' =l, x (0, +), sise
X

obtine Ildx =Inx+¢.
X

c) Fie f:(—%,%)—)l@, f(x)=tgx. Avem (tgx) = si se obtine

1
J. s—dx =tgx+ 7.
cos” X

Procedand in mod analog si pentru alte functii, se obtine
urmatorul tabel de integrale nedefinite:

Tabel de integrale nedefinite
Nr. Functia Multimea primitivelor
crt. ’ (integrala nedefinita)
n+l
1. | f:R>R f(x)=x",neN JX“dX: +¢
n+l
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f:IoR f(x)=x",1c(0, +x), xT+
2. jxrdx— +€
relD\{—l} r+1
X
3. | [:R>Bf(x)=a%a>0az1 | [a¥dx=——+7
Ina
4. f:I—)ID,f(x)zl,Ich“ fldX=ln|X|+%
b'e be
1
f:I-m f = , -

5. ~ (X) x2 — a2 5 dX=LlnX—a+’6’
IcR\{ta},a=0 X —-a 2a |x+a

6. | f:Ro>Rf(x)= a#0 5 =—arctg +¢

x2 +a2 x2 +a? a a
f:R>R f(x)=sinx Jsmxdx=—cosx+”€
f:R>R f(x)=cosx jcosxdx:siner%
f:I->R f(x)=tgx,

. tegxdx =-1 +¢

9 IcD\{(2k+l)g kel} Jtgxdx =-Injcosx]
f:I>R f(x)=ctgx,

10. Ictgxdx =In|sin x|+ ¢
IC\D\{kn|ke7l}
f:I->R f(x)= 5> )

11. cos X [—5—dx=tgx+7
IcD\{(2k+1)g kel} cos™x
f:I-mf = ,

12. (x) sin? x I.lz dx =-ctgx+¢
IC\D\{kn|ke7l} S X
f:IaID,f(X):%, _[ dx @

13. aZ-_x arcsm +
Ic(-a,a),a>0 va

1 1
f:I1-5>Rf(x)= : ——dx = 2_a?

14. - (x) 2.2 jmdx ln‘x+ X“ —a

Ic(—», —a) sau I < (a, +»)
1
f:I->R f(x)= , (X+\/X2+a )+((c)

15. %2 42 j/

az0,IcP
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éaxmﬂww
Sa se determine integralele nedefinite pentru urmatoarele functii folo-
sind proprietatile integralei nedefinite si tabelul de integrale nedefinite:

a) f(x)=x3—3x2+\/§, x> 0;
b) f(X)zﬂ, Xe(o, gj

sin2 X - cos2 X

\/l—x2 +\/x2+6

c) f(x)= . xe(-11);
\/(x2 +6)(1 —xz)
d) f( ) M,Xe\p_
x% +4
Solutie

a) Avem I(XS -3x2 +«/§)dx:IX3M—ISX2&+I&M:XTE—3Ix2dX+

1

1 4 3 't 4
+'[X2dx=x——3-x—+X +e=2_x8 +— xXJx + €.
4 3 1,4 4
2

b) Se prelucreaza expresia de la numarator si rezulta:

2 x —sin®x —?;(sin2 X + cos? x) = -2cos? x —4sin? x.

cos2x -3 =cos
Multimea de primitive va fi:
,[ cos2x -3

sin2 X- cos2 X

o] axaf

¢) Se distribuie numitorul comun la termenii numaratorului si se
obtine:

—2cos? x —4sin? x
dx = I 5 dx + I 5 5
sin? x cos? x sin® xcos” x

dx =

dx =2ctgx - 4tgx + €.

Sll’l X COS X

\/1 X +\/X +6 B 1 -
I\/(x +6)(1—x) J[\/x +6 \/1— } -J x2+6d
> dx = 11’1(X+\/X2 +6)+arcsinx+(€.

+f
1-x
x*+8x% +17 (Xz +4)2 +1

x2+4

d) Avem: | 2.2 dx = dx = I(X +4)dX+I Caa
3

= X—+4X+larctg§+ .
3 2 2
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4.2. Primitive deduse din derivarea functiilor compuse

[lustram procedeul prin cateva exemple:
a) Fie IcR un interval, u:I1—> R functie derivabila pe I si

f:R >R f(x)=sinu(x).
Avem f'(x)= (sinu(x))’ = cosu(x)-u'(x).
Rezulta ca sinu(x) este primitiva pentru cosu(x)-u'(x), deci
‘[cosu(x) -u'(x)dx =sinu(x)+ .
b) Fie u:1—(0, +») functie derivabila pe I si f:(0, +x) >R,
u'(x)

u(x)

f(x)=Inu(x). Avem f'(x)= (lnu(x))’ = , si ca urmare se obtine:

_[u (x) dx = ln|u(x)| +€.
u(x)
In mod analog se pot obtine integralele nedefinite si pentru alte
functii obtinute prin derivarea unor functii compuse.
Astfel, daca functia u:1—J este derivabila pe intervalul I, se
obtine urmatorul tabel de integrale nedefinite:

Nr. "
crt. Integrala nedefinita
n+1
L. Iun(x)'u'(x)dx=un—+(lx)+??, neN
r+l1
2. Iur(x).u'(x)dxzu—(lx)+%’,rell2\{—1},u(I)c(O,+oo)
r+
u(x)

3. Iau(x) u'(x)dx = a

— +@,ae(0, +x)\ {1}

4. J.u,(x)dx:ln|u(x)|+(6/,u(x);tO,er

u(x)

5 I Zu(x) 2dX=i m+(6’,u(x);«r&ira,er,a;tO
u?(x)-a 2a |u(x)+a

6 I Zu(x) 2dx=larctzg,fw+((:’,a;«tO,er
u®(x)+a a a
Isinu(x)-u'(x)dx:—cosu(x)+((a’,er
Jcosu(x)-u'(x)dx=sinu(x)+?€,er
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thu(x).u'(x)dx = —1n|cosu(x)| +@, u(x)=(2k + l)g

9.
ke xel
10. fctgu(x)-u’(x)dx=1n|sinu(x)|+(€,u(x):&kn,kel,xel
11. I%dX:tgu(x)Jr%/,u(x)¢(2k+1)£,kel,xel
cos” u(x) 2
12. I.uz&d)(:—ctgu(x)Jr((/,u(x);«tkn,kel,xel
sin” u(x
13. f&dx = arcsinw+?€, a>0,u(l)c(-a, a)
a? - u?(x) a
J u'(x) dXZh'l‘U(X)-l- u? (X)—a2 +¢,a>0,
2 2
14. u®(x)-a
u(Il) = (-=, —a) sau u(I)c(a, +»)
15.

I% %dx=ln[u(x)+,/u2(x)+a2}+(€, az0

In general are loc urmatorul rezultat:

& TEOREMA 5 (formula de schimbare de variabila)

u f
Fie I, J intervale din R si functiile [->J —R cu proprietatile:

a) u este derivabila pe intervalul I;
b) f admite primitive pe intervalul J.
Daca F este o primitiva a functiei f, atunci functia (fou)-u’

admite primitive pe I si jf(u(x)) u'(x)dx =Fou+¢?.

(SO :f". !1 g

2x+3

1. Sa se calculeze I ————dx, xek.
X“+3x+4
Solutie
Alegem functia u:R — [% + oo), u(x)=x2?+3x+4 derivabila pe
L. Se obtine u'(x)=2x+3 si =0 -4 ) en

x2+3x+4 u(x)
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2x +3 dX:J-u (x)

Rezulta ca I 2 ae.a u(X)dx=1n|u(x)|+(€ =

= ln(x2 +3X+4)+W.

3
3] 2. Sa se calculeze j4x3 (X4 - 2) dx, x e R.

Solutie
Alegem functia u: IR —[-2, +o), u(x)=x*-2, derivabila, cu u'(x)=

=4x3, x e R. Rezulta ca 4x° (X4 —2)3 =u'(x)- u® (x) si I4X3(X4 —2)3 dx =

= [u'(x) u®(x)dx =2+ ix) ?—i (x*-2)" +e.

3. Sa se calculeze J2x Yx? +1dx, x e .
Solutie

Alegem functia u:R —[1, +®), u(x)=x>+1, derivabila pe R, cu
u'(x)=2x,xek.

Rezulta ca IZX-S\/XZ +1dx = Iu’(x)[u(x)];dx =M+qg =
=%-[u(x)]3 +((/=%-(X2+1)3(X2+1)+(().

4.3. Primitive deduse din formula
de derivare a produsului a doua functii

Fie f, g:1— IR doua functii derivabile pe intervalul I, cu derivatele

continue. Atunci (fg) =fg+fg. Rezulta ca fg este o primitiva a functiei
f'g + fg’' iar multimea primitivelor verifica egalitatea:

j[f x)+f(x) g(x }dx f(x)g(x)+¢ sau
[f'(x) dx+jf (x)dx = f(x)g(x)+¢, (1)
Din egahtatea (1) se obtme

[f(x)g'(x)dx =f(x)-g(x) - [f'(x)g(x)dx. (2)

Egahtatea (2) se numeste formula de integrare prin parti.

164



Analiza matematica e I. Primitive

Sa se calculeze:
a) lenxdx,x>0; b) Ixsinxdx,xe\D; c) Iarctgxdx,xell).

Solutie
a) Integrala se scrie:

2 2 2 2
jxlnxdx = J‘{X?J Inxdx =X?1nx—J.X?(lnx)'dx =X?.lnx_

2 2 2 2
—jx—ldx =X—lnx—ljxdx =X mx-X 1
2 2 2 4

!
b) Avem: Ixsinxdx= jx~(—cosx) dx=—xcosx—jx“(—cosx)dx=
=—Xcosx+jcosxdx=—Xcosx+sinx+(6’.

c) Avem: Iarctgxdx = Ix’ -arctg x dx = xarctg x — Ix -(arctgx) dx =

!

=xarctgx — Il+x dx = xarctgx - ;J‘%d}(:xarctgx—éln(l+xz>+((/.

EXERCITII S| PROBLEME

EXERSARE

El. Sa se determine multimea primi-
tivelor urmatoarelor functii:

a) f(x)=x4, xelR;
b) f(x)= 8x7,xecl;

k) f(x)=

1

2 m)fx=#,xe—oo, 2);
c) f(x)=x5,x>0; (x) \/ 2 _ ( )
d f(x)= Ux3, x el n) f(x)= ——— X< (-2, 2)

_8 va-x*
e) f(x)=x 3,x>0; o) £(x)= 21 xem
) f(x)=11x-4\/x3,x>0; VX +215

1 p) f(x)=————————,x<(0, 6).
g f(x)=—,x>0; 6-x)(6+x

) (6-x)(6+x)
h) f(x)=e*, xck; E2. Sa se calculeze integralele nedefi-

nite:

i) f(x)=2%xeR;
a) I(5x4 - 4x3 + 3x2 —6x+1)dx,

. _ 1 .
DE(x)=Ty x> xel;
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8x2./x + 7x4x/x3)dx, x> 0;

m) dx, x e (-2, 2).
j s %/_] I\/48 3x2
e) ——le dx, x> 0;
3
x’ E3. Sa se calculeze integralele nedefinite:
f).[4 21 1dx'x>%; a)j(35inx+4cosx)dx,xel2;
X —_—
30 5 b) J(2 sin? x - 3/-8 cos® x) dx, x e
g) jidx, X>—;
9x2 - 25 3 . X X
8 c) I2sm§cos§dx,xep:
h) jmdx, XED; 9 X
18 d) I2cos de,xel);
i) | ——dx, xe;
I3X2 +27 e) I2sin2§dx, xelR.
j) j(s" In5 - 4% 1n16)dx, xecR;
APROFUNDARE
Al. Sa se determine integralele nede- 2 2
finite: j)-[\/z_x +\/: *24 <V2;
3x°+x%2+x-1 x
a) j—3dx,x>0: X) J. 2x+1 A
X -~ X x>4.
b)j2x\/_ dx, x> 0; “-1e
A2, Sa se calculeze:
c) I( ¥x - 3\/ )dx x> 0; n
a) dx, x e (0, —);
:\,/—22%/7 jlsmxcosx 2
d) I +ex dx, x> 0; cos 2x

e) I(len%—lns-gx)dx, xel;

1 1
- dx, R;
f)'f[3+x2 \/3+sz *e

o j(x

x>2 +4 1
h)j Zra dx, x e k;

. Vx2-4+4
l)jxi

2_4

dx x>1;

dx, x> 2;
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dx, xek;

k) I;
V6x? + 24
1) I 7%21 dx, x> 3;

D) | o x ein®x

2
c) I[sinf— cosE] dx, xeR;
2 2

dx, x e [0.
cos? x - sin? x 2

d) jsm x> 8dx,xe[0,£);
1-cos?x 2

o) I30052X+1dx xe[o EJ_
sin? 2x ' "a)

f) I(1+tg2x)dx, Xe (0, g],

g I(l + ctgzx) dx, x e (0, gj
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A3. Sa se calculeze:

a) J'6x(3x2 + 1)7 dx, xe R;
b) Ix‘* (1—x5)5 dx, xelR;

c) Ix4 '3\/x5 +1dx, xeR;

dx, x> 0;

d)jJ_

e) I—ln4xdx, x> 0;

e) I2x sin(x2 + 1) cos(x2 + 1) dx,
xelR;

f) I4xsin2(x2 +1)dx, xelR;

2 5
I x> X5x+ dx, x el g I(tg3x+tgx)dx,xe(0, g),
x-1 cos x
—d ) R; __cosx )
g)‘[ -6x+11 *xe h)J‘desxep,
W x* - dx’xe( L 1); ) [—S02% 4 xem

Vsintx +1

2
i)jxidx,x>2; j)jsinsx'coszxdx,xel).
16 - x5

j) I 2x dx, x e ; A5. Sa se calculeze integralele nede-
x“ + finite, folosind formula de inte-
grare prin parti:

a) Ilenxdx,x>0;

X
k) Ix4+1dx,xe|l2;

dx, x > 5; b) Ixe_xdx, x> 0;

"U%
m)f

c) fsinz xdx, xe;

W d) I(X+1)cosxdx,xe|p;
e) I\/xz +25dx, xeR;

n) Ix+x dx, x e R.
+x
Ix x2 -9dx, x> 3;
A4. Sa se calculeze: g I dx, x e [0’ g );
cos? x
a) Iarctg de, -
1+x2 h) Ixarctgxdx, xelR.

Testul 1

Q1. Fie functiile f, g: R > R, f(x)=e*sinx, g(x) = e* cos x. Sa se arate ca:
a) f este primitiva a functiei f + g;
b) g este primitiva a functiei g - f.
(3 puncte)

167



Analiza matematica e I. Primitive

Q2.

Qas.

Q1.

o2.

Q3.

o1.

Q2.

Q3.

Se considera functiile f, F: (0, +x) >R, f(x)= (xz - 1) Inx si F(x)= x(ax2 - 1) .
2
-Inx - x[xg - b] . Sa se determine a, b ¢ R astfel incat F sa fie o primitiva

a lui f pe (0, + ).

(3 puncte)
Sa se determine multimea primitivelor pentru functia f : D > R, daca:
a) f(x):(x—l)z(x+1),er2; b) f(x):z;—x x,x>1;

9x” -1

) f(x)=x%*, xch

(3 puncte)

Testul 2

2x+3, x>0
Sa se arate ca functia f: R > R, f(x) = 3 admite primitive
VX +6x+9,x<0

pe R si sa se determine primitiva F care verifica relatia F(0) + F(-3) = -4,5.
(4 puncte)

Sa se demonstreze in doua moduri ca functia f:(1, +©) > R, f(x)=In(1+Inx)

este o primitiva a functiei g: (1, +©) > R, g(x)= ﬁ
x x

(2 puncte)
Sa se determine integralele nedefinite:
j- X+2

\/x2 +1

dx, xelR; b) I(x +2)e*dx, xelR; c) jsin xcosxdx, x elR.
(3 puncte)
Testul 3

Fie f, g:R >R, f(x)=x>+ax, g(x)=bxf(x). Sa se determine a, beR
pentru care g este o primitiva a lui f.
(3 puncte)

(x- x)2 e X, xe (-, 1]

Sa se arateca f: R > R, f(x)= In2 admite primitive pe
n®x
. X € (1, + oo)
X
C ox . N e . -2(e+3)
R si sa se determine primitiva F care verifica relatia F(e)+ F(0) = 3¢
e

(2 puncte)

Sa se calculeze: a) j(sin X + cos x)2 dx, xel;
)I 4- 25x +1dx,xe(—g,g); c)j dx,xe[o,ﬁ}.
4 - 25x%2 5 5 cos? x 4
(4 puncte)

168



Analiza matematica e Il. Integrala definita

Il. INTEGRALA DEFINITA

Definirea integralei Riemann a unei functii
continue prin formula lui Leibniz-Newton

Fie f:[a, b] > R o functie continua si F :[a, b] > R o primitiva a sa.

+ DEFINITIE
* Numarul real F(b)-F(a) se numeste
integrala Riemann (integrala defi- f (\ \
nita sau integrala) a functiei f pe \
intervalul [a, b].

Integrala Riemann a functiei
continue f pe intervalul [a, b] se

b
noteaza I f(x)dx si se citeste ,inte-
a

Bernhard RIEMANN
grala de la alab din f(x)dx". (1826-1866)
Asadar, integrala Riemann a Lt e e

functiei f este exprimata cu formula Este unul dintre creatorii calcu-
lului diferential si integral. A adus

b e
I a f(x)dx =F(b)-F(a) numita formula contributii importante in geome-
tri lidiana.
lui Leibniz-Newton (dupa numele Ka reeticiiciand /
matematicienilor care au pus bazele
calculului integral).

<> 0BSERVATII

. b
1. In loc de F(b)-F(a) se foloseste frecvent notatia F(x) a si se citeste

.F(x) luat intre a si b".

15> Exemplu
b
b
0_[ oxdx = x2| =b2-a2
a
a
2. Numerele a si b se numesc limite (capete) de integrare: a este
limita de integrare inferioara iar b este limita de integrare
superioara.

3. Intervalul [a, b] se numeste intervalul de integrare.
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4. Functia f se numeste functia de integrat.
5. Variabila x se numeste variabila de integrare
Astfel, j x)dx = J. t)dt = .[ f(u)du = I z)dz etc.

6. Integrala definita a unei functii continue pe un interval [a, b] este

diferita de integrala nedefinita a acestei functii pe intervalul [a, b].

De ce? Integrala definita este un numar real, iar integrala nedefinita
este o multime de functii.

7. Daca f:[a, b] > R este o functie continua, atunci:
b a a
. ja f(x)z—be(x)dx; . Iaf(x)dX=F(a)—F(a)=O.

8. Integrala Riemann a functiei f pe intervalul [a, b] nu depinde de

primitiva aleasa.
Intr-adevar, daca F si G sunt primitive ale functiei f pe intervalul
[a, b], atunci exista kel astfel incat G=F+k, iar integrala

functiei f pe intervalul [a, b] este:
b b
[Pf(x)ax = F(X)L _F(b)-F(a).

[Pf(x)dx = G(x)‘b ~G(b)-G(a)=F(b)+k-F(a)-k =F(b)-F(a).

Rezultacaj x)dx =F(x )|: G(X)|:

XKl  Sa se calculeze urmatoarele integrale Riemann (integrale definite
sau integrale):

a) If(2x+3)dx; b) J‘el
c) jogsinxdx; d) Iz 4
x2 +
Solutie

a) Se considera functia f:[1, 2] > R, f(x)=2x+3.

Functia f este functie continua pe [1, 2], deci admite primitive pe
intervalul [1 2]. Multimea primitivelor functiei f este:

If I2x+3)dx x? +3x+¢, xell,2].
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Pentru o primitiva oarecare F:[1,2] >R, F(x)=x>+3x+c, celR,
cu formula lui Leibniz-Newton se obtine:

[*f(x)dx =F(x) 12=F(2)—F(1):(4+6+c)—(1+3+c)=6.

b) Se considera functia f: [1, e] - R, f(x)= l functie continua pe
X
[1, e] fiind restrictia unei functii elementare la intervalul [1, e].
O primitiva a functiei f este functia F:[l,e]>R, F(x)=Inx.
Rezulta ca integrala definita a functiei f pe intervalul [1, e] este:

(&
=lne-In1=1-0=1.

jlf( )dx = j—dx 1nx1

¢) Se considera functia f: [0, %} >k f (X) = sin x.
Functia f este restrictia functiei elementare sinus la intervalul

{O, g} deci este continua si admite primitive pe intervalul [0, %}

O primitiva a functiei f este F : [O, %} — R, F(x)=-cosx.

T T
Rezulta ca I()gf(x)dx = j()gsinxdx = —COSX

T
3= —cosz—(—cosO) =
0

L +1= l
2 2
d) Se considera functia f: [— —} >R f(x)= 21 , functie conti-
3 2 X“+4

nua (restrictie de functie continua) si care admite primitive pe {% g}

Multimea primitivelor functiei f este:

m T
:—arct —+((’ X
2+ & 6[3 2}

Alegand primitiva F : [% g} -> R, F(x)= éarctgg se obtine ca:

N3

3

(arctgg - arctg%j = %{1 \/§J

T
5 1 1 X 1
If dx = Earctgg b

wla
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EXERCITII S1 PROBLEME

E1l.

E2.

Folosind formula lui Leibniz-Newton,
sa se calculeze integralele:

a) '[_21(6::2 —-4x + 1) dx;

b [’ (2x+1)ax;

1
)Ile[ 4 2X2de;

d) I:x&dx;
21
e) .[1 X—sdx

1o

N

Sa se calculeze urmatoarele inte-
grale:

T
a) J‘Ecosxdx;

6
b) [ sinx dx;

3

0 2 sin X X ix:
c) I_g smacosg X;

Al.

Sa se calculeze integralele definite:

1

1
D [§ ogz 40

1

1
3 .
b) IO 25x2 +1 dx;

EXERSARE

APROFUNDARE
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E3.

&
ey

|a d3wa
[

f) J‘:E(sin2 4x + cos? 4x) dx;
4

g) I:n (2 cos? g - I\J dx;

Sa se calculeze integralele definite:

a) I_llﬁdx;
b [ X; —dx;
° If x21+4dx;
@ I: Q-T-x2 axi
e) jfzxdx,

1) I;Qxlnde.

e
—y
-

&
—
Omlm n

i

ax? +
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. Sa se determine a € R astfel incat:

a
Il (2x+1)dx =10.

. Si se determine n e N’ astfel incat:
I ntl 6

——dx=1In
x2-9

7
—, n>3.
n 4

A4. Valoarea parametrului a € R pentru
care Ia (3x2 + x+1)dx =4 este:
-a
a)3; b)0; c)1; d)-1; e)2.
(Univ. de Petrol si Gaze, Ploiesti, 2002)

A5. Exista valori ale parametrului a € R
astfel incat j att (x + 4) dx = ﬂ"
a 4
(Univ. Maritima, Constanta, 2004)

A6. Sa se rezolve in R inecuatiile:

x 5
a) [ (3t—2)dts§,

b)j

Viteza unui punct material variaza
in functie de timp dupa legea v (t) =

=0,01t?(m/s). Ce drum parcurge

MSmL
t+4 2

A7.

punctul in 10 secunde?

Q Proprietati ale integralei definite

2.1. Proprietatea de liniaritate a integralei definite

B TEOREMA 1 (proprietatea de liniaritate a integralei)
Fie f, g:[a, b] > R functii continue si a € R. Atunci:

a) [ [f(x)+g(x)]dx=[ f(x)

dx+j:g(x)dx,

(integrala sumei este egala cu suma integralelor);

b) [ af(x)dx = of f(x)dx,

(constanta reala iese in fata integralei).

<> OBSERVATII

1. Cele doua afirmatii ale teoremei de liniaritate a integralei definite se
pot formula astfel: ,Daca f, g:[a, b] >R sunt functii continue si

o, B € R, atunci are loc egalitatea:

dx+BI g(x

J:[af(x ]dx ocJ.

)+Bg(x

2. Mai general, daca f;:[a,b] >R, i=1n, sunt functii continue si

o; € R, i=1, n, atunci:

I b[alfl (x) + oofy (X)+...+ oy (

++ocjf dx

x)|dx = alj f, (x dx+a2j f (x)dx +
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;5 ficali
Sa se calculeze I;(SXZ -6Xx+ 4)dx.

Solutie

Se aplica proprietatea de liniaritate a integralei si se obtine, succesiv:

1 2 1

6.2

j (3X —6X+4)dx SI x2dx — 6_[ de+4j 1dx =3- ?3 i 5

+
0

+4x|, =X3‘;_3X2 ‘:)+4x|(1) —(1-0)-3(1-0)+4(1-0)=1-3+4=2.

2.2. Proprietatea de aditivitate in raport
cu intervalul de integrare

2x+1, x e[-2, 0]
Sa consideram functia f:[-2, 1] > R, f(x)=1 1 , func-
—.x¢€(0,1]
1+x
tie continua pe intervalul [-2, 1].

Cum se calculeaza integrala definita I_lzf (x)dx?

Un procedeu de calcul al acestei integrale ar fi determinarea unei
primitive a functiei f pe intervalul [-2,1] si aplicarea formulei
Leibniz-Newton (tema).

Altfel, prin urmatoarea proprietate se va stabili un nou procedeu

de calcul al integralei definite a unei functii continue, exprimata prin
mai multe formule.

E TEOREMA 2 (proprietatea de aditivitate in raport
cu intervalul de integrare)
Fie f:[a, b] > R o functie continua si c [a, b].

Atunci I dX I dx +I dX

Cu aceasta proprietate, integrala functiei de mai sus se calculeaza
astfel:

j_lzf(x)dx=j_°2 dx+j x)dx = j(’2(2x+1)dx+jl

dX_
01+ x?

0
:(X2 +X)‘ 2+arctgx|é =O—(4—2)+arctgl—arctg0=—2+Z.
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2%, -1,0
1. Se da functia f:[-1, 1] > R, f(x) = xel ]
1+sinx, x (0, n]

a) Sa se arate ca f este functie continua pe intervalul [-1, n].

b) Sa se calculeze I_ﬂ;f (x)dx.

Solutie
a) Functia f este continua pe intervalele [-1, 0) si (O, n] deoarece

este exprimata cu ajutorul unor functii continue.
In punctul x =0 avem:
limf(x)=1m2* =1; limf(x)=lim(1+sinx)=1 si f(0)= 20 =1.
x—0 x—0 x—0 x—0
x<0 x<0 x>0 x>0

Asadar, limf(x)=1=f(0) si, ca urmare, functia f este functie
x—0

continua in punctul x =0.
Rezulta ca f este continua pe [-1, 0)U{0} U (0, n] =[-1, «].
b) Se aplica proprietatea de aditivitate in raport cu intervalul de
integrare si se obtine:
T 0 m 0 m .
I_lf(x)dx = I_lf(x)dx +J.o f(x)dx = I_12de+jo (1+sinx)dx =

0

X -1
_2 +(x—cosx)|n :L—2—+n—cosn—(0—cos0):L—L+
In2| 0 In2 In2 In2 2In2
+n—-(-1)+1= +m+2.

2In2

2. Sa se calculeze:
a) Ii‘xQ —4‘dx;

b) I_szax(x2 -1, x+1)dx.

Solutie
a) Se expliciteaza functia de integrat si se obtine functia:

—x*+4, xe[-1, 2]
f:[-13] >R f(x)= .
x* -4, xe(2 3]
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Functia f este continua pe [-1, 3]. Aplicand proprietatea de adi-
tivitate in raport cu intervalul, rezulta:

[ - s [ (2 [ (2B 5|

3
3
X _ax

2

2

-1

=9+(E—4]=3—4.
3 3

b) Se expliciteaza functia ,max" pe intervalul [—2, 2] si se obtine
succesiv:

xz—l, dacax?-1>x+1

g(x)zmax(xz—l,x+1)={ . xe[-2,2].

~ x2 -1, x e[-2, 1]
g(X)_{x+1, xe(-1 2] '

X +1, dacax+1>x2+1

Functia g este functie continua pe intervalul [-2, 2].

Rezulta ca Iig(x)dx = Jimax(xz -1, x +1)dx = I:;(Xz —1)dx+
3 -1 2 2
+.[21(x+1)dx:[x——xJ +[X—+xj :(2_1}{5_1):@_
- 3 ), 2 3 2)” 6

1
2.3. Proprietatea de monotonie a integralei definite

= TEOREMA 3

Se considera functiile continue f, g:[a, b] > R.
a) Daca f(x)>0, V x €[a, b], atunci I:f(x)dx >0,
(pozitivitatea integralei).
b) Daca f(x)<g(x), V x €[a, b], atunci I:f(x)dx < j;g(x)dx
(monotonia integralei).

Froblemdi veyolvald

Fara a calcula integralele, sa se demonstreze inegalitatea:

Igln(x+1)dx > J.:; X dx.

x+1
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Solutie:

Fie functiile f, g:[0,e] >R, f(x)=In(x+1) si g(x)= . Se va

X+1
demonstra ca f(x)>g(x), vV x€[0, e].

Definim functia h:[0, e] > R, h(x)=f(x)-g(x), functie derivabila
X
(x+ 1)2 .
Pentru x €[0, e],h'(x) > 0. Rezulta ca functia h este strict cresca-
toare pe intervalul [0, e] si 0=h(0)<h(x)<h(e), V x€][O0, e].

pe intervalul [0, e] cu h'(x) =

Asadar, h(x)>0, V x€[0, e], adica In(x+1)> X .
X+

.V x€[0, e].
Aplicand proprietatea de monotonie a integralei, se obtine ca:

I;ln(x+1)dx > j; X dx.

x+1

[ CONSECINTA 1 (proprietatea de medie a integralei)
Fie f:[a, b] >R o functie continua si m, M eRdoua numere

reale, astfel incat m<f(x)<M, V x €[a, b].
Atunci m(b-a)< jabf(x)dx <M(b-a).

Demonstratie
Intr-adevar, aplicand proprietatea de monotonie a integralei pentru

functia f si functiile constante m si M pe intervalul [a, b], se obtine:
b b b
f . mdx < Ia f(x)dx < I . Mdx, relatii din care rezulta inegalitatile
din enunt. A
> OBSERVATIE
e Functia f:[a, b] >R continua pe intervalul compact [a, b] este

marginita si isi atinge marginile.
Daca m = inf{f(x) | xela, b]} si M= sup{f(x) | xela, b]} atunci are

loc relatia: m(b-a) < I:f(x)dx <M(b-a).
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Froblemdi veyolvalds
Sa se demonstreze inegalitatea: 1< I ;exz dx <e.
Solutie
Functia f:[0,1] > R, f(x) = eX este functie continua pe [0, 1], deci

este functie marginita. Pentru determinarea marginilor m, M e R,
studiem monotonia functiei.

Deoarece f'(x)= 2xeX >0,V x ¢ [0,1], rezulta ca functia f este
crescatoare pe [0, 1]. Rezultaca m=f(0)=1si M=f(1)=e.
Aplicand proprietatea de medie, se obtine:

1(1-0)< J.; eXdx < e(1-0) si problema este rezolvata.

E CONSECINTA 2 (modulul integralei)

Fie f :[a, b] > R o functie continua. Atunci are loc relatia:

U:f(x)dx

egal cu integrala modulului.)

< J'ab|f (x)|dx. (Modulul integralei este mai mic sau

Demonstratie
Intr-adevar, din proprietatile modulului, au loc relatiile:

—|f(x)| <f(x)< |f(x)| V x €[a, b].
Aplicand monotonia integralei pentru functiile continue f si |f| se

obtine: —I:|f(x)| dx < I;f(x)dx < J.:|f(x)| dx.

Asadar, f;f(x)dx < j;|f(x)| dx. |

@MMW
Fie f:[a, b] > R o functie continua pe [a, b] si MeR astfel incat

|f(x)| <M, V x €[a, b]. Sa se arate ca I:f(x)dx

<M-(b-a).

Solutie
Din consecinta 2 si proprietatea de monotonie a integralei rezulta:

[P0y = (o < ] "M~ (b—a).
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EXERCITII S1 PROBLEME

El.

Sa se calculeze integralele urma-
toare aplicand proprietatea de lini-
aritate a integralei:

a) Ii(xz -6x+ 4) dx;

b) I:(4x— 3&) dx;
c) I§(3sinx - 4 cos x)dx;
E

1+x

d)'f1 3 dx;

*x +2x%2 - x
e) .[?75(1’“
= X
2

dx.

le2+2
0x2 .1

E2. Sa se calculeze integralele aplicand

E3.

proprietatea de aditivitate a inte-
gralei in raport cu intervalul:

a) Ii\x - 2|dx;

b) [, |sinx|dx;
T2
5n

c) '[o?\cos x| dx;

d) J._zl‘l - xz‘dx.

Sa se arate ca functiile f : D > R
sunt continue si sa se calculeze
integralele acestora:

g 2x+3, xe[-1,1]
2 1(x)= 6x> -1, xe(1, 2] '

4x3 -3, xe[-2, 1]
B) £ (x) = = xe(l e]

EXERSARE

E4.

E5.

E6.
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1+x2, Xe[—l, 0]

1 xe(o ﬁ}
\/1—x2, T2

Fara a calcula integralele, sa se
arate ca:

c) f(x)=

sinx
a)f
0 24cosx

b) .[o (2x -x )e_xdx > 0;

dx > 0;

3

c) I1§3 3 _3xdx<0;
o . 3

d [, sin®dx<o.
T2

Folosind proprietatea de monoto-
nie a integralei, sa se arate ca:

a) I_l (x2 - 3x)dx < I_11(2—2x)dx;

dx;

)J'2X 5

2x-4
L xrr %22

1x+2

c) Iz \/x+2dx2.|‘2 xdx;
d) I:lnxdxsjf(x—l)dx.

Fara a calcula integralele, sa se veri-
fice ca:

a) -15< I_32(2x +1)dx < 35;

b) osj;(1+2x—3x2)dxsf;

3
0x+2 1

c) —2sj_lx_1dxs—5,
6 x2

d)— j dx < 10;
4x+2

8 1 x3-3
e) ESJ_IdeS&

i) 2\/55“‘_11\/1:2 +3dx < 4.
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sunt continue si sa se calculeze
integralele lor:

a) f:[-3, 2] >R,

f(x)= max(x , x+2)

b) f: [—g %}—m
f(x)=min(tgx, tgsx):

c) f:[0,3]> R,
f(x)=|x-1+|2x-4;

d f:[-3, 3] >R, f(x)=‘2x+x2‘.

A2. Se considera functia f:[-1, 1| > R,

A4.

A6.

2
. Sa se calculeze .[-1

6x+2, xe[-1, 0]
f(x)= .
4*-a, xe(0,1]
a) Sa se determine acR astfel

incat f sa fie functie continua.
b) Pentru a=-1 sa se calculeze

j_‘lf(x)dx.

2 g
. Daca I = .[o e*'dx, atunci:

a)I=2e-2; b)I=e¢;
dI=2-¢ &¢€lI=e+1.
(Univ. Ovidius, Constanta, 2002)

c)I=3

Sa se calculeze valoarea integralei
2
1=[" (x-1+[x+1f)ax

(Univ. Transilvania, Brasov, 2005)

+|x

Fie functia: f: R > R,

f(x) e*+ax,x<0 L ach
COS X, x>0 )

APROFUNDARE

Al. Sa se arate ca urmatoarele functii

A7.

A9.

AlO.
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Sa se determine a < R astfel incat
n 1

[l f(x)ax> -

(Univ. Tehnica, Cluj-Napoca, 2005)

Folosind proprietatea de monotonie
a integralei, sa se arate ca:

a) .[_21 e*tldx > 1_21 e*dx;

b) I_z eX dx > I_z (x2 + l)dx;

c)j 1nxdx<j ! ax;
d) Io(x+1)m(x+l)dxzjlarctgxdx;
e) jflnx“dx >[2 2X+1

. Sa se arate ca au loc relatiile:

a) 2\/—<j' eX dx+j'1 el X dx<1+e

b)—<.[ \F dx<\/—
1
3 I \/2+x x2 \/—
E<I§ COSX 4x<T
9_ 0 +cosx 6’

Fie n € (0, + »). Sa se arate ca:

2n
0 <I < si sa se calcu-
01+x 2n+1
2n
leze lim I
n»o’'01+x

Fie functia f:[0, 1] > R continua
pe [0,1] si I, = I;x“f(x)dx,

n e (0, +»). Folosind modulul inte-

gralei, sa se arate ca lim I, = 0.
n—»w
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o1.

02.

Qas.

0o4.

o1.

Q2.

Q3.

Testul 1
Sa se calculeze:
-15x3+4 2 10
a) — ———dx; b) ——dx.
[t 21

(4 puncte)

Sa se determine functia f:R> R, f (x) =ax? +bx+1, a, beR, care satisface
conditiile: 3f(2)-f'(-1)=-8 si I x)dx —g

(3 puncte)

Sa se calculeze I_llf(x) dx, stiind ca f(x)= min(x, ln(l + xz))_

(2 puncte)
Univ. Transilvania, Brasov, 2005

Cildura specifici a unui corp la temperatura t este egala cu c(t)=0,2+
+ 0,001t. Ce caldura este necesara pentru a incalzi un gram din acest corp de

la 0°C la 100°C?

Testul 2
Sa se calculeze:
V3 ( 3 1 ) ( 1 )
a) + dx; b) dx.
J“ﬁ x+3 9+x2 '[ cos? x 2sm2x

(4 puncte)

Sa se compare numerele I Inxdx si I x—ldx.
(3 puncte)

Se considera functia f: R > R, f(x) = ‘xz + ‘xz - x‘ - 1‘ .

Daca I = j 2 f(x)dx, atunci:

a)I—4—9 b)1=§; c)I=§; d)1=3-

6 6 3 3

(2 puncte)

Admitere ASE, Bucuresti, 1999
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0 Metode de calcul al integralelor definite

3.1. Metoda de integrare prin parti

[ TEOREMA 4

Fie f, g:[a, b] > R functii derivabile cu derivatele f' si g' conti-

" (x)g(x)dx.

b , _ b
nue. Atunci .[a f(x)g'(x)dx =f(x)g(x) | N —Ia
(Formula de integrare prin parti)
Demonstratie
Functia fg este functie derivabila pe intervalul [a, b], fiind un
produs de functii derivabile si (fg)' =fg + fg". Rezulta ca functia fg este o
primitiva a functiei f'g +fg'.
Aplicand formula lui Leibniz-Newton, se obtine:
br,, , b
Ja ['(x)g(x)+f(x)g (x)]dx =f(x)g(x) | L (.
Din proprietatea de liniaritate a integralei si relatia (1) rezulta ca:
b_, b . B ' b . .
Ia f'(x)g(x)dx + Ia f(x)g'(x)dx =f(x)-g(x) | .- cgalitate din care
se obtine relatia din enunt:

[P1(x)g(x)dx =f(x)g(x)|" - [

1. Sa se calculeze urmatoarele integrale, utilizand metoda de
integrare prin parti:

a) Ilzxexdx; b) Ilelnxdx; c) ngcosxdx;

"f(x)g(x)dx. W

a

1 V8 > 1
d) JO\/1+x2dx; e) J‘\/gx x2 -4 dx: f) J’zcos‘Lde'

Solutie
a) Se alege f(x)=x, g'(x)=e* si se obtine f'(x)=1, g(x)=e".
Conform formulei de integrare prin parti rezulta:

2 2 2 2 2
.[1 xeXdX:xeX‘l _.[1 e’dx = xe” ‘1 _ex‘l :(262_6)_(62_6)262'
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b) Se alege f(x)=Inx si g'(x)=1. Se obtine f'(x)= l g(x)=x.
X
Aplicand metoda de integrare prin parti avem:
€ €
jllnxdx=xlnx|f—jlldx (e-0)-x|{ =e—(e-1)=1.

c) Fie f(x)=x si g'(x)=cosx. Avem f'(x)=1 si g(x)=sinx. Cu
aceasta alegere, aplicand metoda de integrare prin parti se obtine:

T T
oncosde=XsinX|g _Io sinxdx=0+cosx|g =-1-1=-2.

> COMENTARIU
Daca s-ar face alegerea f(x)=cosx, g'(x)=x, atunci metoda de

integrare prin parti ar conduce la egalitatea:
T

2
b1 X 1¢n .

I xcosxdxXx =—cosXx +—I x2 sin x dx.
0 9 2J0

Se observa ca integrala rezultata in membrul al doilea este mai
complicata decat cea initiala. In astfel de situatii se face o noua alegere
pentru functiile f si g'.

d) Alegem f(x)=v1+x* si g'(x)=1. Rezulta ca f'(x)= £ s
V1+x2
g(x)=x.
Aplicand metoda de integrare prin parti se obtine:

1
I;V1+X2dX=I;(X)I 1+x2dx =xv1+x2 —J.;X-\/li(?dx=

1+x 1 5
mdx V2 - I (—% =\/§—IO\/1+X dx +

11 1 1
L ax=v2- [ ViexZdx+l ( Ji 2)
+J‘o — X Io +x%dx +In{x +V1+x .

+ln(1+\/§).
Asadar, I1\/1+x2dx:@—J.I\/1+X2dx+ln(1+\@), relatie din care

se obtine 2_[ V1+x2dx = \/§+1n(1+\/7) 51J V1+x2dx = [ 2+1n(1+\/_)J

0

3!

=\/§—j.01 1+x2dx +
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> COMENTARIU

Calculul acestei integrale putea fi pornit amplificénd radicalul cu

-~ . . ~ . 1
el insusi, obtinandu-se succesiv: IOV1 +x2dx = I

:J';\/lidx+1 \/T

I \/T

11+x2

N
dx+j (m)dx

Din acest moment, prima integrala se calculeaza folposind formula

lui Leibniz-Newton pentru primitiva F(x)=1n éx +/1+x2

, iar cealalta

integrala se calculeaza folosind metoda de integrare prin parti alegand

f(x)=x, g'(x)=

X
V1+x2

si, ca urmare, f'(x)=1 si g(x)=\/1+xz.

' 1
Se obtine: I;X(\/1+X2) dx = xv1+x2 ‘ —j;\/1+x2dX=J§—J; 1+x2 dx.
0
Asadar, I; 1+x2dx=ln(1+\/§)+\/§—I;\/1+x2dx, deci

_[; 1+x2dx =%[\/§+ln(1+\/§)]

e) Sa amplificam functia de

integrat cu x2 4.

Avem:

NN Bx®-ax
\EX xX“ —4dx ﬁﬁdX—
B xS V8 x
_Iﬁ /X2_4dx_4jﬁ /X2_4dX=
—4x2 - ‘ -4, (1).

Pentru calculul integralei I;
se foloseste metoda de integrare
prin parti, obtinand:

Ilzjﬁxz
2J.\/_X\/X 4dx=11- 2J.J_

ﬁ TEMA DE PROIECT \

Sa se verifice urmatoarele egalitati
(in conditiile de existenta):

1!

= %|:X\/X2 +c2 +c? ln(x +Vx2 + cz)]
2. J.:sz = czdx =

=%[X\/x2 -c2-¢? ln‘x+ Vx2 - ¢
3. ]!

kz |:X\/ c? —x2 + c? arcsin fj

x2 + c2dx =

b
H
a

b
H
a

}

c? —x%dx =

b

a -

J8
:J-fxz(\lxz—4) dX=X2\/X2—4‘ -
5 NG

4dX

Se observa ca I; contine si integrala de la care s-a pornit.

Inlocuind pe I; in relatia (1) se obtine in final: Ij_jx X2 -4dx ==

7
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f) Pentru inceput, se scrie 1= sin? x + cos? x si apoi se distribuie

numitorul comun la fiecare termen al numaratorului. Se obtine
succesiV'
T
3 3 = sin? x + cos> x 3 = sin? x 3 1
I 1 j ———dx + J. - 5 dx =
cos X cos” X 4 Cos™ X 4 Cos”x

4

[Stgx L dx+th|3_f3thth)dX+(*/§ 1)=(¥3-1)+1. @.

COS™ X 4 4

4
Pentru integrala I, se aplica metoda de integrare prin parti si se
obtine:
n b
I = j 3tg x-(tgx) dx = tg®x f’t ZIT?tng-(tgx)'dX =3J3-1-2I,.
4 4 4
Rezulta ca [ = SE — 1, (3)

1 6vJ3 -4
1 dx = .
cos™ X 3

Din relatiile (2) si (3) se obtine in final ca J.

Ala o a

X 2. Sa se gaseasca o formula de recurenta pentru sirul de integrale

(I,). I = J‘Oisinn xdx, n eN.
(Bacalaureat 2002, Sesiunea speciald)

Solutie
T
T

Pentru n=O:>IO=I()5dX=X|;:§.

T
Pentru n=1=1, = j2smxdx —cosx|2 =

Pentru n>2 vom aplica metoda de integrare prin parti alegand

f(x)=sin"'x si g'(x)=sinx. Rezulta ca f'(x)=(n-1)sin™ ?x-cosx,

g(x)=-cosx, iar integrala I, devine:
L T

= —sin™! x-cosx|05 +J.05(n—1)-sinn_2

I, x-cos? xdx =
r T
:(n—l)jgsinn_zx-coszxdx :(n—l)J.OZSinn_zx-(l—sin2 x)dx =

= (n—l)j(?sinn_2 x dx —(n—l)I()Esinn xdx=(n-1)I,_, - (n-1)I,.
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Asadar, I, =(n-1)I,_, —(n-1)I,, relatie din care se obtine urma-

toarea formula de recurenta: I, = n—_lln,z, neN,nx2sil,= g I, =1.
n

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE

El. Sa se calculeze folosind metoda de || E3. Sa se calculeze folosind metoda de
integrare prin parti: integrare prin parti:

a) I;xezxdx; a) I Vx2 + 4 dx;
b) I;(Zx—l)exdx; b) Ioﬂlle_xzdx;

o [‘xnxdx; & [ x*Inxdx; o [*Vx? -5 ax;
3
2 1
e) jle lnzxdx; 1) Ielnx d) IOX\/x2+1dx.
E2. Sa se calculeze folosind metoda de || E4. Sa se verifice egalitatile:
integrare prin parti: a) I(I) xeX2dx = lz;
e

m

a) j()Z(x+1)sinxdx; . (=
. x b)IZexsinxdx=— e2 +1(;
T r 2 o 2

b) I(i)ixsinxdx; c) Igsin x dx;

c) I;(x+arcsinx)dx= 11:;1;

d) j2 X dx. .
Sln X
d) I:lenxdx=2e9+1

APROFUNDARE
g I;(x + x3) exzdx;

Al. Sa se calculeze integralele:
a) Ijl x3e*+ldx;
h) I:x“ Inxdx, neN;

\Exln(x+\/1+x2)

b) Ile x1n? x dx;

1
c) [x +In(1+ x> ]dx; i) dx.
J‘O ( ) "-0 \/1 + X2
1 2 ) a.
d .[ o ln(x VA 1) dx; A2. Sa se calculeze integralele:
T
e) I: sin (In x) dx; a) Ioicos?’ xdx;
ﬂfﬁxlo x dx; b) [ " xsin2 X dx;
1 g3 ; .fo x sin 2 x;
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1
c) I 02 x arcsin x dx;

1

d) Io arctg x dx;

e) I " xsinE . cosfdx;
-n 2 2
1 .

f) j‘ earesin de;
0

b4
14— dx;
8 JO 1+ cos2x

h) I3XCOSde.

SIl:l'l.3 X
6

A3. Sa se calculeze integralele:

a) ,[ 1 xarctg x

v1+ x>
b) I ﬁxarctg\/x —1dx;

3
c) IOZ

arcsin x dx;
2\3
(1-=7)
1

d) jgarcsin (Zxxll —x2 ) dx;

e J‘\/*( xXxarccosx dx;

2) f1_x2
-
f) IOZ (arcsin x)%dx.

A4. Sa se calculeze:

a) .[(?n

b [

c) j;z (\ln x|+ %[ln x]]dx

x |sin x| dx;

- x‘ e*dx;

A5. Sa se determine a > 0 astfel incat:

a) I:+1(3x -2)e*%dx = 3;

b)jog(xz—ax)-sinxdx=n:+8—3a2.

187

A8. Fie I,

AG6. Sa se calculeze integralele:

a) I;xlexz + 4 dx;
b) I;x3\/x2 +1dx.

A7. Sa se calculeze urmatoarele inte-

grale:

a) J‘lzlnx'g(x)dx, unde g:[L 2] >R,
g(x):max(x+1, x2—1);
b) I_zlexf(x) dx, unde f:[-1, 2| >R,

f(x)= min(x, xz).

1

= on“exdx, neN. Sa se
arate ca:

a)I,+nl, ;=e VneN;

b) (I,) este monoton si marginit.

A9. Se considera sirul (I,),

ki
=Igcos“xdx, neN.

a) Sa se calculeze Ig, I;, I,.

b) Sa se studieze monotonia sirului
(Tn)-

c) Sa se gaseasca o formula de recu-
renta pentru I, folosind metoda de

integrare prin parti.

A10.Fie sirul (I,), I, =I;(1—x2)n dx,

neN.

a) Sa se arate ca I, -(2n+1)=2n-
I,4,VneN.

b) Sa se determine formula terme-
nului I,.

c) Sa se arate ca I, = cﬁ —%C}l +

n
+1C,2, —...+¢
5 2n+1

ne
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1 *
All.Fie sirul (I,), Io = [ e ™dx si +n-I, 4, neN.
n! 1
1 . 3 a: L= |e—— —
I, =Ioe_xxndx’ neN. c) Sa se arate ca: I, o [e ol
a) Sa se calculeze I, I; si I,. 1 _l) neEN.
1! 1)’

b) Folosind metoda de integrare
(Bacalaureat, 2002)

. Xogs o < 1
prin parti, sa se arateca I, = -—+
e

3.2. Metode de integrare prin schimbare de variabila

3.2.1. Prima metoda de schimbare de variabila

=] TEOREMA 5
u f
Fie J ¢ R un interval si functiile [a, b|]>J—R cu proprietatile:
a) u este functie derivabila cu derivata continua pe [a, b];
b) f este functie continua pe intervalul J.

Atunci I:f(u(x))u'(x)dx = J.r((;)f(t)dt.

(Prima formula de schimbare de variabila)

Demonstratie
Functia f este continua pe J, deci admite primitive pe intervalul J.

Fie F o primitiva a ei. Atunci functia Fou este o functie derivabila pe

[a, b] si (Fo u)' (x) = F'(u(x)) u'(x) = f(u (X)) -u'(x), x e[a, b].

Rezulta ca Fou este o primitiva pentru functia (fou)-u’. Aplicand
formula lui Leibniz-Newton, avem: I:f(u(x)) -u'(x)dx = (F ou)(x) |Z =
= F(u(b))- F(u(a)), (1)

Pe de alta parte, aplicand formula lui Leibniz-Newton pentru
integrala din membrul drept al egalitatii din concluzie rezulta:

J ;&)f(t)dt =F(t)| 1) = F(u(b))-F(u(a)). @

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca J‘:)f(u(x))'u'(x)dx Zj;l((;)f(t)dt

si teorema este demonstrata. B
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> COMENTARIU METODIC
Prima formula de schimbare de variabila se aplica in mod practic
astfel:

u f
* se identifica functiile [a, b]>J > K;
* se determina noile limite de integrare u(a) si u(b);
. u(b)
e se calculeaza J u(a) f(t)dt.
Functia u se numeste functia care schimba variabila.

1. Sa se calculeze:

T
a) I()EsinS x cos x dx; b) Iol dx;
+x5

2 2
c) .[0 (2x-1)e™ *dx; d) J
Vx*+1
Solutie

a) Se considera functia u: [0, g} — [0, 1], u(x) =sinx, derivabila,
cu u'(x)=cosx, X e {O, %} si u’ continua. Noile limite de integrare sunt

u(0)=0, u(zj 1. Functia f:[0,1] > R, f(t) = 3 este functie continua
pe [0, 1]. In aceste conditii integrala se scrie:

b T 3 1
I()Esin3xcosxdx = _[05u3 (x)u’(x)dx = .[:((Oz)jf(t)dt - j;tSdt :% :i'
0

b) Se alege functia u:[0,1]— [0, 1], u(x):xS, functie derivabila

cu derivata u'(x) = 3x2, x e [0, 1], functie continua.

Rezulta ca u(0)=0, u(l)=1. Functia f:[0, 1] > R, f(t) = este

+t2

functie continua. Aplicand prima formula de schimbare de variabila se
obtine:
2 ,
Jo =5 Do & =5 Ju 04 - 5 o -
01+x 3°01+u”(x) 37u 01+t

1

:larctgt :l
3 o 93

a3
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c) Se considera functia u:[0, 2] - [—i 2}, u(x)= x2 —x, deriva-
bila si cu derivata u'(x)=2x-1, x €[0, 2], continua.

Functia f: {—i 2} — B, f(t)=€' este continua pe {—i 2}. Noile
limite de integrare sunt u(0) =0, u(2)=2. Integrala se scrie astfel:
I§(2X - l)exz_xdx = jju'(x)eu(x)dx = Jr((j))f(t)dt = Ijetdt =e' ‘(2) —e? -1.

d) Se alege functia u:[0, 2] — [0, 4], u(x) = x2, functie derivabila

cu derivata u'(x)=2x, x€[0, 2], continua. Noile limite de integrare

1 1
sunt u(0)=0, u(2)=4, iar functia f:[0, 4] >R, f(t)==- este
Vt2 +1
functie continua pe intervalul [0, 4].
In aceste conditii, integrala data se scrie:
2 X 1,2 u'(x) u(2) 41 1
X ax=—f L ax- (Hdt =["= dt =
4
=%-ln(t+\/t2 +1) :éln(4+\/ﬁ).
0
Xl 2.Fie a>0 sif:[-a, a] >R o functie ™
o . Ne reamintim!
continua. Atunci: .
Functia f:[a, b]>R
a) .[ x)dx = 2.'. x)dx, daca feste este functie para daca
functie para f(—x)=f(x).V x €[a, b]
b) J. x)dx =0, daca f este functie si functie impara daca
f(—x)=—f(x), vV x e[a, b].
impara. _ J
Solutie

Din ipoteza ca f este functie continua pe [-a, a], rezulta ca f este
functie integrabila pe [-a, a]. Aplicand proprietatea de aditivitate la
interval, se obtine:

[* f(x)ax=[° f(x)dx+ [ Tf(x)dx, ().

Dar [ f(x)=-] “f(x)dx.
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Pentru aceasta ultima integrala aplicam schimbarea de variabila
luand u(x)=-x, x €[0, a] si obtinem:

—jo_af(x)dx = j()_au'(x) . f(—u(X)) dx = IE(((;)a)f(—t)dt = I:f(—x)dx =

I;f (x)dx, daca f este functie para
= , (2).
—J.(?f (x)dx, daca f este functie impara

Din (1) si (2) se obtine, pe rand:
a) I x)dx = 2j x)dx, daca f este functie para;

b) J _af (x)dx =0, daca f este functie impara.

Sa se calculeze:
T

a) I 2 ex sin x dx;
T2
2n
b) f %n cos x dx.
3
Solutie

a) Functia f: [—g g} -k f (X) —e* .sinx este functie impara. Re-

T
zulta ca I 2n f(x)dx =0.
)

b) Functia f: {—% %} — R, f(x)=cosx este functie para. Re-
2n 2 2n 9
zulta ca I 3, cosxdx = 2_[03 cosxdx =2sinx | 03 —2sin2t = /3.
T3

2
3. Sa se calculeze 1= j§ x? - 4x + 6 dx.
2
Solutie
Expresia de sub radical se scrie sub forma canonica astfel:

X2—4X+6=(X—2)2+2.
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Pentru integrarea prin metoda schimbarii K \
Ne reamintim!

. . 3 1

de variabila, alegem functia u:[é, 2}—)[—5, O} o ax2 +bx +C =
u(x)=x-2, derivabila si cu derivata u'(x)= | _ (x+£j2 LA

3 2a 4a°
=1, xe|—, 2|. Noile limite de integrare sunt . .

2 (forma canonica a

expresiei de gradul 2)

u(ng—%,u@):O. \ j

Functia f: {—% O} — R, f(t)=Vt* +2 este continua pe [—% O}.
In aceste conditii avem I = I§1/u2 (x)+2-u'(x)dx = .f_ol\/tz +2dt =
2 2
1 = —\1|° 3
:5[‘[ t2 +2+21n(t+ t2 +2)” . =1n\/§+§.

1

4. Sa se calculeze integrala: I = dx.
0 CcoS X
Solutie
Ccos X T cosx n (sinx)'
Metoda 1. Avem I= j6 dx = 6—2dx=j6—2dx:
cos? x 01-sin“x 01-sin“x
1
1
=—|2 21 dt = —Ln/t=L —1 J3.
0t2-1 2 |t+1

Metoda 2. Exprimam cosx in functie de Ve Y
Ne reamintim!

tgE si avem:
5 ' 2tg >
! o Sll’lX——z;
X 2X
n1+tg — ( j 1+tg” —
=[5y 2
1- th ——1 1— tg =
2 2\/—2 ® COSX =
2-y3 1 t-1 1+tg—
-2 dt=-In|— = In+/3.
Jo t2 -1 t+1]|, V3 (& 2
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2tgx

2X+Sil’12X

g
5. Sa se calculeze integrala 1= I(;Z dx.

4 cos
Solutie
Exprimam sinx si cosx in functie de tgx si avem:

J,2tgx (1+tg2X) J-fztgx tgx) dx — (" Ne reamintim! )
4 +tg?x 4 +tg’x . sin®x — tg’x :
o ( +t2) . 5 1+tg’x
:Io—z :J.O—zdtzln(t2 +4)‘ =In=. |, cos2x—— 1
4+t 4+t 0 4 1+tg2x

- )

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE

E1l. Folosind prima metoda de schimbare || E2. Sa se calculeze folosind prima me-

de variabila, sa se calculeze:
2 6 .
a) .[1 (x-3)"dx;

b) I_11 6x2 (2x3 + 1)4 dx;

o) j2 1

1(2x+ 1)3
d) I: 3(x - 2)dx;
e) J‘_o 4x3Vx* 1 1dx;

ﬂf (2x +3)

g I dx;

x% +1

1 2x+3

h) —_—_———

j—l x?>+3x+5

J3 2x
0[5

dx;

— g dx;

dx;

’

) 2 3x2
J '[0 16 — x°
3 1
k) —_—
'[1 4x? + 3

1 2x
D J°x4+1

dx;

dx;

E3.
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toda de schimbare de variabila:
a) I ! xexzdx;

b)j

T
c) IO2 e X . cos x dx;

3—2x

etl 1
1

ln3 b’

\/1 x4 o

e) I} - dx;

0%

98 = u
2 Jx%-1
2
1 x
h) | ——dx
'[0 Vx€ +1
Sa se verifice daca urmatoarele ega-

litati sunt adevarate:

z 1
a) IgcosSxdx:E;

T
b) Ifsin4xdx=—%;
a
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sin 2x b4 RE) 1 63
c)J-ol+sm x 4 .[12 P dx = —3.
.3 2 \/1 x2 . arcsin? x T
d) I 1x2+lal'°tg de‘%’ E4. Sa se arate ca:
3 1 1 a) I_s X *! . gin% xdx - 0;
€) I,}—z«sin—dx=§:
= x X
b) J-z b4 arctgx -o.
2Jx*+x%2 +1
APROFUNDARE
Al. Sa se calculeze utilizand prima || A2. Si se calculeze integralele:
metoda de schimbare de variabila: ) I e Inx d
% _dx:
a J~1 x2 + 4x dx 1x2+lnx)
1x3 1 6x2+1 b)J. N S
b) j;%dx xx/l In2 x
3x“ +1
c) f L ax;
) 4 3V% dx: 01 +e*
C J‘l T X,
d) f dx,
3- 2x
d) */— Xx; 2x
J“’ 2x2 +1 e) Illnzzildx;
e —
1X (1 + x2) X
€) ——7dx; m2 |e*-1
.[O 1+x4 ﬂ-[l:\/i ex+1dx°
VB 2x+1
) I /2x +8 A3. Sa se calculeze integralele:
cos x
g I (3=~ 1) - ) Io sin” x — 4dx,
7 1 . smx
h) I—l 4 3 dx; b) Io dx;
(x+2) cos’x+3
V3 1 cosx —sinx
i dx: c 47dx;
)Il xZ 11 ) 0 sinx +cosx
2 1 K
)] ,[ 2 dx; d) I\/:x«sin x2 . cos x2dx;
2 _[.2 0
/3 XVX -1 .
K) j%T/_dx; e) j;(tg3x+tgx)dx
6
[, dx; A3
szVx +x241 ﬂj‘gctg x dx;
6
m) j Vx? + 6x + 10 dx; -
-1 g IE COSX 4.
n) I:\/—x2+7x—6dx; °Ja-sin®x
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A4.

A6.

T .
h) I 5 sin 2x dx:
sintx +1

I 1 arcsm X

i)

X;

sinx

|4 —————dx.
¥ J.O cos x+/cos 2x

Sa se calculeze integralele:

T
a) Ig sin x - cos 3x dx;

ki
b) I 1? sin 2x - sin 4x dx;
6

2
c) " cosax - cosbxdx, a, be N;
o

T
d) .[(? sinx - sin 3x - cos 2x dx;

. Sa se calculeze integralele:

T
— 1 —
a) | 2 dx; b) |2 dx;
)-[Esinx )'[%sin4x *
|
c) dx; d) |2 dx;
'[0 cos? x I% sin®
o) J- __cosx
\/7 + cos 2x

Sa se calculeze integralele:

a)

IO 1+smx

)I sin x
_£1+smx

)j —dX;
01+sinx+cosx
2tgx + tg —

g g4

T
d (3 dx;
0 9cos?x +sin®x

T

2 1
e) | 3 dx;

I% tg®x

T
] I 4 —1 5 —dx;
= COS x-sin“x

of¢

h)

.
0 sintx + cos4 X

T2 _sinx
22" 2% d4x
0 2+cosx

A7. Sa se calculeze integralele:

= sinx
ILL=|2———dx;
0 sinx + cos x

= cos X
12 = 27.
0 sinx + cosx

A8. Se dau urmitoarele integrale:

m .

= sin x
I=|2——————dx,

01+sinx+cosx

m

= cos X
J=|2———dx.

01+sinx+cosx
Sa se calculeze I+J, I-J, 1, J.

A9. Calculand in doud moduri inte-

1 »
grala ‘|‘0(1+x)"l dx, neN, si se
0 1 n
arate ca: —“+C—“+...+ Cn =
2 n+1
2n+1_1
T n+1

A10. Calculand in doua moduri integrala

I;x(1+x)n dx, neN, si se arate ca:

cd ¢} ct n-2%1 41
e = .
2 3 n+2 (n+1)(n+2)

195



Analiza matematica e Il. Integrala definita

3.2.2. A doua metoda de schimbare de variabila

[ TEOREMA 6
u f
Fie functiile [a, b]—>[c, d] >R cu proprietatile:
a) u este functie bijectiva, u si u' sunt functii derivabile cu
derivatele continue pe intervalul [a, b];

b) f este functie continua pe intervalul [c, d].

. (b u(b) -1y
Atunci Ia f(u(x))dx = _[u(a) f(t)(u ) (t)dt.
(A doua formula de schimbare de variabili)

Demonstratie
Functiile f si u fiind continue, rezulta ca fou este functie

continua pe intervalul [a, b], deci admite primitive pe [a, b]. Fie G o
primitiva a functiei fou pe intervalul [a, b].
Conform formulei lui Leibniz-Newton se poate scrie:

I:f(U(X))dX =G(b)-G(a), (1.

!

e e, 6420 0 0=l 1)
(u ) (O =f(0)-(u) (v),
Rezulta ca Is((;)f(t)(u—l ), (t)dt = (G . u—l)(t) :E:;

Din relatiile (1) si (2) se obtine relatia din enunt. l

Jx

% 1. S3i se calculeze _[ 8 dx.
I x+1
Solutie
Avem Vx Vx = f(u(x)) x €[1, 3].

x+1 (\/;)2 +1
Alegem functiile u:[1, 3] - [1, J3 ] u(x)= Jx, functie bijectiva si

derivabila si f: [1, J3 ] >R f(x)= 2X = functie continua.
X° +

Functia inversa u!: [1, J3 J —[1 3], ul (t)= t2 este functie derivabila
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cu derivata (u‘l)’ : [l, J3 J - R, (u_l)’ (t) =2t, functie continua.

Aplicand formula a doua de schimbare de variabila se obtine:

jgf dx—j ))dx=_[u(3)f(t)( ) t)dt = j .2tdt =

1 x+1 u(l) 241
=2 (1— )dt 2(t- arctgt)| (f 1--}

2. Sa se calculeze Il ln(1+\/§)dx

Solutie
Se definesc functiile:

u:[l 4] > [2 3], u(x)=1+x.
ul:[2, 8] > [1, 4], uTl(t) = (t-1)°.

f:[2,3] > R f(x)=Inx.
Functiile f, u, u™! satisfac conditiile teoremei de schimbare de
variabila si, ca urmare, are loc egalitatea:

jm(u()dx [ (u(x))dx = j((l‘?f(t)-(u—l)'(t)dt=

—j )-Intdt.

Ultima integrala se calculeaza prin metoda de integrare prin parti
si se obtine:

3 3 27 2 3 3(t-1)°
[,2(t-Dmtdt=[ [(t-1)°| mtdt=(t-1) -lnt‘z—jodtz
3 1 t2 ’ 1
=4In3-In2- | (t—2+—)dt:4ln3—ln2— ——2t+Int| =3In3-=.
2 t 2 , 2

Asadar, Ifln(lJr\/;)dx = 31n3—%.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Utilizand metoda a doua de schim- || E2. Sa se calculeze integralele:

bare de variabila, sa se calculeze:

1 5 1/, a—\4 a) J‘ 8_ 1 4«
a) [,(1+Vx) ax b) [,(1-¥x) ax; 1149

4 8

8 1
4 Jx o 1 b) | dx.
H d dx. 3 x./
1x+4 * )'[42+«/§ * xx+1
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APROFUNDARE
Al. Aplicand metoda a doua de schim- 27 Jx
bare de variabili, si se verifice b) I 1+ 9% dx
daca au loc egalitatile: . tNx
64 1 2 c) .[ cos? J/xdx;
————dx=11+61In—;
a) I s+ 9% x no 13
d in 1dx.
b)_|‘1113 X.ln(l+e")dx=ln—256: )IOSln x
27e
c) j‘ X  dx-= A3. Sa se verifice egalitatile:
1 T a) .[ 1eX dx =a’
Q[ —dx=T. - 3
(x + 1) x2+2 6 T
b) I ———dx=—;
(x + 1) (e" + 1) 4
A2, Sa se calculeze integralele: i
a) J‘ln‘l\/e —1dx; c) '[ozln(1+tgx)dx=gln2.
DEZVOLTARE
D1. Fie f:[a, b] > R functie continua. n L
b a) [ xf(sinx)dx =r[ 2f(sinx)dx;
o 0
a) Sa se arate ca I f(x)dx =
a
=I:f(a+b—x)dx. b)f (sinx)dx = 2j'2f (sinx)dx.
b) Dacé f(x)=f(a+b-x), D3. Fie f:[a, b] > R, o functie conti-
V x [a, b], sa se arate ca nui. Si se calculeze:
b a+b b b f(x-a)
x-f(x)dx=——| f(x)dx.
Jaxt(x) 2 Ja1®) 2) -[af(x—a)+f(b—x)
c) Daca 2f(x)+3f(a+b-x)=5, sin® x
V x e[a, b], sa se calculeze b) I= Iomdx,neN,
b
ja f(x)dx. J-[? arctgflt dx.
arctg —
x“-3x+3
D2. Fie f:[0,1] >R o functie con-

tinua. Sa se arate ca:
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O1.

02.

O1l.

02.

Testul 1 (pe doua grupe de elevi)

Sa se calculeze: O1. Sa se calculeze:
n . . T .
a) Io(2x+3)smxdx, a) Io(Sx—l)cosxdx,
n T
b) I(;S cos x+/6 sin x + 1dx; b) .[(? sin xV/10cos x + 4 dx;
8 1
c dx. c ———dx
) .f 1 \/— x+1 P 2+%x
Sa se calculeze: O2. Sa se calculeze:
T
I 6 5" X gin 2x dx. j 3 e®%5¥ . gin 2x dx.
0 0
Testul 2
Sa se verifice egalitatile:
a) I: In+Jx dx = l; (Univ. Craiova, 2004)
b) I _sin2x =1In2; (Univ. Tehnicd, Petrosani, 1999)
01+ cos? x
c) .[o xel *dx=e - 2: (Univ. Dunarea de Jos, Galati, 2002)
2(@ - 1)

@ —F _ax- :

0x+\)1+x2 3

T
> 2 . . ..

e) [2sin®x-cos?xdx="". (Univ. de Petrol si Gaze, Ploiesti, 2002)
0 1

(Univ. Constantin Brancoveanu, Pitesti, 1999)

Fie sirul de integrale (I,), I, = j:(ln x)“dx, neN'.

a) Sa se calculeze I; si I,.
b) Sa se arate ca sirul (I,) este monoton si marginit.

c) Sa se gaseasca o relatie de recurenta pentru (I,).
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Calculul integralelor de forma

o I: ;8; dx, grad(Q) < 4 prin metoda

descompunerii in functii rationale simple

Pana acum s-a facut calculul unui numar suficient de integrale de
functii continue f:[a, b] > R, utilizand definitia integralei definite cu
ajutorul formulei Leibniz-Newton, metoda de integrare prin parti sau
metoda de integrare prin schimbarea de variabila. Sunt unele functii
continue pentru care calculul integralei definite necesita alte tehnici
decat cele intalnite pana aici.

Situatie-problema

Se considera functia f:[-2,1]> R, f(x)= 29X—+2 Se pune
X“+x-6
- C o 1 9x+2
problema calculului integralei ei, si anume I ———dx.
2x°+x-6

Se observa ca metodele de integrare folosite pana acum nu se pot
aplica in mod direct acestui tip de integrala. De aceea, se va introduce o
noua metoda de integrare, specifica functiilor de felul celei de mai sus,
metoda care sa inglobeze In multe cazuri si celelalte metode de
integrare studiate.

Elemente pregatitoare

Fie I « R un interval de numere reale.

+ DEFINITIE

e Functia f:1—> R se numeste functie rationala daca exista doua
functii polinomiale P, Q astfel incat pentru orice xel, Q(x)#0 si

f(X)=%};)).

O functie rationala f:1— R se numeste functie rationala simpla
(fractie simpla) daca legea de corespondenta are una din formele:

n-1

I f(x)=a,x" +a, ;X" +..+a;x+ag, 3, €R k=0, n;

200



Analiza matematica e Il. Integrala definita

II) f(x):ﬁ,neN'b,x;ta,AelD;
X—-a

m f(x)=— 2x*B

n,neN‘,bz—4ac<o, A, BelR.
(ax2+bx+c)

4.1. Calculul integralei definite a unei
functii rationale simple
I. Integrale de forma js f, (x)dx, f, functie polinomiala

de gradul n

Daca f, :[o, B] > IR, f, (x) =a,x" +a, ,x" ! +...+a;x +a, este functie
polinomiala de gradul n, atunci, cu ajutorul formulei lui Leibniz-Newton
se obtine:

I 13(anxn +a, x4 rax+ ao)dx =

a

p
. (1)

a Xn+1+a Xn+ +a X2+ax
X L vra
" n+l " n 2 0

(02

IS Exemplu

2 0] ) <4 2 2
| (5x4—4x3+6x—1)dx: 5. 4% 16X «
1 5 4 2

2
:( 5—X4+3X2—X)‘ =
1

1

=(2°-2"+3.22-2)-(1°-1* +3.12-1) = 24.

II. Integrale de forma ISL)de, neN,ag [, B]
x—-a

1. Daca n =1, atunci Iﬁ A
ax-—a
2. Daca n > 2, atunci se foloseste metoda schimbarii de variabila
si se obtine integrala unei functii putere:

dx=A-Injx-a |". ).

IBLdX=AIB(X—a)7ndX=AIB(u(X))_n-u’(x)dx=
a(X a)n o o
u(p)
_ u(), _n _ A . 1
—Aju(a)t dt=-——— u(a)’(S)‘
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Sa se calculeze urmatoarele integrale de functii rationale simple:

e2 1 el g
a) [ ——dx b) 2 dx; )js
-1 x+42 0 2x+1 (3x - 6
Solutie
a) Aplicénd formula (2) se obtine:
Ie_Z dx—ln|x+2|| =lne-Inl=1.
-1 x+2
e-1 e-1 1
b) Integrala se scrie succesiv: I 2 dx :j 2 ——  _dx=
0 2x+1 0

=

A2 =l{ln(e—_l+l)—lnl}=l(lng—lnl)=
. 2 2 '2) 2| a2l

2
= 11
2

Calculele mai pot fi organizate si astfel:

e-l e-1 e-1 ! e-1_./
[2 1 dX=lj7de=lj7wdx=lj7u(x)dx=
2x +1 2°0 2x+1 270  2x+1 270 u(x)
1 “(6;1]1 1
=—J. 2/-dt = (Ine-Inl)=—.
27u(0) t 2 2

5 1 5 1 1 5 -3 )
C)J.3—dX=J'3—dX=— 3(X—2) dx =

! (3x-6)° L g¥(x-2)° 277!

12 1 [5] 1 3
=— [3u3(x) -u'(x)dx = SBdt=— St‘Sdt (“'t_zj -
27 I1 u (x)w'(x) 27I u(1) I 27 | 2 0

1
1 1|3 1 4
| T == (9-1)=——.
54 t2 | 54( ) 27

2 OBSERVATIE

e Aceasta integrala se poate calcula aplicand mai intai metoda
schimbarii de Variabila apoi formula (2)

x 4
IS3x6 :_I33X6 :_I (x) _I3t3 o7
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III. Integrale de forma
j B Ax+B

—dx, b>-4ac<0,ne{l, 2}, A,BeR
0L(ax2+bx+c)

In functie de valorile lui n si ale coeficientilor A, B, a, b, ¢ apar
urmatoarele tipuri de integrale:
B Ax+B

1. Integrale de forma I >

dx, a0
o‘x +a

a) Daca A =0 si B=1 se obtine integrala:
B
B 1 1 X
dx = —arctg—
'[ @ x? 1 g2 a 2 a

o

b) Daca A =1, B=0 se obtine integrala:

B ~ 1 B(X2+a2)’ lppuw(x) .
e =gl =gl g Lo -
u(p)

——ju(ﬁ 2dt - —1 nlt

u(a)
c) Daca A =0, B # 0, atunci se obtine succesiv integrala:
Ax+B
J‘B . + dX A _
@ x? +a? o x2 4 a2
nua ca la punctele a) si b).

X Sase calculeze integralele de functii rationale:

dx +B I 5 dx si calculul se conti-

“X +a

3 4x-3
a) | ——— b) dx; c)
I x? +25 le +3 '[fx2+9
Solutie
a) Avem Io %25 éarctg—‘ :—(arctgl arctg0) = 20
b [ LpE g g a(x* +3) e
1x +3 1 %243 x2+3 271 u(x)
12
1 ru(3)1 121 1,1 1
=— —dt—— —dt——l t Inl12-In4)=—In—==-1In3.
2 du 1= 2. n” 2(n )= =%
3 4x-3 3 4x
)I\FX2+9 *EX2+9 J‘*F)<2+9dx '[*FX2+9dX_
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2 !
1 3 (X +9) 3 3 u'(x)
3| ,—5——dx=2| . ~—5—+dx-3| . —5—dx = ——2dx -
'[\/§X2+9 '[*/5 x?+9 J‘*/E)(2+9 \/§u(X)
3
—3-larctg§ =2I181dt—arctg§‘ =21nt|£—arctgl+arctg£=
3 3|53 12 ¢ 3|53 3
=2(1n18—1n12)—£+ —21n3 I
4 6 2 12
2. Integrale de forma J‘BAX—+Bzdx, az0
0L(x2+a2)
a) Daca A =1 si B=0 se obtine integrala de tipul:
Iﬁ%dx care se calculeaza cu metoda schimbarii de
“(x*+a?)

variabila. Se obtine:

B X 1 B X +a _
-[a 2 22dx=§u 2, .2)2 juz(x)- (x)
(x +a ) (x +a )
u(p)
:lju(mt—zdt:_l.l ,
2 Ju(a) 2 tly)
b) Daca A =0 si B=1 se obtine integrala de tipul f ﬁ
2
+a

Pentru calculul acestei integrale de functie rationala se proce-
deaza astfel:

* se amplifica functia de integrat cu a?;

¢ se aduna si se scade x2 la numarator;

¢ se desparte integrala in suma de doua integrale mai simple: o
integrala este de tipul IIl.1.a), iar cealalta integrala se calculeaza prin
metoda integrarii prin parti.

Calculele se organizeaza astfel:
B (a2 + X2) — X2

B 1 1
- - - dx =
I°t(x2+a) 21( 22 =2zl (e
1 ¢8B x> 1 x|P 1 ¢ x>
ZIQX 4 a2 a_ZIa(X2+a) dX=a— Ctgg a_? 0L<X2+az)2dX.
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Ultima integrala se calculeaza cu metoda de integrare prin parti:

2 112a) !
jBX—dezfﬁx.%dX - IBX(_l%) dx =
a(x2+a2) o (x2+a2) o 2 x“+a
B B
== 5 —J. - = 21 5| to—arctg—| .
2 x2+a? ax?4+a2 2 x*+a”|, 2a al,
- B
In final se obtine: P ab = L larct §+L (4)
2 2 g 2, .2
0‘(X2_|_512) 2a“\a a x“+a

c) Daca A #0, B # 0 se obtine integrala de forma completa:
_[ p Ax+B
2
* (XZ + az)
Calculul acestei integrale se reduce la calculul a doua integrale de

tipurile prezentate mai sus.

Avem: J- Bﬂdx = Ajj

dx.

p 1
—5dx+ B[ ———dx. (5)

" (x> +a2) (x*+a?) (x*+a?)

Sa se calculeze urmatoarele integrale de functii rationale simple:

1 X . ! 1 ) 1 3x-2
0o o e bl e
Solutie

2
0 (x2 + 1)
Integrala I; este de tipul III.2.a) si ca urmare se calculeaza folosind
metoda schimbarii de variabila. Avem:

I:l— 1 _(x+1) 1 X
N i e

—j —dt —j t2dt =

2
L l(—l+ lj = l Asadar, [ = 1
2 -1, 2\ 2 4 4

b) Integrala I, este de tipul III.2.b). Pentru calculul ei se urmeaza
algoritmul descris la acest tip de integrala. Se obtine succesiv:

1 (1 + X )

2=J.0 _J. dX_J-OX2+1 _J'

(X ' (1) ( )
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1
—J=Z_4
o 4

Integrala J se calculeaza cu metoda integrarii prin parti si se
obtine succesiv:

1 x 1 (1 1 Y)Y, x 1
J:IOEE::FdX:IOXi;;:ﬁng:IOX(}§”X2+;)dX=_§”x2+1

= arctg x

1.7 (O 1EmA
2 4 Sa se calculeze inte-
grala I, aplicand for-

Rezulta ca I, = g= E_(_l+ﬁ), adica \mula (4).
4 4 4 8

11
+—J. 2—dX=—l-l+l-arctgx
270x% +1 22 2 0

I —£+l
278 4

c) Conform formulei (5), integrala I3 se scrie sub forma:

13 zj-lﬂdx — Sjl%dx_zf;ﬁdx

2
O(x2+1) 0(X2+1)
Se observa ca I3 =3I, —-21,. Preluand rezultatele de la punctele a)
si b) se obtine in final ca I3 = 1- iy
Ax+B

3Integra1edeforma.|. dx, A=b%-4ac<0,a=0,c=0

@ ax? +bx+c

a) Daca A =0, B =1, se obtine integrala de tipul j ;dx

@ ax? + bx + ¢
A=b? -4ac<O.

Pentru calculul acestei integrale, se scrie expresia ax? +bx+c

2
sub forma canonica, anume ax? +bx+c = a[x + —j +— si apoi se
2a 4a
aplica metoda de integrare prin schimbare de variabila.
Se obtine succesiv:
1 1
[ [ !
“ax” +bx+c ( b ) -A a 0‘ A
X+to-| T x + — +
2a 4a k 4a )

=—I 2dx—l_|.u(m 21 S — ! arctg— .

X+k a u(a)t +k a-k ku((x)
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2
(S-a notat k? :[ %J si u(x):x+%, x efo, B].)

1. Sa se calculeze integrala I ;dx.
0x2 +x+1
Solutie
Se observa ca A =-3 <0, caz in care scriem expresia de la numitor

2
sub forma canonica: x2 +x+1= (X + 5) + %

Integrala se scrie:

1 1 1 1
Io—( 1)2 3dx—jo 2 \/gzdx
X+ — + — X+ = +| ==
2 4 ( 2) 2
1

Aplicand metoda schimbarii de variabila, notand u(x)=x+§,

_'[0 2+x+l

[0, 1] se obtine:
3

! u'(x) _ru() 1 (3 1 3

1=, \/gz—ju(o)—\/gzdt—jlz—dt_

u? (X)+[2J t2 +(j 2

2
3
2

2 arctg— 2t
\/,

5|, - 585

2. Sa se calculeze integrala flédx.
4x2 —4x+2
Solutie
Numitorul functiei de integrat are A=-16 si forma canonica

2
4x% - 4x+2= 4(){ —%) +1. In acest caz integrala se scrie succesiv:

1 1 1 1,1 1

et el e
9 4X" —4x+ 5 5

2 24(){—2) +1 z(x—z) +Z
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Alegand u(x)= X—%, X e {é 1} cu u'(x)=1xe {% 1} si aplicand
metoda schimbarii de variabila, integrala devine:
1
L)zdx = ij.u(? %dt = i-Zarctht 2 = %
u? (X) + (;j u[g) t2 + (;) 0

b) Daca A =1 si B=0 se obtine integrala de tipul IB X dx,

I:

—
N = =

1
4

*ax? + bx +c
A =b? -4ac <0.
Pentru calculul integralei se foloseste metoda schimbarii de
variabila luand u(x)=ax” +bx +¢, cu u/(x)=2ax+b, x €[a, B].
Calculele decurg astfel:
2 b)-b
[P X g Llqr_2ax 1 qp(2axsD)
*ax“ +bx+c 2a-%ax“ +bx+c 2a‘% ax”“ +bx+c
_lppu(®) . bep 1 Lpuly b 1 g
et 2a'cax® +bx+c

dX:

“2adeu(x) 2aleax®ibx+c 2a

=LlntU(B) b e 1

— z—dX-
2a () 2a’% gx“ +bx +c

Ultima integrala obtinuta este de tipul II1.3.a) tratat anterior.
c) Daca A #0, B # 0, atunci se desparte in suma de doua integrale

de tipul celor intalnite anterior.

Astfel, B?X—JFBdX:AIB 5 X dx+ B B%dx.
*ax“+bx+c *ax“+bx+c *ax“+bx+c
. . x+1
Fie functia f:[0, 1] 5> IR, f(X) = —5——.
3x° -6x+4

a) Sa se scrie sub forma canonica expresia 3x2 - 6x + 4.

b) Sa se calculeze I;f (x)dx.

Solutie
a) Pentru expresia 3x2 -6x+4, A=36-48=-12.

2
Rezulta ca 3x2 —6x+4=a(x+£} +£= S(X—l)2 +1.
2a 4a
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b) Avem:

1 x+1 1 1 B
'[Of( Jdx = '[OBX -6x+4 XZJ.OSX2 6x+4 +'[03X2 6x+4dx_
:lj126—XdX+J‘1— :—.[ 6X 6 +6dX+
6°03x“-6x+4 03x2 -6x+4 03x2 —6x +4
1 1 ~ 1(3X —6X+4) 1 1 ~
+IO3X2—6X+4 _EIO (3x2—6x+4)dx+2I03X2—6X+4dx_

110 x) 1 ) !
ZEI _— —I :g-lnt4+§-\/§arctg(x—l)\/§0=
2./3
= TC.
9
4. Integraledeforma.[ Ax+B dx,A=b2—4ac<O,a¢0,c¢0
0‘(ax2+bx+c)

2
Daca ax?+bx+c=a (X+£) +i si u(x)=x+£,xe[oc, B.
2a 422 2a

integrala se transforma astfel:

B Ax +B 1 BA( +2b)—‘;\b B
a a
o 2 2dXza_2Ia o de
2 ( b) —A ( b) —A
a‘||lx+—| +—— L
{ 2a 4a2 2a 4a2
(Cu( )+D #» Ct+D A 1( Ab
_Ia 2 2 _I dt, de C:a_Z, Dz?(—z-l-Bj
(u (x )+k ) ( )
-A
si k2=—2".
422

Asadar, calculul acestei integrale s-a redus la calculul unei inte-
grale de tipul III. 2.

Sa se calculeze integrala I 02 2x+3 5 dx.
h (X2 +4X + 8)
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Solutie
Numitorul se scrie sub forma: x2+4x+8= (x+ 2)2 +4, iar inte-
grala se scrie succesiv astfel:
_J- 2x +3 dX:J-o 2(x+2)-1 e [° 2u(x)-1

2 [(x + 2)2 + 4}2 2 [uz (x)+ 4]2

:J"‘(O)L _I J' =1, -1,

) (e ) ey

Integralele I, si I, sunt de tipul III.2. Se obtine:

[x+2) +4}

) (t2+4) zv(t @) 1
ot gl e
Ak e

2 2
2 _
=lj2 ! —ljz ¢ dt:llarctg£ 1 ! dt =
4°0¢2 44 4 O(t2 )2 4 2 2|, 470 2(t2+4)
2
1o 1| -t 12 1 o 1( 1 11 t[?
=———— =|. = =———|-——+—-—arctg—| |=
8 4 42(t2+4) 2702 41 32 4| 8 2 2 2o
0
i 1( 1 nj i 1
=———| ——+ —+—.
32 4\ 8 16) 64 32
infinalseobtinecé1:11—12:6_75.
64
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
El. Sa se calculeze integralele: 0 I ; (5x - 2) ( 22 _ 3) dx.

a) I_12(8x3 —6x%2+4x - 1) dx;

b) j._ll [(sz - 3)2 + 6x4}dx;

E2. Sa se calculeze integralele:

1
a) If’mdx; b) [’

dx;
x-5
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3 1 11
dx; d) [,———dx.
©) J—szx—s x )I%5x—2

E3. Sa se veriﬁce egalitatile:

3
—dx=—;
I 2 1 4dx—l
B3 (x+1) 24
'[2 1 2dX—l
“1(3x+6) 12
1 32 3
I_1 g ax 8
(2x-6)
0 8 15
) dx =
J—1( x+1)° 8
IO 24 :_5

(Yax - ¥32) 12
E4. Sa se calculeze integralele:

6 1
a) | ————dx;
Jo x2 +36

E6.

5
c) 10 dx;

-5 (3x2 + 75)2

d) Jl dex.
(s o)

Sa se calculeze integralele:
1

1
a) ————dx;
‘[‘lx2 +2x+5

6
d) — 2 dx
~[° x2 -2.3x +12
1
e) —dx;
IG x2 _14x + 50

1 1
f) — dx.
‘[‘l(x+3)2—4x x

E7. Sa se calculeze integralele:
b) f i al If—l%dx;
1 2 (x + X+ 1)
o J-‘321i:2+18dx; b).[4 dx .
d) I 3\/7 dx 3 (x2 -6x+ 10)2
V2 \/’ )
c) I—3 dx 5 .
-7
E5. Sa se calculeze integralele: (x2 +10x + 29)
3 1 o 18
a) | ———dx; d) dx.
.[o (x2 +9)2 J._\/g(xz +2\/§x+12)2 )
D) P —r
(x2 + 4)
APROFUNDARE
Al. Sa sescalculeze integralele: o I_l  dx
a) I 2 +9 (x +6)
1 4x - 3 J2 2X—\/§
Yt o (o™
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A2. Sa se verifice daca sunt adevarate

egalitatile:

2-3)n
a) j‘02+x+1dx=lnx/§—(18);
b [g oz

2x

-8x+17
8x-3 27w

c = - .
'[5x2+6x+13 4

dx = 4n;

A3. Sa se verifice daca sunt adevarate
egalitatile:

0 2x+3 n+6

a) dx = 3
J‘_l(xz +2x+2)2 . 8

8 xX-6 4-7

b [y - 216"

(x2 -10x + 34)2

4.2. Calculul integralei definite a unei
functii rationale oarecare

In acest paragraf se va vedea ca orice functie rationala se scrie ca
o suma finita de functii rationale simple. Astfel, calculul integralei
definite a unei functii rationale oarecare se reduce la calculul de
integrale de functii rationale simple. Scrierea functiei rationale ca o
suma finita de functii rationale simple este asigurata de urmatoarea
teorema care va fi data fara demonstratie:

o TEOREMA 7 (de descompunere a unei functii rationale in suma
finita de functii rationale simple)

Fie functia rationala f:I— R, f(x)

:Lx)’ unde P, Qe R[X]

Q(x)

sunt polinoame prime intre ele si Q(x)#0, Vxel

Daca Q(x)=(x—-a;)" (x—ay)™ ... (x —ap)ap (x2 +b1x+cl)Bl

-(x2 +byX +Cy )Bz

.-(x2+brx+cr)ﬁr, unde b? —4c¢, <0, k=1r,

atunci f(x) se scrie in mod unic sub forma:

p A(l) A(Z) A(“k)
f(x)=L(x)+ k. E 4.+ E 1+
k1| X~8k  (x-ay) (x—ay)™
) 1) (2 (2) (Bx) Bic)
+Zr: BkX+Ck Bk X+Ck Bk X+Ck

, unde

2 2
k=1| X7+ DX+ (x2+bkx+ck)

LeR[X].

k
(x2 + by x+ ck)
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Mod practic de aplicare a teoremei

Pentru descompunerea unei functii rationale in suma finita de
functii rationale simple se procedeaza astfel:

a) Se efectueaza impartirea cu rest a polinoamelor P, Q, daca
gradP > gradQ, rezultand relatia P=L-Q+R, O<gradR <gradQ si

R(x)
f(x)= L(’WF@- a ISTORIC I
R(X) LEIBNIZ si Johann BERNOULLI au
b) Pentru se scrie for- | initiat in 1702 metoda integrarii func-

Q(X) tiilor rationale prin descompunerea in
mula de descompunere in suma | functii rationale simple (cazul radaci-

finita de functii rationale simple | Dilor reale sau complexe simple).

conform teoremei anterioare, | _ Leonharfl EULER a completat metgda
N ) o) ) in cazul radacinilor complexe multiple
unde coeficientii Ay’, B, G/ ur- Q748). j

meaza a fi determinati.
c) In egalitatea obtinuta la punctul b) se elimina numitorul comun

Q(x) si se ajunge la o egalitate de functii polinomiale.
d) Din egalitatea functiilor polinomiale se obtine un sistem de

ecuatii in care necunoscutele sunt coeficientii AE), BE), CS).

Metoda de determinare a coeficientilor Ag{i), Bg{i), C(ki) se numeste

metoda coeficientilor nedeterminati.
Vom exemplifica utilizarea acestei teoreme in calculul integralei

unei functii rationale pentru diferite functii rationale f: [a, b] - R,

P
f(x)= L)
9(x)
distingand intre diferite moduri de descompunere in factori ireductibili
a numitorului Q(x).

. Q(x)#0, pentru xe[a, b],P,QeR[X] si gradQ<4,

1. Numitorul are radacini reale simple.

I¥" Exemplu

+ Sa se calculeze urmatoarele integrale:

3 2
2 —
a)I:J.IZQXidX; b)J:J 2x +32X 4X+2dX.
2x°+x-6 1 X% +2x
Solutie
o . . - Ox+2
a) Consideram functia rationala f:[-2,1] » R, f(x) = 5———.
X“+x-6
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2

Expresia x“ +x -6 are urmatoarea descompunere in produs de factori ireduc-

tibili peste Iz x%+x -6 = (x -2)(x +3).
Conform teoremei 7, functia f are urmatoarea scriere ca suma de functii rationale
simple:
£(x) = 29x+2 __A " B
X“+x-6 [XxX-2 Xx+3
Se elimina numitorul comun si se obtine egalitatea de functii:
9x+2=x(A+B)+3A-2B,xe[-2,1], (2).
Identificand coeficientii expresiilor polinomiale din egalitatea (2) se obtine
sistemul de ecuatii:
A+B=9, 3A-2B=2 cusolutia A=4,B=5.

1,5 xe[21]
x-2 x+3

. xe[-2,1], (D).

Asadar, relatia (1) devine: f(x) =

Rezultaca I = J‘; (i + 5

1
-2

jdx :(4ln\x—2\ +5ln\x+3\)‘ =1n4.
Xx-2 x+3

<> OBSERVATIE
Cu aceasta rezolvare, s-a raspuns la situatia-problema formulata la

inceputul paragrafului 4.

_ 2x3 13x%2 —4x+2

b) Consideram functia rationala f:[1 2] >R, f(x) B T Se observa
X +2x

ca gradul numaratorului este mai mare decat gradul numitorului. Aplicand algoritmul
de impartire a doua polinoame si teorema impartirii cu rest a polinoamelor, se obtine ca

2x° +8x” —4x +2 = (2x-1)(x* + 2x) + (-2x +2).

(2x - 1)(x* +2x) + (-2x +2)

Rezulta ca f(x) = 5 :2x—1+_§xi+2.
X“ +2x X +2x
Ramane de scris ca suma de functii rationale simple functia:
-2x+2
g:[L2] > b g(x)= o t2,
X“ +2x

L 2X+2  -2Xx+2
x2+2x  x(x+2)

Avem

T2x+2 é+i,xe[1, 2].
x(x+2) x| x+2
Eliminand numitorul se obtine egalitatea de functii polinomiale:
-2x+2=x(A+B)+2A, Vx e[l 2]
Identificand coeficientii celor doua expresii polinomiale se obtine sistemul de
ecuatii: A+B=-2,2A =2 cusolutia A=1 si B=-3.
1 3 1 3

Asadar, g(x):;—m, vV xe[l 2] si f(x):2x—1+;—m, xe[l 2].

Conform teoremei 7 se obtine

2
Rezulta ca J=J1 [2X—1+l— 32
X X+

2
jdx = (x2 -x +In|x] —31n\x+2\)‘1 =

:2+ln2+3~ln§:2+ln2—7.
4 32
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2. Numitorul are radacini reale multiple.

IS Exemplu
¢ Sa se calculeze integrala I = '[753_72’(2 dx.
1 x%(x-1)
Solutie
Se considera functia f : {—1, _l] S f(x)= %
2 x“(x-1)
Aplicand teorema 7, expresia functiei f se scrie astfel:
3-2x A B C D 1
ﬁ:_+_2+ -+ 2,Xe -1, —-=.
x2(x-1 X [x* x=1 (x-1) 5

Eliminand numitorul comun se obtine egalitatea:

3—2X:Ax(x—1)2+B(x—1)2+Cx2(x—1)+Dx2, xe{—l, —%} sau 3-2x =

=(A+0)x> +(-2A+B-C+D)x? +(A-2B)x + B, x e{—l, —ﬂ (0.

Identificand coeficientii acelorasi puteri ale lui x din cei doi membri ai egalitatii se
obtine sistemul de ecuatii: A+C=0, -2A+B-C+D=0, A-2B=-2, B=3, cu
solutia A=4,B=3,C=-4, D=1.

3-2x 4 3 4 1 1
— 5 = 5 X € -1, ——|.
xz(x—l) X

x> x-1 (x-1)

Asadar,
2

1 [
Rezultécé:l:'[_i é+i— 4 + 1 dx:[4ln\x\—§—4ln\x—l\—ij 2_
1lx x2 x-1 (x—1)2 X x-1J|
:19—4ln§.
6 2
> OBSERVATIE

Constantele A, B, C, D din egalitatea (1) se mai pot determina astfel:
e Se da lui x valoarea zero si se obtine B=3 si apoi pentru x=1 se
obtine D =1.
¢ Pentru determinarea constantelor A si C se deriveaza egalitatea (1) si
se obtine:
-2 = A(3x% - 4x +1)+2B(x-1)+C(3x> - 2x) + 2Dx.

Punand in aceasta egalitate x =0 se obtine A =4 si punand x=1
se obtine C = —4.
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3. Numitorul are radacini complexe simple.

I¥" Exemplu
+ Sa se determine integrala functiei f :[-1, 0] > R, f(x) = 416 .
x* +

Solutie
Descompunerea in factori ireductibili peste IR a numitorului conduce la urma-

2
toarea scriere x* +4 = x* +4x% +4 - 4x? = (X2 + 2) - (2)()2 = (x2 —-2x + 2)(x2 +2x + 2).
Aplicam teorema 7 si obtinem urmatoarea descompunere in suma finita de
functii rationale:
16 Ax+B Cx+D
T, , o2 2
X +4 XT-2x+2 X7 +2x+2
Aplicand metoda coeficientilor nedeterminati se obtine egalitatea:
16 = (A+C)x® +(2A+B-2C+D)x? +(2A +2B + 2C - 2D)x + 2B+ 2D, x €[-1,0].

Identificand coeficientii acelorasi puteri ale lui x din cei doi membri se obtine
sistemul de ecuatii:
A+C=0,2A+B-2C+D=0,2A+2B+2C-2D=0,2B+2D =16, cu solutia A=-2,

B=4,C=2,D=4.

.V xe[-10].

_ 0 0 -
Asadar, f(x)= 22X+4 + 22X+4 siJ' f(x)dx:j 22xi+4dx+
X°-2X+2 X“+2x+2 -1 1x*_9x+2
) 0 - 0
+I 22X+4 dXZ—J. [ 22X 2 - 2 )dX+I [ 22X+2 N
1x2 1 2x+2 Nx*-2x+2 x°-2x+2 N x®+2x+2

2 ' 2 '
X -2X+2 X“+2x+2
zzjdX:‘Jo(z)dX+2fo dxz *JO( ) )dX+
X +2x+2 1 x*-2x+2 *l(x—l) +1 "l x*4+2x+2
0 dx 5dt -1 dt 2dt 1 dt
poft & P& <
'[‘l(x+1)2+1 2t J“2t2+1 It J.0‘[2+1

= lnt\;’JrZarctgt[l2 +

+1nt\f +2arctgt\é =1In5 + 2arctg 2.

4. Numitorul are radacini complexe multiple.

I Exemplu
2
1 —
+ Sa se calculeze integrala j_lﬂ
(x2 + 1)
Solutie
2 -
Consideram functia rationala f:[-1,1] > R, f(x) = x(3x)+22
2
x“+1

Aplicand teorema 7 se obtine:
x?-3x+2 [AX+B | Cx+D
f(x)= =

(x2+1)2 x4l (x2+1)2,

X e [—1, 1].
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Metoda coeficientilor nedeterminati conduce la urmatoarea egalitate:
x2-38x+2= (Ax + B)(x2 + 1) +Cx+D, x €[-1,1], din care se obtine sistemul de ecuatii:

A=0, B=1 A+C=-3, B+D=2 cu solutiile A=0, B=1,C=-3,D=1. Rezultaca f
se scrie ca suma de functii rationale simple astfel:
f(x)= 21 __8x- 12 , X € [-1, 1], iar integrala se scrie sub forma:
x“+1 (X2 + 1)

1 1 dx 1 3x-1 1 b
f(x)dx = - dx = arct; -I; ==-1;, (1).
.[—1 (x)dx I—1x2+1 I_I(X2+12 x ctgx |, - 5l (1)

Calculam I; in felul urmator:

S e

ool dx 1 x2? - 1 1 -1 B
=0 I‘l(x2+1)+‘[‘l(x2+1)2dx_ arctgx\_1+j_lx 72()(24—1) dx =
1
n x 1 1 ! o1
:_5_2(T+1) 7J. 2 +1——5—5+§arctgx L =1 3 (2).
Din relatiile (1) si (2) se obtine ca J.jlf(x)dx = % %

0 . A . . ~
Concentratia unei solutii apoase a unei substante, variaza urmand
) IOX (

legea: C(x g/m ) x fiind grosimea stratului de solutie.

Care este cantltatea Q de substanta continuta intr-o coloana
verticala de solutie a carei sectiune dreapta este S=1 m? si grosimea
variind intre O si 200 m?

Solutie % ittty
Consideram un strat foarte mic al coloanei de  ,-

solutie apoasa cu sectiunea S si grosimea dx, a X

situat la adancimea x (figura1). | | |
Cantitatea de substanta continuta in acest /] dx

strat este: dQ=C-Sdx —ixldx Integrand de la |’
X+

0 la 200 se obtine:

200 X 200 (x+1)-1 R S
Q=10f " ——dx=10[ "= — —dx = A
200 ’
zlo[x—ln(x+1)] \O =10(200 - In201). Figura 1
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EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se calculeze integralele de functii _x+4
rationale (numitorii au radacini reale f) .[ x + 2
simple):
2 dx |
a) ,[ 1 m ’ E3. Sa se calculeze integralele de functii
rationale (numitorii au radacini
b) J‘ 1 X dx; complexe simple):
0(x+1)(x+2) a)I\/; ax
) J‘ L dx; 1 x (x2 + 1)
0(x+2)(2x+1)
x+5 b) j dx;
d X;
e e 2wy (=* +1)(x +4)
2x
= 12 dx:
e |2 dx; c) f - 2 %
Iz (1)< -a) 2 (e 11" +9)
3 1
f)on - 3x2 +5de; d).[z
-3x+2
) I L_zdx.
(x - 1) E4. Sa se calculeze integralele de
functii rationale (numitorii au
E2. Sa se calculeze integralele de functii ridécini complexe multiple):
rationale (numitorii au radacini reale .
multiple): a) I 2%
a1 x (x + 3)
o[ % ax
(x-1) o x2+2
2 b) I_z —dx;
j 1_x dx: (x2 + 4)
0 3
(x-2) 2
V2 2x° -x+12
-1 1 c) .[ 0 ﬁdx:
C) '[_12 de, (X + 6)
o x2-2
@ I 22x+1 dx: d) f_lxizdx-
(x + 1) (x2 + 1)
(=*-1)
APROFUNDARE
Al. Sa se calculeze integralele de 2x*+x3+2x-1
functii rationale: b) I —3 - —4dx;
s 2x? _ 6 x3+2x% +x
==  dx; 2 x-1 1
jzx3+2x2—3x )I

(x+ 1)
(Univ. Ovidius, Constanta, 1999)
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A2, Sa se calculeze integralele:

a) j ; x%-rl dx;
(Univ. Bucuresti, 1999)
-2x+2

(2x - 1)(x2 + 1)

(Univ. Babes Bolyai,
Cluj-Napoca, 1999)
1 1
c) | ——F——dx.
J 0x3 1 x2+x+1

(Univ. Dundrea de Jos,
Galati, 1999)

b)fﬁ

.
’

t x2+4
t-1x% 4 3x+2
Daca o = lim(t+\/f+3)-l(t),

towo

A3. Fie I(t)= | dx, te R.

atunci:
a) a=0; b) a=1;
c) a=e; d) a=-e.
(ASE, Bucuresti, 2000, REI)

A4. Sa se calculeze integralele:

+3
)I [x J X;
V2 x(x+1)-5
b) _—
J“’ x*+5x%2+6
o .[0 x> -x*+4x%-6x>+4x-9
x*+5x%°+6
1x° +x*+2x3+3x2 +x+1
d)j

’

dxv

dx.

x*+2x2+1

J‘5 2x-3
4x(x-1)(x-2)(x-3)+n
n € N. Sa se calculeze I, I, si I,.

A5. Fie I, =

A6. Fie f:[0,1] >R,

n n
£(x) J’”%ﬁ, neN.
x“+1
Sa se determine n astfel incat
I;f(x) dx € Q.

TESTE DE EVALUARE =——

Testul 1 (pe doua grupe de elevi)

Sa se calculeze:
Grupa I:

a) leln(x+1)dx;

b)I J3 24X x].
x2+x+2 .
°) I (x +2x + 2) axs

Grupa II:

a) I"xsin(x+n)dx;

b) I\F ix-:_5
)I x+4 dx.

3 (x+1)(x* - 4)

Testul 2

Q1.
a) Sa se calculeze I,,, n>1.

n
> I,
k=1

b) Sa se determine a, =

Fie f:(0, ©) > R, f(x)= ln[1+1J sil, =I:f(x)dx, nx1.
x

(3 puncte)
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02.

Q3.

Q1.

Q2.

Q3.

Se considera f: R > R, f(x)=x? + mx? + +nx + p.

a) Sa se determine m, n, p € R stiind ca functia f admite extreme locale in

x=-1,x=1 sica I_llf(x)dx=4.

3
b) Pentru valorile determinate ale parametrilor sa se calculeze Iz ﬁ dx.
b'<
(3 puncte)
2
Sa se calculeze I 1 x
“le* 11
(ASE, Bucuresti)
(3 puncte)
Testul 3
esinx X e |:_ K 0]
Ce s . T W 2’
Se considera functia f: %' % >R, f(x)=
cosx—2sinx, xc [0, g}

g
Daca I= j 2 f(x): cosxdx, atunci:

2
Il=e-;p)1=2"""1 -1 T g1-7_1
4 e 4 4 e
(ASE, Bucuresti, 1999)
(3 puncte)
Sa se calculeze:
k 1 -
a) L J“’ x2+3x+2dx’ke~’

1 n
b) S,=nln_+ ) Iy.
2 k=1
(Univ. de Nord, Baia Mare, 1999)
(4 puncte)

Sa se calculeze I()gln (1 +/3tg x) dx.

(Univ. Lucian Blaga, Sibiu, 2000)
(2 puncte)
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lll. APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE

Aria unei suprafete plane

Fie functia f:[a, b] > R, o functie continua si pozitiva. Suprafata
plana marginita de imaginea geometrica a graficului functiei f, axa Ox
si dreptele de ecuatie x =a, x =b se numeste subgraficul functiei f si se
noteaza I,.

Asadar, T, = {(Xy) ] % |a <x<bh,0<y< f(X)} figura 1.

In acest paragraf se vor da raspunsuri
la urmatoarele intrebari:

¢ Ce Inseamna ca o multime de puncte
din plan de tipul I'; are arie?

¢ Care este legatura intre integrala defi-
nita a functiei f pe un interval [a,b] si aria

y Figura 1

y =f(x)

multimii I, ?

e Cum se calculeaza aria unei suprafete
plane cuprinse intre imaginile geometrice ale graficelor a doua functii
continue pe un interval [a,b]?

1.1. Aria subgraficului unei functii

Fie f:[a, b] >R o functie continua si pozitiva si multimea I,
subgraficul functiei f.

Se noteaza prin aria (I';), aria subgraficului I.

Pentru inceput se va face o estimare a acestei arii folosind aria
unei suprafete dreptunghiulare.

De aceea, se imparte intervalul [a,b] in n parti de lungimi egale

. b-a 2-(b-a)
prin punctele x, =a, x, =a+ , X, :a+T, v X =
n(b-a
n 4y Figura 2

Pe fiecare interval [x,, x,,].i=1ln-1,
se construiesc dreptunghiurile D, incluse
in subgraficul functiei f ca in figura 2. Daca

NN

ee D3 tDna
s, este suma ariilor suprafetelor dreptun- 2% %
ghiulare [D;], atunci aceasta aproximeaza D7 b
Ola x, x; Xp1 X

prin lipsa aria (I;).
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Rezulta ca s, <aria(T}).

In mod analog, construim pe fiecare interval [x,, x,,],i=1Ln-1,
dreptunghiurile E_ ca in figura 3. 4y Figura 3

Daca S, este suma ariilor suprafe-
telor dreptunghiulare [E;]|, se observa ca

aceasta este o aproximare prin adaos a
ariei subgraficului I'; si are loc relatia:

aria(I';)<S,.

In concluzie, pentru orice impartire
a intervalului [a,b] in n parti egale, au loc inegalitatile:

s, <aria(l;)<S,,VneN.

Pentru n e N’ foarte mare, atunci aproximarile s, si S, sunt din
ce in ce mai bune.

+ DEFINITIE

e Multimea I, are arie daca pentru orice impartire a intervalului

Eiy

.
>
Ol a x, xj Xn1 X

[a,b] In n parti egale sirurile (s, ),(S,) de arii de suprafete
dreptunghiulare au limite finite egale.

In acest caz, aria(T,)=lims, =1im$S,.

n—ow n—o

1.2. Calculul ariei multimii I'; cu ajutorul
integralei definite
Fie functia f:[0, 2] >R, f(x)=x+
+1 si subgraficul I, = {(xy)| 0<x<2, I Figura 4

1<y< 3} a carui reprezentare geome-

trica este trapezul OABC, figura 4.

Se pune problema calcularii ariei
multimii T;.

Folosind constructia descrisa mai

A(0.1)f 7

. 2
sus se obtin punctele x; =0, X, =—, X3 = >
n (2.0) x

o
BN
=l
S |o

%)
:s‘W

@]

:2~2, Xy :3~2, co X :k-%, vy Xy =2,
n n n

Sirurile de aproximari prin lipsa si prin adaos obtinute pentru aria
(T;) sunt:
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R EC=
:iz H_zk{( T

Avem ca s, <aria(l;)<S,,neN, relatie din care rezulta ca

n*

lims, <aria(l;)<limsS,.

n—w n—»o

Aplicand criteriul clestelui se obtine ca aria (T, ) = 4.

< OBSERVATII
1. Un calcul direct pentru aria suprafetei trapezoidale OABC conduce la

(OA +BC)-0OC B (1+3)-2 B
2 2
2. Calculand integrala definita a functiei f pe intervalul [0,2] se obtine:

Io f(x)dx :.[0 (x+1)dx = (X?-f—XJ

= 4 +2-0=4.

2
0

Asadar, pentru functia f studiata s-a obtinut ca:

aria(Iy) = I x)dx = 4.

relatia: ./ (OABC) =

In general, are loc urmatorul rezultat care da legatura intre
aria(I';) si integrala definita a functiei f pe un interval [a,b].

e TEOREMA 1
Fie f:[a, b] > R o functie continua si pozitiva. Atunci:

a) multimea I, = {(x y)| a<x<b,0<y< f(x)} are arie;

b) aria (1) = [ f(x)dx.

Proobleme regolvale
1. Sa se determine ariile subgraficelor functiilor:
a) f,:[0, 1] > R i (x)=x> +x;
b) f, :[0, 1] > R, f, (x) =sinx;
c) f3:[Le]oR f3(x)=Inx;
d) £, :[L 4] > R £, (x) = Vx.
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Solutie .

Pentru fiecare functie subgraficul va fi o [2-----
ilustrat in desenele alaturate prin suprafata
hasurata, figurile 5-8.

a) Avem: aria(rf1 ) = I;fl (x)dx ZJ‘;(XZ * X)dx B %

Figura 5

=1+1=2. \

c) aria(Ffs)zjlefS (x)dx =f1elnXdX=j1eX'- Ty,
-h’IXdX=X11’1X|f—J.eX'ldX=e—X|f=1. o[ /1 e X

I x
1
4 4 4 .

d) aria(l“f4) =J.1 f, (X)dX=I1 \/;dX=J.1 x2dx = Ay Figura 8

34 I,
:2. 2| — (8 l)zﬁ_ >

3 "3 3 o] 1 4 X
1

2. Sa se determine aria suprafetei plane I'; pentru:

a) f:[-12]> R f(x)=|x-1;

+ X, 0,1
by £:[0.2] > b f(x) = L X0
-x*+x+2,x€e(l, 2]

Solutie

a) Expresia f(x) se expliciteaza astfel: Y Figura 9

1-x,xe[-11]
f(x)= .
x-1xe(1 2]

Subgraficul T'; este reprezentat in figura 9.

In acest caz, aria(Ty) I |x - 1|dx—f (1- XdX+I x-1)dx
1 ) 2

PN T

L2 )] U 2) (2 2 ) 2
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b) Subgraficul T'; este reprezentat in ua Figura 10
figura 10. —
aria(Ff)zjjf(X)dX =I;(x2 +x)dx+ 2
1
3 L2
2 x° X >
+J.1 (—X2+X+2)dxz(?+?j + 1 0 1 \2 X

=(1+l—0j+(—§+é+4+l—l—2j=2.
3 2 3 2 3 2

1.3. Aria suprafetelor plane cuprinse intre doua curbe

Problema-suport

Se considera functiile f, g:[-2, 1] > R, f(x)=x" +1, g(x)=-x+3.

a) Sa se ilustreze domeniul plan D marginit de curbele reprezen-
tative ale functiilor f si g si dreptele de ecuatii x =-2, x =1.

b) Sa se calculeze aria acestui domeniu.

Rezolvare

a) Imaginea geometrica a grafi-
cului functiei f este arcul de para-
bola AVB inclus in parabola de ecu- A(-2.5)

atie y=x"+1, cu varful V(0,1) si

2
3 2
XX ox
3 2

1

care trece prin punctele A(-2,5) si
B(1,2), figura 11.

Imaginea geometrica a graficului
functiei g este segmentul de dreapta
[AB], reprezentat in figura 11.

Rezulta ca domeniul plan D este
regiunea hasurata.
b) Se observa ca D = LA\

Rezulta ca aria(D) = aria(Fg) aria (I'y) j g(x)dx - szf(x)dx =

3 .2 1

= )dx =" (x?-x+2)dx= [—X?—X?+2XJ

2(_1_1 2) (8_i_4j=2,
3 2 3 2 2

Aceasta problema sugereaza modul general de determinare a ariei
unei suprafete plane marginite de graficele a doua functii continue pe

un interval [a,b].

-2
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o TEOREMA 2
Fie f, g:[a, b] > R functii continue astfel
incat f(x)<g(x),V x €[a, b]. Atunci:
a) multimea
T, = {(xy) € |D2| a<x<b f(x)<y< g(x)}
cuprinsa intre graficele functiilor f si g si
dreptele de ecuatii x=a, x=b (figura 12)

are arie si aria(l“f,g) = J;[g(x)—f(x)]dx

b) Daca g(x)>f(x)>0, V xe[a,b], atunci Figura 12
aria(l“f,g) = aria(I‘g ) —aria (I'y).

Frobleme reyolvale

X 1. Sa se determine aria suprafetei plane marginite de graficele
functiilor f,g:[-1, 1] > R, f(x)=2", g(x)=4-x"

Solutie Y  Figura 13
Reprezentarile geometrice ale graficelor <

celor doua functii sunt redate in figura 13.

aria(l“f’g) = Ijl[g(x) —f(x)]dx = _“_11(4—)(2 —2X)dx =

1
22 3

3 In4’

2. Sa se determine aria suprafetei plane
marginite de curbele de ecuatii y =x”-3x
siy=2x-4.

Solutie

Se determina mai intai punctele de inter-
sectie ale celor doua curbe rezolvand sistemul

y =x>-3x
y=2x-4 '
Se obtine ecuatia x> -5x +4 =0 cu solutiile x, =1, x, = 4.

de ecuatii: {

Rezulta ca solutiile sistemului sunt: (1, —2), (4, 4). Curbele se inter-
secteaza in punctele A(1L, —2), B(4, 4) si sunt reprezentate in figura 14.

Asociem acestor curbe functiile f, g:[14]—> R, f(x)=x>-3x,
g(x)=2x-4.
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Din lectura grafica se observa ca g(x)>f(x), V x €[L4].
Rezulta ca aria(l"f,g) = I14 [g(x)-f(x)]dx = If(—xz +5x —4)dx =

3 2 4
= 14_3_4
3 2 .

3. Se considera functia f: (0, +©) >R, f(x) =log; x.
2

a) Sa se reprezinte grafic functia f.
b) Sa se determine aria domeniului plan marginit de axa Ox,
graficul functiei si dreptele de ecuatii x =1, x = 2.

Solutie
a) Functia f este strict descrescatoare pe yA
(0, +0), lim f(x) = +o0; lim f(x)=—o. Intersectia Figura 15
X%(()) X —> 400
X>

curbei logaritmice cu axa Ox este punctul

A(1, 0). Curba logaritmica este redata in figura 15.
1 2

b) Consideram functia g:|1 2| >R, =0 - >

) Consideram functia. g:[1.2] 5B 8(x) =0 5——1pp=—
Rezulta ca aria domeniului plan cuprins intre %

curbele 4, % si dreptele de ecuatii x =1, x =2 ~_

este:

aria(l“f’g) = If[g(x) —f(X)] dx = If[—f(x)]dx = —jlz log, xdx =

=+LI21nXdX=+L-J‘2X’lnXdX=+L-(XInX|2—jzx-ldsz
In2 ‘1 In2 i x

_i L (21n2— |2)=—21n2_1.

In2 In2

4. Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre axa Ox si ima-

ginea geometrica a graficului functiei f:[0, 3] >R, f(x) =x" -3x+2.
Solutie

Imaginea geometrica a graficului functiei
f este redata in figura 16.

Aria suprafetei plane hasurate este:

r/j dx+j (0-f(x dx+j x)dx =

Y4 Figura 16

=I;(x —3x+2)dx+ jl (—X2+3X—2)dX+

+J§(x2 —3x+2)dx =g+

11

E.

1 5
_+_
6 6
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EXERCITII S1 PROBLEME

E2.

cazurile:
a) f(x)=3x-4, xe[2,3];

b) f(x)=¥x, xe[L8];
c) f(x)= le_

d) f(x) = cosx, xe[o,g]:

) 3,4];
7 x €[3,4]

1
e) f(x)=———, xe[-2,-1];
() x2+4x+5 e[ ]
f)fx= » X 116;
() x2 + 4x e[ ]

g f(x)=xe* xe[0,1];

7721: 3 , X€ [1,\/5]

Sa se determine aria multimii I'¢ ,

h) f(x)=

in cazurile:
a) f(x)=x% g(x)=4x-1, x€[1, 3];
b) f(x)=2x-3, g(x)=x>+1, xe

Al.

Sa se determine aria multimii ¢
pentru:
a) f(x)=xarctgx, xe [0,\/5];

b) f(x)= xIn? x, xe[e, ez];

c) f(x)=\]4—x2, xe[O, \/51,

d f(x)=[x-2|, xe[-1, 4];

e) f(x):‘x2—9, x e[-4,5];
pf(x)=—2"2 _ xc[2,4].
(x2—6x+5)

EXERSARE

El. Sa se calculeze aria multimii I'y in

APROFUNDARE
A2,

228

E3.

c) f(x)=xl2, g(x)=x+1x¢€]l, 3];

d f(x)=e, g(x)=e*, x€[0, 1];
e) f(x)=—x/m, g(::):ﬁ, Xe
xe[0, 3];

f) £(x)=0, g(x)=2sinx, x€[0, n];
g) f(x)=arctgx, g(x)=0, x¢c
e[—\/g, —1:|.

Sa se calculeze aria suprafetei plane
marginite de axa Ox si imaginea
geometrica a graficului functiei:
a) f(x)=-4-x2 xe[-2,2];
b) f(x)=9-x% xec[-4.4];
c) f(x)=2x- x2, xc [-1,3];
d) f(x)=sinx, x [0, 2zn];
— 2 —
&) £(x) 1-x°, x¢f 1,1]'
1-x, xe(1,2]

Sa se determine aria multimii cu-
prinse intre curbele de ecuatii:

a) y=x2, y=8-x%
b)y=x2-4x,y=x-4;

c)y=4-x2,y=x+4.
(Univ. Petrol si Gaze Ploiesti, 2002)

. Sa se determine aria suprafetei

plane marginite de graficul func-

tiei f:|:0, E}—)D, f(x)= COSX . axa
2 1+cosx
Ox si dreptele de ecuatii x =0 si
T
X=—.
2
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A4. Fie f: R\ {_2, 6} >R, melR, astfel incat dreapta de
1 ecuatie y = mx sa imparta subgra-
f(x)= 5—————. Sa se calcu- ficul functiei f in doua multimi de
x" -4x-12 arii egale.
leze aria suprafetei planei margi- (Bacalaureat, iunie 1998)
nite de graficul functiei, axa Ox si
dreptele de ecuatii x =4, x = 5. A9. Se considera functia f:R-> R,

—_ —_ —-X a
A5. Sa se determine aria suprafetei f(x) _(X 1)e - Si se calculeze

plane marginite de curbele de ecu- lim A(u), unde A(u) reprezinta
v . 2 u—
atii y=Jx si y=2x>-x aria multimii plane marginite de
graficul functiei, axa Ox si dreptele
A6. Sa se determine aria domeniului de ecuatii x=1 si x=u, u>1.

mérginit de axa Oy, graficul (Bacalaureat, iunie 1998)

functiei f: R > R, f(x) =e* si tan-
genta la graficul acesteia care |[ A10.Fie functia f:[0,1]> R, f(x)=
trece prin origine. 2 2
(Univ. Tehnica =m-X" + (m
Cluj-Napoca, 2005)

2—m+1)x+1, melR’.

a) Sa se determine aria A(m) a

A7. Se dau functiile f, g: R > R, subgraficului functiei f.
b) Pentru ce valori ale parame-

f(x) = arctgx, =1In(1+x2).
(x) - arotgx. g(x)=In(1+x?) trului meR, A(m)=22
Sa se calculeze aria suprafetei cu- . 2 .
prinse intre graficele functiilor fsi g c) Pentru ce valori ale lui meR,

si dreptele de ecuatii x =0, x=1. aria A(m) este minima?

A8. Se considera functia f:[0,2] >R,

f(x)=2x- x2. Sa se determine

o Volumul unui corp de rotatie

Din studiul geometriei in spatiu sunt cunoscute o serie de corpuri
geometrice pentru care se stiu formulele de calcul ale volumului:
prisma, piramida, trunchiul de piramida, cilindrul, conul, trunchiul de
con si sfera.

In acest paragraf se va indica o metoda de a determina volumul
unor corpuri obtinute prin rotirea subgraficului unei functii continue si
pozitive in jurul axei Ox folosind calculul integral.

Fie f:[a,b] > [0, +») o functie continua.

+ DEFINITIE
e Se numeste corp de rotatie determinat de functia f, corpul obtinut
I prin rotirea subgraficului acesteia in jurul axei Ox, figura 1.
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Corpul de rotatie determinat de functia f se noteaza C; si reprezinta
multimea de puncte din spatiu:

Cs ={(X y, Z)E|D3‘ a<x<b, y?+2z? Sf(x)}.

yh

Figura 1

Pentru calculul volumului corpului de rotatie C; se foloseste
urmatorul rezultat.

« TEOREMA 3
Fie f:[a,b]—> R, o functie continua si C; corpul de rotatie
determinat de functia f. Atunci:

Vol(Cp) = "2 (x)dx. (1)

1. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia:
a) £:[0,2] >R, f(x)=x+1L b)f:[0,3] >k, f(x)=Vx>+4.
Solutie
a) Functia f este continua si pozitiva si are U _
imaginea geometrica a graficului segmentul de Figura 2
dreapta [AB], A(0.,1) si B(2,3), figura 2. 3 B
Corpul de rotatie C; este un trunchi de con
circular drept.

Aplicand formula (1) se obtine: *
Vol(Cf):nI()zfz(x)dX:nfj(x+1)2dx: z
32
. (x+1) _ 26m
3 3
0
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/ TEMA DE STUDIU
1. Sa se calculeze volumul corpului C; aplicand formula cunoscuta a volumului

trunchiului de con circular drept:

V=%(R2+r2 +Rr). (2)

2. Folosind calculul integral sa se deduca formula (2).
R-r

‘x+71,x€[0, h].)

\ (Indicatie: f(x)=

)
3
=21n.
0

b) vol(C;) = an(\/xz +4)2 dx = njj(xz +4)dx = n.(x—33+4xJ

x?+1, x e[-1, 0]
vx+1, x€(0, 2]

2. Fie functia f:[-1, 2] > R, f(x) :{ . Sa se deter-

mine volumul corpului de rotatie Cs.
Solutie
Functia f este continua pe intervalul [-1, 2] si este pozitiva.

Se obtine: vol(Cy) = nJ‘_Zlf2 (x)dx = “'Iifz (x)dx + nj.o2f2 (x)dx =

0 2

0 2 ) 5 3 2
=ch (x2+1) dX+7T,-J. (x+1)dx=7- X—+zi+x | i _88n

-1 0 5 3 B 2 ), 15
EXERCITII S| PROBLEME

EXERSARE

El. Sa se calculeze volumele corpurilor i f: [1, 3] -

de rotatie determinate de functiile:

a) f:[0, 2] > R, f(x)=4x-x?%; f(x)z—\/(x+2)(4_x)_

b) f:[0, n] > R, f(x)=sinx; x

xom E2. Sa se calculeze volumul corpurilor
c) f: [_5 ’ 5} - R, f(x)=cosx; de rotatie determinate de functiile:
1
. _J-2 4. a) f(x)=————, x€]0, 2|;
d f:[-1, 2] >R f(x)=Vx*+1; (x) 2 + a [o. 2]
x-1 1
: , R = ; b f = ) 49 ;
e) f:[1,2]> M f(x) T ) f(x) 7 a x €[4, 6]
f:-2,3|-oR f(x)=|x-1|;

ﬂ [ ]_) (X) ‘X ‘ c) f(x):i,xe[\/g, 3:|;

g)f:[0,3]—>l2,f(x)=\/§—\/§; Vx2 +3

h) f:[a,a+1]>R d) f(x):lnTx,xe[l, ez].

X
f(x)=x*(x-a);

231



Analizd matematica e lIl. Aplicatii ale integralei definite

Al.

Sa se calculeze volumul corpului
de rotatie determinat de functia:

a) f: [0, %} - R, f(x) = arcsin x;

b) f: [o,%] 5B, f(x) = xe¥;

c) f:[l, e] >R f(x)=VxInx;
d) f:[1, 4] >R f(x)=[3x+1 -|x-3|.

. Se considera functia

f:[—%,%]—)l),f(x)=m—x.

Sa se determine volumul corpului
de rotatie determinat de functia f.

. Sa se calculeze volumul corpului

rotatie generat de functia

de
f:[Le]loR f(x):lnTX.

(Bacalaureat, iunie 1998)

APROFUNDARE

A4. Se considera functia

A6.

earctg X

\/1+x2 '

Sa se determine vol (Cy).

f:[0,1] >R, f(x)=

. Sa se determine volumul corpului

C¢ generat de functia:

%2
a)f:[1,Je| >R, f(x)= ?—ln“\/x;
b) f:[o, E]—)l),

2
T
tg x, 0, —
gX, X e[ 4}

sin2x, x € E, T
4 2

f(x)=

Sa se calculeze volumul corpului
obtinut prin rotirea poligonului

ABCD in jurul axei Ox, daca A(L0),
B(2,3), C(4,6), D(10,0).

O1.

o2.

O3.

Testul 1 (pe grupe de elevi)

Grupa 1

Sa se determine aria(Ty) pentru functia:

o f:[0,7]>R

f(x)=xsinx

Grupa 2

. f:[o, 5]—»!2
2

f(x)=xcosx

Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre graficele functiilor:

of,g:[0,1] >R

3
b’
f(x)= ;
()x2+1

g(x)=x

of,g:[0,1] >R

f(x)- X,

’
x2+1

g(x)= x2

Sa se calculeze volumul corpului C; determinat de functia:

°f:[0,1] >R,

f(x)=

(x+ 1)(x2 + 1)
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X
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(O)

0o2.

O3.

O1.

o2.

0as.

Testul 2
Sa se calculeze aria suprafetei cuprinse intre curbele de ecuatii y = x3 si
y = 4x.
(3 puncte)
x2 - 3x
Fie functia f: R\ {2} 5> R, f(x) = ~_2
x -

a) Sa se arateca f(x)=x-1- 22, xeR\{2}.
x_

b) Sa se calculeze aria cuprinsa intre asimptota oblica a functiei si graficul
functiei pe intervalul [3,4].
(4 puncte)

Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia
f:[0, 1] > R, f(x)=sin®x.
(2 puncte)

Testul 3

Sa se determine aria suprafetei cuprinse intre curbele de ecuatii y = In? x
si y=2Inx.
(3 puncte)

Se da functia f: R > R, f(x)=x>.
a) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de
abscisa x = 3.
b) Sa se calculeze aria suprafetei plane marginite de graficul functiei,
tangenta in punctul A(3, f(3)) si axa Ox.

(4 puncte)

Se considera patrulaterul convex OABC cu varfurile 0(0,0), A(1,2), B(3,4)
si C(5,0).
a) Sa se determine aria suprafetei poligonale [OABC].

b) Sa se calculeze volumul corpului de rotatie generat de linia poligonala
OABC.
(2 puncte)
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Teme de sinteza

TEME DE SINTEZA

TEMA 1

— Multimi de numere: R, C -

SETUL 1 DE PROBLEME (MULTIMEA R )

/ Notiuni de recapitulat\

- forme de scriere;

Q1. Se dau nurlnerele reale: - parte intreaga;
(23Y) . - parte fractionara;
x= [3 EJ +70.8(3)-0,0(3) s - relatia de ordine pe R;
7 \2 o - operatii;
y= (] . [0,125 -0,25+ (—1)‘4} - puteri si radicali;
2.3 - logaritmi;
a) Sa se determine media aritmetica, media | - intervale;
geometrica si media armonica a numerelor x, y. | - multimi marginite;
b) Sa se calculeze [x + y], {y - x} si - vecinatati;
3 2 - elemente de logica mate-
log3 (xy)”. matica;
4 (tipuri de rationamente./
0O2. Se da numarul real x = /M, neZ?.
2n-1
a) Pentru n =1 sa se calculeze produsul primelor 3 zecimale ale lui x.
b) Sa se determine multimea A = {n eN|xe N} .
0O3. Sase determine m € R astfel incat sa existe:
a) \/m(m +2)x% - (2+m)x +1 pentru oricare x € R.
2 —
b) log, ™ — 2.
m-3
Q4. Sa se rationalizeze expresiile:
) L pl.g__ 1
B3 V¥ Y V243
O5. Sa se demonstreze ca:
a) 1 + 1 +oeee + 1 =1- n+1 vV neN’:
1W2+2V1 2V3+3Vy2 7 nVn+1+(n+1)vn n+l’ ’
1 1 1 1 *
b) =+——+——+..+——2/n,VneN.
NN Jn
Q6. Se dau intervalele de numere reale I-= (—oo, xz), J= (x2 -1, + oo) si

K=(1-x, 3).

Sa se determine x € R pentru care:
a) K este interval simetric;
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Q7.

Qs.

09.

o1o0.

o1.

Q2.

Q3.

b) K este interval centrat in a = -1;
c) J este vecinatate a punctului a = 3;
d) KcInd.

Sa se aduca la forma simpla expresia:

2 1
a) logg 3o (—\/2] +log ; —:
5 128 32

b) log, (ln e4) —logg 384 + logg 3 — %4\/93\/2 3.

x+1

Fie multimea A(a, b)= {

X—a

Xe(b,+oo),b2a}.

a) Sa se arate ca A(l, 2) este multime marginita si sa se afle inf A, sup A.

b) Sa se arate ca A(l, 1) este nemarginita superior si si se determine

multimea minorantilor.

Se considera functia f: R 5> R, f(x)=—

x+1

. Sa se determine Im f.

X“+x+1

Sa se determine multimea de adevar a predicatului:
a) p(x): ,,(x2 -3x+ 1)(1:2 -3x- 3) =5, x e N“;

b) P(x,y): .(2x+y+2)vV2 +(4x+y+5)V7 =0, x, y ¢ ©“.

SETUL 2 DE PROBLEME (MULTIMEA C)

Sa se determine x, yec R pentru care
are loc egalitatea:
- 4xiJ =

x-1 . y-1
+ 3yi |+
a’[ 2 y’) [ 3

=2(y—-x)+1i;

3 +xi L Xty
5-2) (21
c) (x+2y+i)(y-i)=(y+x+i)(3 - 4i).

b)

f Notiuni de recapitulat \

- forma algebrica;

- forma trigonometrica;

- operatii cu numere complexe;
- numere complexe conjugate;
— modulul unui numar complex;
- rezolvarea in € a ecuatiei de

2 o

gradul 2 cu coeficientii in R;

y

(aplicatu in geometrie.

Sa se calculeze opusul, inversul, conjugatul si modulul numarului complex

z=(1—i)(\5+i).

1+i

Sa se determine numarul complex z in cazurile:

-2 +4i

i b)2z+z-z=4+2i;
2+1

a) z2 =
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Teme de sinteza

0O4.

5.

Q6.

Q7.

Qos.

Q9.

Q1o0.

1 .
x™ + —|» daca

X

Fie S suma valorilor distincte pe care le ia aj,=

x2+x+1= 0O, ne N'. Atunci:
a) S=4; b) S=3; c) S=5; d) S=8; e) S=12.
(Admitere ASE, Bucuresti, 1997)

Fie A={xecC|z-2=2, 22+:_3=1 . Daca S= ) z atunci:
z-3i 2cA
a) S=1-2i; b) S=3; ) S=14+2i d)S=—§—%.

(Admitere ASE, Bucuresti, 2004)

al i-i2.4%.....42007

Valoarea expresiei E = este:
i+iZ+i% 4. +1200°

a) —i; b) 2007; c) 0; d d=1.

a) Se considera ecuatia x?-4x+5=0 cu solutiile x;, x,. Sa se calculeze

2 2
2 2 3 3. 4 4 X +3 X“+3
X;) + X5, X; +Xg; X; +Xo, 12 b .
Xl—]. XZ—].

b) Sa se formeze ecuatia de gradul II cu coeficienti reali care are o solutie
1-3i
2-i’

data de z, =

Se considera ecuatia bipitrata x* — 2mx? + (m +1)? =0, m ¢ R. Sa se deter-

mine m astfel incat ecuatia sa aiba:
a) toate solutiile in C \ R;

b) doua solutii reale.
Se dau numerele complexe z; =1+iJ/3 si z, =1-i.
a) Sa se scrie sub forma trigonometrica z; si z,.

15
b) Sa se calculeze (z,z, )10 , [21] si radacinile de ordinul 4 ale numarului z,.
Z2

Se considera punctele A, B, C cu afixele z, =6 + 5i, zg =7 - 3i, z¢c = -2 + 4i.

a) Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC.
b) Sa se determine distanta dintre centrul de greutate al triunghiului si
centrul cercului circumscris acestuia.

c) Sa se determine punctul D (4 + bi) stiind ca este coliniar cu punctele A si B.
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o1.

02.

Q3.

0O4.

0O5.

Q6.

Q7.

TEMA 2
- Functii. Proprietati -
SETUL 1 DE PROBLEME f Notiuni de recapitulat\
Fie functia f:R >R, f(x)=ax® +bx+2,a, beR.
o - monotonie;

a) Pentru a=0, sa se dea exemplu de o e s

- marginire;
functie f care sa fie strict crescatoare pe R si | _ paritate-imparitate;
de alta care sa fie strict descresciatoare pe R. - convexitate-concavitate;
b) Daca b= 0 sa se precizeze paritatea (impa- | - periodicitate;
ritatea) functiei obtinute. - injectivitate;
c) Daca a=1, b=-3 sa se arate ca functia f | - surjectivitate;
este marginita inferior si sa se precizeze daca |~ I.Jijectivilfa.te;
este functie convexa sau concavi pe R. - inversabilitate;

- continuitate;

3 . x+m,x2>1 — derivabilitate;
Se da functia f:R > R, f(x)=7 - | - primitivabilitate;
-x“ +2x,x<1

- integrabilitate.
a) Pentru m = 0 sa se arate ca functia f este K /
inversabila si sa se determine f1.
b) Sa se rezolve ecuatia 4[f(x) -f! (x)] =7-7x.

c) Sa se arate ca functia f~! este strict crescatoare pe .
Sa se studieze injectivitatea si surjectivitatea functiei:
a) f:€C>C, f(z)=2z+5z;
b) £:€>C, £(2)+2f(2)=22+32 V ze C;
3x-1

o £:R\ {-2} >R\ {3}, f(x)= ..

Fie functia f:R >R, f(x)=3x+4. Sa se determine functia g:R >R cu

proprietatea ca (f ogo f'l)(x) = %x +1.

Sa se studieze periodicitatea functiei:

a) f:l—)l?,f(n):{%}.,.{g};

b) f:R >R, f(x)=2sin3x.

Sa se arate ca:
a) functia f : .#, (R) > M, (R), f(X) = X® nu este surjectiva;

b) functia f:S,; - S,, f(x)=oxc!

, unde c €S, este functie inversabila si
sa se calculeze f1;

c) functia f: 7, - Z,, f(x) = x*> + x + 1 nu este bijectiva pentru n e {2, 3, 4, 5}.

Cate functii f: {1, 2, 3, 4} > {1, 2, 3, 4} injective, verifica egalitatea:
a) f(1)-£(2)=4; b) f(1)+£(2)=3?
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o1.

Q2.

Oa3.

0O4.

0O5.

0Oe6.

SETUL 2 DE PROBLEME
9% _ 4.3l 112 x<1
Fie functia f:R > R, f(x) = .
—15x2—ax+a, x>1

a) Sa se arate ca pentru a =1 functia este continua.
b) Sa se studieze continuitatea functiei f discutand dupa a € R.

PX, xe[0,1)
Se considera functia f:[0, 2] > R, f(x)={m, x=1
x3+q, xe(1, 2]
Fie A = {(p, m, q) e R® ‘ f derivabila pe (0, 2)} , S= > (p+m+q).
(p, m, q)eA
Atunci:a) S=7; b) S=-1; ¢c) S=0; d) S=10; e¢) S=8.
(Admitere ASE, Bucuresti, 1998)

Se considera functia f: R > R, f(x) = (—1)[X] [x +a- [g] + b) +3,a, belR.

Daca A= {(a, b) e R? ‘ f este periodica cu perioada 2 si continua in x = 1} si
S= > (a+b), atunci:
(a, b)eA
a) S=2;b) S=-1;¢c) S=0; d) S=-3; e) S=4.
(Admitere, Economie generald, Bucuresti, 2002)

|x -1 +a, x<2

Se considera functia f: R > R, f(x)=<b- ‘xz - 9‘ +2, xe(2, 4].
|x-5/+bx+4,x>4

a) Sa se determine parametrii a, b € R stiind ca functia admite primitive pe R.

b) Sa se determine primitivele functiei f pe intervalul [1, 4].

c) Sa se determine a, b c R astfel incit .[13 f(x)dx =14 si j:f(x)dx = 39.

Se considera functia polinomiala f: R - R, f(x) = x° + ax> + 85x - 2.
a) Sa se determine a € R stiind ca f’(-3)=0.

b) Pentru a =-30 sa se precizeze intervalele de monotonie si convexitate-
concavitate ale functiei f.

a) Sa se demonstreze ca suma a doua functii convexe f, g:I » R (I interval

deschis) este functie convexa.
b) Sa se arate cda urmatoarele functii sunt convexe:

f:R->R f(x)=ax*+bx®>+cx+d,a, b c,deR si a b>0;
h:(0,+oo)—>l2,h(x)=4x4+3x2—5x+7+log1 X.

5
(Examen bacalaureat, 1999)
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o1.

Q2.

Q3.

0O4.

05.

TEMA 3
- Ecuatii, inecuatii, sisteme de ecuatii si inecuatii -

SETUL 1 DE PROBLEME
Sa se determine x € R in cazurile: f Notiuni de recapitulat \
a) 2x-1_ [x —1 2x+ 1]; - semnul functiilor de gradul

3 2 5 I si de gradul II;
b) 3x+1¢ [Zx, x2 4 1]. - tipuri de ecuatii, inecuatii,

sisteme:
e de gradul I si II;
Fie functia f: R > R, f(x)=(2m + 3)x? - e cu parte intreaga si fracti-
-2(1+3m)x+7, meR. ona.ra, .
cu modul;

a) Pentru ce valori ale lui m graficul e irationale;
functiei f intersecteaza axa Ox in doua . ex{:onentiale;
puncte distincte? o logaritmice;
b) Sa se determine m R pentru care * trigonometrice;
graficul functiei este situat sub axa Ox. e combinatorice;
c) Sa se determine m eR astfel incat * cu permutari;
ecuatia f(x)=0 sa aiba solutiile nega- e matriceale;
tive. * sisteme de ecuatii liniare;
d) Si se determine mcR astfel incat * algebrice cu coeficienti

solutiile x;, x, ale ecuatiei f(x)=0 sa Intr-un corp.

verifice relatia x; + 2x, = 3.

Se considera ecuatia x® - |x| = mx(x+1), me R

Daca M = {m e \ ecuatia are exact trei radacini reale distincte} , atunci:

a) M= (-0, —1];b) M=(-1,1); ¢) M=(2, +); d) M=C; e) M=R.
(Admitere ASE, Bucuresti, 1997)

Fie A={(X, y)elxl |:2x4+1i|=x—3, |:3x2_1i|=y+3},

Daca M= ) X atunci:
(%, y)ea y

a) M=4—9; b) M=§; c) M=E; d M=7; e) m=93
20 8 7 29

(Admitere ASE, Bucuresti, 2003)

Sa se rezolve:

a) \/x +4 2\/ -2 23 (Bacalaureat, 2002)
xX-4 x+4 3

b) Va-x%2>1-x:

o) (7- 4@)3,: +(7+ 4J§)3x -14.
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0Oe6.

Q7.

Qs.

09.

Q1o0.

o1.

Q2.

Qas.

Se da functia f: D > R, f(x) =42 -1gx.

a) Sa se determine D.

b) Sa se determine x € D, astfel incidt termenul al cincilea din dezvoltarea
6

binomului (1 +xf(®) ) sa fie 15.

(Simulare Bacalaureat, 2000)

Pe R se defineste legea de compozitie ,,o“ prin xcy=x+y-1,V x, yecR.
a) Sa se rezolve ecuatia 2* - 4* = 5.
b) Sa se rezolve in N' ecuatia C2-ClL-C2 =44 +n.

c) Sa se rezolve in R inecuatia xo x2 <1.
(Bacalaureat, 2002)

Sa se rezolve sistemul de ecuatii:

AY =10AY7}, ¢c¥ = gc,{*l.

(Admitere Universitatea Transilvania, Brasov, 2002)

Sa se rezolve ecuatiile:

a) 2sin?x+5cosx—4 = 0;

b) sin x + 2 sin 3x + sin 5x = 0;
¢) V3 sin 2x + cos 2x = 2.

Sa se rezolve sistemele de ecuatii:
2
x“+2Y=8 2,y2= 3x-.,y+1=3
a) ; b (¥ Y 5 ; c) y .
x+2Y1 =10 logs x-log,y=1 -x+2,/y+10=5

SETUL 2 DE PROBLEME
Sa se rezolve ecuatiile:

x+1 x+3 2x+5
; b) | x-1 b’ 2x+1{=0.
2x+6 2x+3 b4

b’ i x+i 1+i

a)

1+x i+x| [1-i x+1i
X3 X2 X3
Sa se calculeze determinantul D=|x, x3 Xx;| stiind ca x,, x5, x3 sunt
X3 X3 Xy
solutiile ecuatiei: x3 — 2x2 + 2x+17 = 0.
(Admitere Universitatea Transilvania, Brasov, 2000)

Sa se determine a ¢ R astfel incat ecuatia:
2-a a-x x-1

1-x2 x2 —1 | = 0 sa aiba o radacina dublda numar intreg.

2-a-2x x+a x-2

240



Teme de sinteza

0O4.

0O5.

0Oe6.

Q7.

Qs.

Q9.

Q1o0.

Sa se rezolve ecuatiile matriceale:

2 3) _ (111) 2 (0 i
a) [3 5J~X—[O 1 2], b) A _[i 2], unde A e M, (C).

35126 4) 4 32615

signatura permutarilor o si B si sa se rezolve ecuatiile:

. 1 2 3 45 6 1 2 3 45 6
Fie o, e Sg, o= =

]. Sa se determine

- - 50
2 1 3

Fie matricea A=|1 -1 1 |e#3(R).
1 2 m

a) Sa se determine rangul lui A in functie de m.
b) Pentru m =1 sa se calculeze Al
2x+y+3z=1
c) Sa se rezolve si sa se discute sistemul de ecuatii liniare {x -y +2z=-1
X+2y+mz=m
(Admitere, Universitatea Craiova, 2004)
2x-y+z-t=1
Se da sistemul de ecuatii liniare: {x+y+az+t=-1, a, beR. Sa se rezolve
Xx-y+z—-t=>b

sistemul de ecuatii pentru a=-1 si b=1.
(Bacalaureat, 1999)

Sa se rezolve ecuatiile:

a) x*_15x2 _16=0; b) 3x3 +7x2 1+ 7x+3=0;

c) x* —8x% +14x®> -8x+1=0; d) 2x* +x® - 4x®> -10x-4-0.

Sa se rezolve ecuatia in conditiile date:

a) 4x3 -12x% +11x + 3a = 0, daca solutiile sunt in progresie aritmetica;

b) 2x3 - (a + 4)x® + 7x - 2 = 0, daca solutiile sunt in progresie geometrica;
c) x*-6x3+2x2-6x+a=0,a€cQ si x; =3-2/2.

d) x?-4x%+x2+ax-20=0,ael si x;=2+1.

Fie polinomul f e Z5[X], f = X* + aX2 + 2X + b.

a) Sa se determine a, be Z5 stiind ca f : (X + Z)(X + ﬁ)

b) Pentru a=b=1 sa se descompuna polinomul f in produs de factori ire-
ductibili.

c) Daci deZ5[X] este c.m.m.d.c. al polinoamelor g=X3+ 3x+1 si f
pentru a=b=1 sa se rezolve ecuatia d(x)=0.

d) Sa se afle probabilitatea ca polinoamele f si g sa aiba cel putin o radacina
comuna.
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Q1.

Q2.

Q3.

0O4.

Q5.

0Oe6.

TEMA 4
- Elemente de geometrie plana -

Fie triunghiul ABC si M, N, P mijloacele /" Noriuni de recapitulat )
laturilor [BC], [CA], [AB]. Sa se demon- -vect;)ri in plan;

streze ca pentru orice punct O din plan au | - operatii cu vectori;
loc relatiile: - vectorul de pozitie al unui
a) OA + OB = 20P; punct;

— = — — —  —— - coliniaritate, concurenta,
b) OA + OB + OC = OM + ON + OP. paralelism;

- functii trigonometrice;

Se considera punctele A(3,2), B(8,4), |_, plicatii ale trigonometriei

C(8, 8), D(3, 6). in geometrie;
5 5 [ — dreapta in plan - ecuatii
a) Sa se arate ca vectorii AB si CD sunt ale dreptei;
vectori coliniari. - calcul de distante;
b) Sa se determine coordonatele punctului tarii' J
M daca AM = AB - CD.

c) Sa se determine coordonatele punctului N astfel incait BCND este parale-
logram.
d) Sa se arate ca punctele C, M, N sunt coliniare.

Fie D, E, F mijloacele laturilor [BC|, [CA], [AB] ale triunghiului ABC. Sa se
arate ca:

a) AD-BC+BE-CA +CF-AB=0;

b) OD-BC+OE-CA+OF -AB=0,V Oc #.

c) mediatoarele laturilor triunghiului sunt concurente.

Sa se verifice daca au loc egalititile pe domeniul de existenta:

sin? x sinx + cos x

" - > = sin x + cos x;
sinx — cos x tg°x -1

b) 2(sin6 x + cos® x) - 3(sin4 x + cos? x) +1=0;

cos(-480°) tg570°-sin675° _ 1 J6

cos 660° cos 900° 6

Sa se calculeze sin(a+b) si cos(a—b) daca sina=§, sinb=—i si

13
ae (E, n), be [n, ﬂ]
2 2
Sa se aduca la o forma mai simpla expresiile:
sin27x + sin13x sin? 3x - sin? 7x

; b) 2 2"
cos 41x — cos x cos“ 3x — cos“ 7x

c) sin? x + 2cosacosxcos(a + x) - cos? (a + x);

3x X
d tg—+t tg —.
)g2+gx+g2
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Q7.

Qs.

0o9.

o1.

02.

Q3.

Sa se demonstreze ca pentru oricare a, x € R au loc relatiile:

a) (1-sina)x® -2xcosa+1+sina>0;

b) sin4x+cos4x2%.

Se da triunghiul ABC in care se cunosc: a =12, B=105° C =15°.
a) Sa se rezolve triunghiul ABC.
b) Sa se calculeze aria suprafetei [ABC].

c) Sa se determine lungimea medianei din A.
d) Sa se determine R si r.

Se dau punctele distincte A(a+1, 2a-1), B(3a-2,a-1), C(4, 6), D(1, 0).
Sa se determine a € R in cazurile:
a) centrul de greutate al triunghiului ABC este situat pe prima bisectoare a
axelor de coordonate;
3

b) & =—

) A1aBc] =
c) A, B, D sunt puncte coliniare;
d) dreptele AB si CD sunt paralele;
e) dreptele AD si BC sunt perpendiculare;
f) punctele A si B sunt egal departate de dreapta CD.

TEMA 5
- Siruri de numere reale. Limite de functii -

Fie (an) o progresie aritmetica.

a) Sa se determine a; si ratia r daca

2ag — 3a, +a;9 = 42 si ag-az =112. Notiuni de recapitulat \
n - siruri monotone;
b) Si se calculeze suma S, = ) aj. - siruri marginite;
k=1 - progresii aritmetice;
- progresii geometrice;
Fie (a,) o progresie geometrica in care |- limita unei functii intr-un
. . s s . punct;
ag si az sunt respectiv cea mai mica si | _ operatii cu limite de functii;
cea mai mare solutie a ecuatiei |- limite remarcabile;

%[1 +log, (3x - 2)] - log, (1 + m) ) (asimptotele unei functii. j

9
Sa se calculeze suma S = ) aj.
k-1
(Admitere ASE, Bucuresti, 2002)

Daca numerele pozitive x, y, z sunt in progresie aritmetica cu ratia r, iar x,
y+2, z+12 sunt in progresie geometrica cu ratia r+1, atunci x+y+2z

este:
a) 12; b) -12; c) 9; d) 7; e) 15.
(Admitere ASE, Bucuresti, 2002)
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Q4.

0O5.

0Oe6.

Q1.

02.

Sa se determine a ¢ R pentru care functia f: R > R are limita in punctul
specificat:
3x -4, x2>-1

2 f(x)={(3a—1)x+1,x< [y o=t

b) f(x)={1/(3a—2)x2 -a, x<1’ %o = 1.

(2a-1)x-3, x>1

Sa se calculeze:

x2+x+3 3 +x-2x7
a) lim — b) im —M—
x>0 —4x% —B5x +1 x>-1(2x+2)(x + 3)
c) lim x%‘l'; d) lim 4-V7+x “7+x;
x—4/2x+1-3 x—>9 &—3
cos 4x — cosx . x2+x-6
e) lim ——————; ) im ——— —;
x—0 sin 2x - sin 3x x—-3 arctg (x + 3)
X X X
g) lim 3 -9 ; h) lim u;
x>2 X—2 x>0 4% _ 3%
1g (1 i
9 lim g(1+ 6x) i) lim In(1+ sin 2x) .
x>0 2x2 +x x—0 ln(l + 2sin 3X)

Sa se determine asimptotele functiilor f : D > R:

x> x3-1 x|x x%e™*
TEMA 6

- Derivate. Primitive. Integrale —

SETUL 1 DE PROBLEME
Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei f: D > R:

a) f(x)=x|x[;

x2 sin x, x<0

ln(1+x2), x>0

/ Notiuni de recapitulat \

— derivata unei functii intr-un
Jx-1, x2>1 punct;
- reguli de derivare;
- regula lui I'Hospital;
- rolul derivatei intai si a doua;
— graficul unei functii;
— primitivele unei functii;
x?+ax-2, xell, 2) - integrala definita;
a) f(x)=14, x=2 : - calculul ariei si volumului cu
2 ajutorul integralei.
bx® -2x+c¢,xe(2, + ) K j

aarctgx+b, x<0
2ax +1, x>0

b) f(x)=

c)f(){

arcsinx, x e[-1, 1)°

Sa se determine parametrii reali astfel
incat functia f : D > R sa fie derivabila:

b) f(x)={
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Q3.

0O4.

Q5.

0Oe6.

Q7.

o1.

Q2.

mx+n

Fie functia f: R \ {-3} > R, f(x)= 3 m, n € R. Sa se determine m si

n astfel incat punctul A(3, -2)e ¥, iar tangenta in punctul A si fie
inclinata la 45° fata de axa Ox.

In(3-x), x<2
Fie functia f:R >R, f(x)=1 .

ax“ -x(2a-b)+c,x>2
a) Sa se determine a, b, c € R astfel incat f sa fie de doua ori derivabila in
x=2.
b) Pentru a-= —% si b=c=0 sa se scrie ecuatia tangentei la graficul

functiei in punctul A care are abscisa egala cu 18f"(0).

Sa se calculeze derivata functiei f:D > R:

2
x“-3x+2 1-x
a) f(x = s b) f(x =Xln(7);
( ) x2+2x+2 ( ) 1+x
2
X“+2 2 x
c) f(x)=3x2+4, d) f(x)=ln(2x +2x+1)—4arctgr+1.

Fie f:(L, +©)—> (3, +»), f(x)=3%+x?>-x. Sa se arate ca f este functie
inversabila si sa se calculeze (f'l)' (11) si (f'l)’ (33).
Se considera functia f: R > R, f(x)=2* +a* -5 - 6%, a> 0.

a) Sa se calculeze f(0) si f'(0).

b) Sa se determine a astfel incat f(x)>0, V xeR.

SETUL 2 DE PROBLEME
Folosind regula lui I'Hospital, sa se calculeze:

ln(l + e4x) 100 - 12 _101x1°! + %
a) im—F———; b) lim 2 H
X ln(l + e2x) x—1 (1-x)
1
c) lim (x - 3)ex*-9; @ tim| 1 .
x-3 x>-3[x+3 In(x+4)

x>3

2x" — sin 2x

Fie I, = lim 3

, 1 €N, si p cel mai mic numar natural pentru care
x—>0 b.4

I, este numar real nenul. Atunci:

a)p:l; b)p:z; c) 3p=4; d)PZO-
(Admitere ASE, Bucuresti, 2004)
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Qas.

0O4.

O5.

0Oe6.

Q7.

os.

Fie f: R > R o functie polinomiala de gradul trei.

a) Sa se determine functia stiind ca are un maxim local egal cu -1 in x=1
si un minim local egal cu -2 in x = 2.

b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

c) Sa se arate ca punctele de extrem local si punctul de inflexiune ale
graficului functiei f sunt coliniare.

d) Sa se reprezinte grafic functia g:R> R, g(x)=f(x)+1.

e) Sa se calculeze aria suprafetei plane marginite de graficul functiei g si
axa Ox.

Fie functia f: R - R, f(x)=2% +27%,
a) Sa se verifice ca f(x)=f(-x), V xeR.
b) Sa se calculeze f'(x), xcR.
c) Sa se arate ca f este strict descrescatoare pe (—oo, 0] si strict crescatoare
pe [0, + ).
d) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.
[ f(t)at
< . 0
e) Sa se calculeze lim —————.
X—>© f (X)
(Bacalaureat, 2004)

Se considera functia f: D > R, f(x)=ax+Vbx®>+cx-1,a>0, b> 0.
a) Sa se determine parametrii a, b, c ¢ R, astfel incat dreapta y=2x+1 sa
fie asimptota oblica spre +wo, iar y = —1 sa fie asimptota orizontala spre —oo.

b) Sa se determine aria subgraficului functiei g : [g, g} >R g(x)=(x+1)f(x).
ax? +bx +c, x<1

Se considera functia f:|-1, 2| > R, f(x)= .
’ [ ] (x) ln(x2—3x+3),x>1

a) Sa se determine a, b, c € R astfel incit f sa fie derivabila si f(-1)=f(2).
b) Sa se calculeze I 2 f' [1 + l) dx.

1 b4
Fie functiile f, g: R > R, f(x)=x”-ax si g(x)=3ax-x2 aec [0, + ).

a) Sa se studieze pozitia parabolelor corespunzitoare functiilor f si g.

b) Sa se calculeze aria suprafetei plane S, cuprinsa intre cele doua parabole.
c) Daca A este punctul de intersectie a celor doua parabole, diferit de origine,
sa se arate ca dreapta OA imparte suprafata S in doua suprafete echivalente.

n
Se considera functia f, : (o, + oo) >R f, (x) — (111712‘)
X

a) Sa se rezolve inecuatia f; (x) - f, (x) > 0.
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o1.

Q2.

Q3.

b) Sa se calculeze aria suprafetei plane marginite de graficele functiilor f; si
f, sidreptele x=1, x=e.
c) Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia

g:[L e]oR g(x)=xJ/x[f(x)-fz(x)].

TEMA 7
— Structuri algebrice -

Pe R se considera legile de compozitie / Notiuni de recapitulat \
,o* si, L*“ definite astfel: ’

Xoy=X+y+2, xly=xy+x+y+a, - legi de compozitie — proprie-
tati;
vz yek. - monoid;
a) Sa se studieze proprietatile legii ,, o “. - grupuri;
b) Sa se determine acR astfel incat |- morfisme de grupuri;
legea ,, L “ sa fie asociativa. - inel;
c) Pentru a = 0 sa se rezolve ecuatiile: — corp;
2 x x — morfisme de inele si
(x*-1)o(2x-3) =6, 2* 1(2*-1)-71. corpuri;
d) Sa se rezolve sistemul de ecuatii |- inele de polinoame.

pentru a=0:
{(x+1)o(y+1)=6 K J

(x+1)L(y-1)=2

n-1
¢) Stiind ca (-2) L 3=-5, sisearatecd 2121 ..12=2- 3 [(-2)o3*], v neN.
n ori k=0

Se considera multimile:

1 0) (01 -1 0 0o -1
Gl = ) ) ’ c M 2 (D);
01 10 0 -1){-1 0
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4\ (1 2 3 4
G2 = N ’ N c S4.
1234)1|2134) 214 3/(12 43
a) Sa se alcatuiasca tabla inmultirii matricelor pe multimea G; si tabla
compunerii permutarilor pe multimea G,.
b) Sa se arate ca (G, -) si (G, °) sunt grupuri.

c) Sa se arate ca (G, ) = (Ga, °).

1+5a 3a
Se da matricea A(a)=| 25a 1_5al€ My (R).
3

a) Sa se arate ca A(a) este matrice inversabila, oricare ar fi a e R.
b) Sa se arate ca A(a)-A(b)=A(a+b),Va bekR.
c) Sa se rezolve ecuatia A(x+1)A(2)=A(1-x)A(3).
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O4.

Q5.

Q6.

2 — —
d) Sa se rezolve sistemul de ecuatii A (X * 3y) B A( 8) .
A(2x+y)A(3)=A(2)A(y-x)
e) Daca G = {A(a) ‘ ae ID} sa se arate ca (G, -) este grup comutativ.

f) Sa se stabileasca un izomorfism intre grupurile (G, -) si ((0, +®), ) .

Pe multimea A =7 xZ se definesc operatiile algebrice:
(a,b)+(c,d)=(a+c, b+d);

(a, b)-(c, d) =(ad + bc + 2ac, bd - ac).
a) Sa se arate ca (A, -) este monoid si sa se determine multimea # (A).
b) Sa se arate ca (A, +, -) este inel.

c) Inelul (A, +, -) are divizori ai lui zero?

. ) o ) 10 o 0) .
In multimea .#,(C) se considera matricele I, = o , Og = si

1 oo
z w
multimea G = {( — ]
-w z

complex u.
a) Sa se verifice ca I, € G si O, € G.

Z, We C}, unde u este conjugatul numirului

b) Sa se arate ca daca z, we C si \z\z + \W\z =0, atunci z=w=0.
c) Sa se arate ca daca P, @€ G, atunci P-Q € G.
d) Sa se arate ca daca De G, D= O,, atunci D este matrice inversabila si

Dlea.
e) Sa se gaseasca o matrice X e G cu proprietatea ca XC # CX, unde

C= B
0 i
f) Sa se arate cadaca A, Be G si A-B=0,, atunci A =0, sau B=0,.

g) Sa se arate ca (G \ {05}, ) este grup necomutativ.

h) Sa se arate ca (G, +, -) este corp necomutativ.
(Bacalaureat, 2004)

10
Se considera polinomul fecC[X], f= (1 +X+ Xz) cu forma sa algebrica
f= a20X2° +...+a;X+ag.
a) Sa se determine a( si a;.

b) Sa se calculeze f(1), f(-1), f(i).
c) Sa se calculeze suma coeficientilor polinomului f.

d) Sa se arate cd ag + a4 +...+ a6 + g0 = i[f(l) +£(-1)+ £(i) + £(-1)].

(Bacalaureat, 2000)
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Q7.

Qs.

Fie f e C[X] un polinom de gradul neN’".
a) Sa se determine f stiind ca functia polinomiala atasata verifica egalitatea:

f(x)—f'(x):i—!:, Vxeh, (1).

b) Sa se arate ca daca f verifica relatia (1) atunci nu poate avea radacini
reale multiple.

c) Sa se rezolve in multimea € ecuatia f (x) +12 =0 pentru n = 4.

Pe multimea R se considera operatiile algebrice:
Xx1ly=x+y-1,xTy=2xy-2(x+y)+a, VX yeckR

a) Sa se determine a ¢ R pentru care (R, 1, T) este inel.
b) Pentru a ¢ R determinat sa se determine % (R).

c) Sa se afle m, nc R pentru care functia f:R > R, f(x)=mx +n verifica

simultan conditiile:
i) f este functie bijectiva;
i) f(x+y)=f(x) Lf(y), x, ye
iii) f(x-y)=f(x)Tf(y),. VX, yeR.
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Indicatii si raspunsuri

INDICATII SI RASPUNSURI

- ALGEBRA -

CAPITOLUL I. GRUPURI
1. Legi de compozitie pe o multime (pag. 11)
e E2. ¢) ae{O, g} e E6. a) xe{O, %} b) ng,yzﬁ. e E9. a) Avem
2 3 5 15
succesiv: X, ye€[2, +0)=>x22,y22=x-220,y-220=>(x-2)(y-2)20=>
a 2b x 2y
=>xy-2x-2y+420=>x0y22. ¢) Daca A= ,B= cu
b a y X
ax +2by 2ay+2b
det(A)=a® -2b? =1, det(B) =x> —-2y® =1 se obtine A-B= v Ly x
bx+ay 2by+ax
si det(A-B)=det(A)-det(B)=1, deci AB € M. ¢ E11. a) Se obtine ca A® =1,
deci sunt 6 elemente.

e Al. {6}{6 Q},Z4. *A2.3a) x>a, y>a=>x-a>0,y-a>0=(x-a)(y-a)>0=
= xy-a(x+y)+a’>0=>xoy>a. b) Avem: x,ye[4,6]=4<x<6 si
4<y<6=-1<x-5<1 -1<y-5<1=|x-5|<1 si |y—5|£1:|(x—5)(y—5)|£1:>
=-1<(x-5)(y-5)<1=4<x0y<6. * A3. Daca x, yeM atunci x+y-3>0.

Xy -2
Xx+y-3

Se arata ca >2&  Xy-2>2x4+2y-6xy-2x-2y+4>0¢&

< (x-2)(y-2)>0. * A6. Avem: Xoy>2=>xy-2x-2y+a>2=(x-2)(y-2)+
+a-6>0 sirezulti a>6. * A8. Fie x ¢ M. Atunci x" e M, pentru VvV neN.
Rezulta ca {X x2, ..., x", } — M. Dar M este finita, deci exista m eN", astfel
incat x™ =x. Asadar x™ -x=0 cu solutiile xe{-1, 0,1}, dupa paritatea lui
m. In concluzie M c {-1, 0,1} sise obtine: {0}, {0, 1}, {1}, {0, 1, -1}, {-1, 1}.
Pentru €, din egalitatea x™ =x = x =0 sau x™ =1 deci x radacina complexa a
unitatii. Rezulta ca M este: {0}, %, sau {0} U%,, n eN. » A9. Avem: 3%° =37,
respectiv n" functii (legi de compozitie).

2. Proprietiti ale legilor de compozitie (pag. 19)
*E3.a)a=c=1,beZ b)la=2,b=2.¢) a=be{0,1}. d a=b=1. * E5. Rezulta

3a+b=7, cu solutiile (a, b) e {(1 4), (2, 1)} *EG6. a) a = 3.
* A2. Raspuns €). * A4.a) a=b =1; b) Avem ca: AB=BA deci AcB=(a+b)AB

sia,beR;c)JacR.*Ab.a)ax=xa,VxeM;b)laeM;clax=xa, VxeM.
n(n+1)
eA6. n 2
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2.4. Elemente simetrizabile (pag. 26)

°E1.a)e:O;b]ez—l;c)e:4;d)e:0;e]e:§.°E2.a)e:—2;b)e:8;
1
1 -
c)e=—;d) e=29,
)e 5 ) e

3. Notiunea de grup. Exemple (pag. 42)
*E4. (G, 1). *E5. (G, 1). * E6. Amandoua. * E7. A(a, b)-A(c, d)=A(ac-bd,
ad+bc), E=1,. » E8. b) Se arata ca: A® =13,V AcM. » A2. a) 4. + A3. e=(0, 1)
si (a, b) :(l, ij. e A4.SeobtinecaAcB=A B.*A5.A=2,b=86.

a a

*A6. c=f; si f;! =f,. e A7. Se arataca f, of, =f,,,,. *A9.a=b=1.

a

4. Reguli de calcul intr-un grup (pag. 49)
1 2 n
*El.b) 2, 2, respectiv 5 — 4i. e E2. b) A" = (O rllaj' ¢ E3. x" = o(logx)",

*E4. x"=4+(x —4)n . »E5. a) a’b= a(ab)=a(ba)=(ab)a =baa= ba?; ¢) Inductie
matematica. ¢ E6. a) x2 = (aba’l)(aba’l) =aba 'aba ! =abba ! =ab?a’!;

c) x" =ab"al.

¢ Al. a) Inductie matematica si faptul ca a™ = (a’1 )n ,heN

2

4 . 2 2\2 4 3
e A2.a) x=aba=aa“a=a". Dardin a=b 3a:(a) —a=a” = a” =e. Asadar

1 1

x=at=za=sx3=a%=e b) x>=ab®al=aeal=aa'=e ¢A3. ab=e=a=b'=>
—ba=bb!=ba=e ¢ A4. ab’=e=ab=b ' =bab=bb ! = bab=e=ba=
=b'=ab. ¢ A5. Din relatia y?=xyx ' =y’x=xy, deci xy=y’x. Avem
succesiv folosind aceasta egalitate: x%y = xy’x =Xy - yx = y°X-yx =y - y°X - x = y*x°.
Asadar x2y = y4x2. Avem: xsy = xy4x2 = x3y =Xy - y?’x2 = y2x ‘ ys’x2 =
—y2xy - y2x2 = y2 - y2xy?x? = yhayyx? = y4 - y2xyx? = yO - y2x - x2
16,4

= y8x3.

apoi: x5y:y32x5. Dar cum

Analog din x°y =y®x® se obtine x*y=y
x® = e rezulta ca y = y32 deci y31 —e. »AB.a) abc=e=bc=a ! =bca=za'a=e.
e A7. Din aba = bab = a’ba =aba-b=bab-b=bab? = a®*ba =aba-b? = a®ba =
=bab-b? = bab® = a*ba = abab® = bab* = a’ba = abab* = bab-b* = bab®. Asadar
a®ba =bab®. Dar a® =e= ba=bab® si dupa simplificarea cu ba se obtine
1 1 -1 2
=y X =yx b)(xy) =
= x%y? = xyxy = xxyy si dupa simplificare cu x la stanga si cu y la dreapta se

e=b°. ¢ Al10. a) x> =e=x=x'. Avem: xy = (xy)
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1 1 1

obtine xy = yx. ¢) Avem: y 'x ' =x'y!, Vx, yeG. Luand x >x ! si y >y~

se obtine ca yx=xy, V X, yeG.

5. Morfisme de grupuri (pag. 55)
*El. ac{-1 1} pentru Z si ae G\ {0} in celelalte cazuri. * E6. a=1, b =2.

*E10. f(x)=ax.
*AlL f(A(a))=a. *+A2. f(A(a))=a *A3. .4 ={I3, A, A’} si M=%;. *Ad.a=1,

coso sina

b=3.¢A5. {:G, > Gy, f(cosoc+isina):{ j * A7. f(x)=tgx.

—-sino cosoa
*A8.a=b=1.¢Al0. f()(y):f(x)~f(y)c>(xy)_1 =x 'y !l o xy=yx.
*All. f:R— 7, f(a)=f1,.

CAPITOLUL II. INELE SI CORPURI

1. Definitii si exemple (pag. 67)

-2x-3
X+2

e A2. 0, =-2,1, =-1, W(Z):{x et ‘ el}:{—l, -3}. ¢ A3. Se obtine

b+3a=3sia=-3,b=12.¢A4. 0c =0,1¢ =1, #(C)={z e €| Re(z) = 0}.
* A5. Oy =11y =e % (M)=M\{1}. ¢ A6. Din egalitatea data se obtine ca

A:[z yj, X,y €. Oy =0y 1y =Ip, #(M)={acM| Tr(A)=0}.
X

L4 A7. OA :(O, O), 1A :(1, O). L4 A8. fa Lfb :fa+b+1’ fanb :faerJrab, fa +fb :faer,
f, ofy, =f,,. * A9. card(M)=2° =8.

2. Reguli de calcul intr-un inel (pag. 73)

*El.a) 2;b) 2,3,4; ¢) 2,4,6; d x unde (x,60)#1. * E2. a) Se considera

19)={g 3 mpar * 295, - tmpar @ (o o] (o o)~(0 of

e E6. In Z, ale loc egalitatea x?>=x,V xeZ,. * E8. a) xe {i Q} respectiv
e{@, ZL}, b) xe{i, Q} si XE{Q, §, éAL, 8}, c) xel, \{6}

* E9. (ab)2 —a’b? = ab, (1—a)2 =1-2a+a’=1-2a+a=1-a.

e Al. a) (t:) é) b) Prin inmultire cu 4 a doua ecuatie se scrie 0 = 4. Rezulta

sistem incompatibil. ¢ A2. a) (6 Q); b) x=2+3a, y=a,aclg. * A3. Avem:
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(1- ba)(l + bx’la) =1+bx 'a-ba-babx'a=1+bx 'a-ba- b(ab)x’la =
=1+bx 'a-ba —b(x —I)X_la =1+ bx_la—ba—b(x_l —l)a =1.

*A4.1-1-0=1-a"=(1-a)-(1+a). + A5. 1=1-0=1-a" =(1-a)(l+a+a’+..+a" "'},

2

¢ A6. a) Pentru x — —x se obtine ca (—X)2 =-x sau x“ =—x decix=-xsaux+x=0.

2 _ 2 2 _ _ -
b) (X+y) =X+y =X +Xy+yX+Y =X+ D X+XV+YyX+y=X+y=>xy+yx=0=
= Xy = -yX = yX.

3. Corpuri (pag. 78)
*Al.a=b=1, c=6. * A3. Se obtin egalitatile f, +f;, =f,,, si f, of, =1,.
* A4. a) Evident a-b¢ {0, a, b}, deci ab =1 si astfel ba=1.b) #(K)={1, a, b}.

2-a implica a = 1, iar a?=1=ab ar implica ab =a?

3

Atunci a® €{1, a, b}. Cum a
deci b = a, rezulta ca a® =b. Analog rezulti ca a=b”. ¢) Avem: a® =a-a®=a-b=1.
d) Din a3=1:>a3—1=O:>(a—1)(a2+a+1)=0 si cu a # 1 se obtine
a?+a+1=0. e) Fiex=-1. Cum x2 =1 rezulta ca x e{l, a, b}.

eDaci a=-1=a’=1=ab=a=Db fals.

eDaca b=-1=b’*=1=ab=a=b fals.

Asadar-1=1=1+1=0.

CAPITOLUL III. INELE DE POLINOAME
3.1. Adunarea si inmultirea polinoamelor
scrise sub forma algebrica (pag. 89)
* E2. a) m=1=grad(f)=0, meR\{l} = grad(f)=1. b) Pentru m=1=

= grad(f) =0, pentru m =2 = grad(f)=1, pentru m e R\ {1, 2} = grad(f) =2.
*E5.a)a=1,b=0.2E10.a) f=X-1, g=1b) f=1 g=-4x 3.
eAl.a)m=-1;b)m=n=1;¢) m:@, n=0.*A2. m=1,n=-1saum=-1,n=1.
* A3. Pentru a=b=1, grad(f)=grad(g)=1, pentru a # b si b # 2a — 1,
grad(f) = grad(g)=3. * A4.a=1,b=-2.+ A5. f =3(X* -3X +2).

*A6. {=2X?+2X+3. ¢A7.a=-2.¢A10.a=-2,b=1.¢All.a) f=X-2
b) f=X>-X+1; € f=—(X+1)(X*+1). » A12. a=2,b=1 + Al4. a) Daca
f e R[X] si grad(f)=n, atunci din f(x)=|x| se obtine ca 2 (x) = x?, deci f are
gradul 1. Asadar am avea ax+b= |x| V x e R, ceea ce nu se poate. b) Avem:
|x| =f(x)-x> si s-a aratat ca |x| nu este functie polinomiala. ¢) Daca f € €[X],
functia polinomiala verifica egalitatea f(z)=z> +|z| si pentru x € R am avea ca

|x| =f(x)- x> ar fi functie polinomiala, ceea ce nu este adevarat.
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e A15. Daca f:Z; - Z5, atunci avem f(@) =a,, f(i) =ay, f(ﬁ) =ag. Functia
gy > 1, g(x) =ax? +bx+c, cu conditiile: g(f)) =ay, g(i) =a,, g(ﬁ) =as,

este egala cu f si este polinomiala. Se gaseste: c=a;, b=az-a,,
a=2a,—-a; —as.

3.2. Impirtirea polinoamelor (pag. 95)
*E3. g=X>-3X+7.

e A2. a) az—%; b)a=2,b=-2;¢)a=-2,b=0;d) a=0; e) a=b=0.

* A3. Restul are gradul 1, deci r=aX +b si r(n)=a-n+b, care este progresie
aritmetica. * A4. a) Avem: f=(X-a)(X-b)q+mx+n. Atunci f(a)=ma+n,
f(a)-f(b) n:af(b)—bf(a)
a b a-b
*A7.a=6,b=5.¢A8. f(x)=(x-a)q,(x)+r=1f(b)=(b-a)q,(b)+f(a). Se

obtine ca (b-a)q, (b)=f(b)-f(a). Analog (c—b)q,(c)=f(c)-f(b) si (a-c)qs(a)=
=f(a)-f(c) etc. » A9. Avem f=(X-1)(X+1)(X+4)C(X)+aX®+bX+c. Se
obtine ca: f(l)=a+b+c, f(-1)=a-b+c, f(-4)=16a-4b+c si se are in
vedere ca f(1)=15, f(-1)=7, f(-4)=-80. ¢ A10. Fie R, =mX +n, R, = pX +q.

.*A6.a=-2,b=8.

f(b)=mb+n de unde m =

Din teorema impartirii cu rest se obtine ca f =(X2—1)C+mX+n si
m+n=f(l)=a+b+c+4

f=(X2+1|C, + pX+q. Rezulta ca: . Analo
( )1 P+ {—m+n:f(—1):—a+b—c+4 &

f(i)=pi+q=-ai-b+ci+4
. Se obtine ca: n=b+4, m=a+c, q=-b+4,

f(-i)=-pi+q=ai-b-ci+4

p=-a+c deci Ry =(a+c)X+b+4, Ry=(c-a)X+4-bh.

Egalitatea data se scrie: (CX+4) —(aX+b) =5X2-28X+15 si rezulta

egalitatile: ¢ —a? =5, ab-4c=14, 16 -b? =15 etc.

3.3. Impairtirea la X — a. Schema lui Horner (pag. 100)
eE2.a)m=1:b)m=-i;¢) m=2. eAl.a)m = 1; b) m e {-3, 3}; ¢ja=-2.

*A6. a=0,b=2. ¢« A7. Avem {(2)=-12=2""-3.2" y4=-12=>n=4.
* A8. f(2)=13 si f(4)=81. Se obtine sistemul: 2™ +2" =12, 4™ +4" =80 cu
solutilem =3, n=2saum=2,n=3.

4. Divizibilitatea pohnoamelor (pag 110)
eE4.a) m=-3; ¢) m= 2 d) m= 3.
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e Al. a) f(—a):6:>a2:i:>ae{i, Q}; b) f(ﬁ)z@:azﬁg c) b=a+4.

e A2. Avem: g:(X2+2X)2+2(X2 +2X)+m=(f—m)2+2(f—m)+m:f2—2mf+m2+

2

+2f —m. Se pune conditia ca m“ -m=0. ® A3. Avem X +1= X2 - g si rezulta

2n+1

cu binomul lui Newton: f :X(X2 —g) +(m-1) X" =M, +X- X2 4 (m-1)X" =

=M, + X" (X?"“S +m - 1). Este necesar ca polinomul X*"*® + m -1 sa se divida

cu g Avem: X im-1-= (X3 )ml -l+m-= (X3 - 1) -C(X)+m. Deoarece
X% -1=(X-1)g este necesar cam = 0. » Ad. f(1)=0=m’ -4m? +3m=0=
=>m(m-1)(m-3)=0=me{0, 1, 3}. * A5. a) f(1)=0, f(-1)=0; b) f(2)=0, f(3)=0;
c) f(1)=0,f(-2)=0:; d) a=0, b=2; e) f se divide cu X - 1 deci f(1)=0. Catul
impartirii cu X - 1 este g=X>+(a+1)X®> +(a-b+1). Se pune conditia ca
polinomul g sa se divida cu X2 —bx +8. ¢ A8. Se aplica algoritmul lui Euclid.

* All. f=(X" +g)2 - X" =X +2X"g+ g - X" = X" (X" - 1)+ g(2X" + g). Se

4n+1

aratica X" -1=(X-1)g ¢ Al2.a) f=(X+ g)4n+1 +(g—X)"" . Folosind binomul

lui Newton se obtine: f =M, + x4+l (—X)4r1+1 =M,. *Al13. f=X"+ (X2 - g)m +1=

=X™ 4 x2m g M, +1. Se analizeaza cazurile m e {3k, 3k +1, 3k +2} etc.

5. Descompunerea polmoamelor in factori ireductibili (pag. 12 1)
*E3.2) a=0,x,=0,x,=0, x5 =-1; b) a=2, x; =Xy =2, X3 =X, = 3;

~

c)a=2 b= lx1 X2—1 Xg =Xy =2.

*E5.b) f=(X —8)(X—82)(X—83)(X—84)(X—85), unde e C\R si ¢° =1.
A2 ~ ~ A~
e) f=(X+1) ; 0) f=(X+6)(X2+5X+5).
* Al. a) Daca ac@ egalitatea f(a)=0 se scrie: 20° +30” +a++3(a® +2a+3) =0.

) la®+2a+3=0 ) )
Se obtine ca cu solutia a = —1. b) Avem pentru x € R si
20%+302 +a=0

f(x)=0: 2x3+5x2—3+i<x2—2x—3)=0. Se obtine x2>-2x-3=0 si

2x% +5x2-3=0 cu solutia x = -1. e A2. a) Solutiile ecuatiei sunt

X; =1 X,=-2,X3=a. Seobtine:ta=1sia=-2.¢A4. m=23. ¢ A6. a)Daca a R

este radacina dubla, impartind polinoamele succesiv cu x — o se obtin
a®-5a%2 +8a+a=0 4

resturile: . Rezulta o =2, a=—.
302 -100+8=0 3
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e A7. a) Fie a € € radacina tripla. Se imparte succesiv polinomul f cu X - a,
punand conditia ca resturile sa fie nule. Se obtine ca ultimul rest este
r=3a0-6=0, deci o =2, apoi a= 12, b=-b.

e A8. Polinomul f = (x - 6)(X - i)(x - Q) = X3 +9X. Se obtine a=0. » A9. n = 2.

¢ All. Pentru a=0, be {i Q} se obtin polinoame de gradul 1. Daca a # 0, fnu

trebuie sa aiba radacini in #5, deci f(f)) 0, f(i) 20, f(ﬁ) +0. Se obtine ca

a+b=0decia=1,b=2 sia=2 b=1 «Al4. a) f=(X4 - X2 +1)-(X2 +X+1)-
2 ~\8 ~\9 = sls

-(X -X+ 1). b) f = (X —1) ;¢ f= (X —1) . ® A15. Daca f este reductibil peste

Z atunci f are o radacina in Z, a =n e Z. Obtinem ca: f =(X - n)(X2 +uX + v).
Identificand cele doua scrieri ale lui f se obtine: a=-nv, b=u-n, c=v-nu si

ab+ac=-nv(n+v-n-nu) sisearata ca ab+ac nu poate fi impar.

¢ A17. f=(X+i)p.

6. Relatiile lui Viéte (pag. 128)
4 3 A\D A A A
« E2. a) f:(X+1) . b) f:(X+1) . ¢) f:(X+1) . d) xe{l, 2, 3}. « E3. a) Din

7 2
Z) +Zy +2Z3 = ~3 se obtine zs =3 etc. z, =1, zo =—4. b) Din relatia z, -z, - z3 = -3

se obtine z4 :—%, apoi z, =1, z,, =5. * E4. a) Avem z, + 2z, + 23 =6 si 2, + 24 =25.
Se obtine z3=3. Din f(3)=0 rezulta a=-5. ¢ A3. a) Din relatiile
X, +Xq +X3 =6 si X; +X, =2X3 se obtine: x5 =2. Prin impartire cu X — 2 se
afla m = 9. * A8. Se obtine: x*+y® +2z°> +2(xy+xz+yz)=(x+y+ z)2 si astfel
Xy + zy + zx = —1. Rezulta ca x, y, z sunt solutiile ecuatiei t> —2t> —t +2 =0, care

se scrie (t2 - 1)(t —-2)=0. Asadar, x=1, y =-1, z=2 si permutari ale acestora.

7. Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficienti in 7, Q, R, C (pag. 137)
*Ed.a) x; =13, x5, =1++/3, x5, =1+ 7.

* Al. Solutii intregi pot fi doar divizori ai lui 2. Se obtine a {6, -2, 4, —3}.

* A2, Solutii pot fi doi dintre divizorii lui 2, nu neaparat distincti. ® A3. ¢) Solutii

rationale pot fi elemente ale multimii {i 1, +2, £3, £6, i%, ig} Se foloseste

schema lui Horner.
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- ANALIZA MATEMATICA -

CAPITOLUL 1. PRIMITIVE
3. Proprietatea de liniaritate a integralei nedefinite (pag. 156)

* E1. Din definitia primitivei unei functii se obtine ca f(x)=F'(x), x e D.

2

a) f(x):GX2 -8x-5; b) f(x)=%+8x\/§+%; ¢) f(x)=sinx +xcosx;
3 2

M; f) f(x)=xe*; g f(x)= -

(X+1)2 cos?x

d) f(x)=Inx; e) f(x)= 2tgx+1
* E2. F(x)=F; (x)=f(x), xR ¢ E4. F este derivabila pe R si F'(x)=f(x), xeR.
* E5. I(SXQ + 2x)dx =x° +x”?+¢. Daca F(x)=x°+x”+¢, xR este o primi-
tiva, din conditia F(-1)=2 rezulta ¢, =2 si F(x)=x’> +x> +2, xe R.

e E6. a) lirré(3x -4)=2= lin;(fix2 - 5x) =f(2). Rezulta ca f este continua in
X—> X—>

x<2 x>2
- 2 9)-9
x=2. b) limM:hm (2x +9) =l:f(0+0)=f(0). Rezulta ca
x>0 2x x202x(V2x+9+3) 6

f este continua in x=0. ¢) f(2-0)=f(2+0)=f(2)=3, f este continua in
X =2.
e Al. a) f(x):F’( )= In2x-1 b) f(x)= X+1( 2—2x—4); c) f(x)=2x(cosx-1);

d) f(x =v9-x2; e) f(x —\/X2+1; f) f(x)=x"Inx. * A2. F, siF;. ¢ A3. Func-

x+1
cosx, x<0 e +C x<-1
tiille sunt continue. e X)= .« Ad. F(x)= 2 .
tiil t ti ) | l| 0 A4. F x
X—1, x> 2X+—+cCy, x>-1
5 2

F este continua in x =-1, conduce la ¢, = —g+ cy. Din conditia F(2) :g re-

zulta ¢y = —%, c =-7.

3
X 10, x<-1
3
1, xe|-1,1
* A5. f(x)= ) [ ] ,F(x)= X—§,XE[—1, 1]. « A6. a:%
x“, x e(—o, —1)U(l, +x) 3 e
x3 26
—_— 0, x>1
3 3

b=-1. e A7. Din continuitate rezulta 3a-b=-9 si din derivabilitate se
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obtine 9a +2b =-15. Rezulta a——% b—?Q. e A8. a=b=1. ¢« A9. a=-3,

b=4. ¢ Al0. a:%,b:—z ¢ All. a=1,belR c=0.

4. Primitive uzuale (pag. 165)
éJrl 11
4 x5
e El. a) J-X dx = > 5 +¢; c) Ix5dx—4 +¢ 1) Illx Ix3dx = IIIX4dX 4x4

—+1
5
2% x-3 1 X
v i X - = L@ D —— -
+¢; §) [2%dx RORAE k)j dx 61nX+3 + 1)j16+X dx = -aretg -+
. 2w o _l dx :l 2x-1
+¢; n) J.\/_dx arcsm +¢. « E2. f)j ldx_4'[—x2_1 n n—2x+1
4
6 X dx 1 dx

e. = dx = 2arctg =+ ¢; K S =
’ )‘[SX +27 Ix2+9 xocardey T )I\/6X2+2 \/E'[\/X2+4

X
= arcsm— + €.

2 /7 \/>
- gl e m [ [

e E3. ¢), d), e). Se folosesc formulele: 2 sinE cosg =sin x, 2 cos g =1+ cosx,

. . X
respectiv 2 sin® = =1-cosx.

1 4 3 2
* Al. g) j x- ) dX:IX 4x” +6x AX+] g = J(x —4X+6—£+L)dx—

x> X x?

2
——2x2+6x—41n|x|—l+7/. h) j#dx:f{ LI ]dX:
X X" +4

Vx? +4 x*+4

) 2
:ln(x+x/X2+4)—larctg +%. o A2, a) J.;dxil.smfr—mzxd)(:
2 sin? x cos? x sin® x cos” x

—_[ I =tgx - ctgx +¢. b) Se foloseste formula cos2x = cos® x —
cos’x 7 sin?x
—sin®x. d) J-sm X 8dx J-sm X~ 8dx:J.(sinx— 5 jdx:—cosx+8ctgx+
1-cos® x sin® x sin” x

+¢. 9 [(1+1g’x)dx = [(tgx) dx=tgx + . * A3. a) j6x(3x2+1)7dx:j(3x2+1)'.

2
~(3X2 +1)7dX=J‘u’(X)~u7 (X)dx=¥+(ﬂ=@+((/. c) IX43X5 +1dx =

258



Indicatii si raspunsuri

J.5X43 x° + dX——I(X +1) ~(x5+1)3dx——ju u(x))§dx:é (u(l ))1
§+
+¢=.... d) _[ 8x* dx:j(x +1) dx = j (x) dx = ju’(x) (u(x))édx:Z
Jx® +1 \/u (x)

1
. 2 C = 3 14 — = . = ! . 4 =
(u(x))2+{ WxP+1+7. €) Jxln xdx J(lnx) In* x dx Iu(x) u* (x)dx

5
u’ (x) 1. 5 x-1 1 6x -6 1
= +C¢=-In°x+7. g) [—2~  ax=—[—"""" dx=-—
5 5 g I3x2—6x+11 6j3X2—6X+11 6j

’

2
:ém|u(x)|+%=é-m(3x2—6x+11)+7/. h) jxf’ildpj () dx =[5 —dx=

X2
Sinf—+
x“ +1

1
1

u 1

=3 +¢. k) —arctgx + €.

—In|————
2

REE

X+ x° bie x3 1 2x 1, 4x3
n)J‘1 dX=I dx+_[1+X4dx:§J‘mdx+Zjl+X4dx:

(x)-
u(x)
(

2
1 X dx=
I\/x6 -25
J’ ,(X :—ln‘ )+,/u2(x)—25‘+’(:’ etc.;

u2 (x)-25

+
x3)

¥ (x2)2dx+lj(1+xi)'d
2 1+<x2) 47 1+x

e A4. a) arctg X+ b)

X =larctgx2 +iln(1+x4)+ €.

‘+Y,’; c) lhq
6

smx—2
sinx +2

cosx—3

sinx
+

1
+¢ d) =
)2arctg( 5

cosx+3

+¢. e) ;sm (X2+l)+((¥; f) —cos2(x2+1) +¢. g) tg X+%; h) arcsm[%j+

3 5 3Y 3
+7; j) _LOS X LO° X . ¢. « A5. a) Ilenxdx:I X |mxdx=2Inx-
3 5 3 3

_IX_;.(lnx)’dx:%slnx—%szdx=£;1nx—§+7x. b) jxe*de:jx(—e*X)'dx:
=—Xe"x+_[e‘xdx=—xe_x—e_x+7/. c) _[sinzde=Jsinx~sinxdx=jsinx-
-(—cosx)' dX:—sinxcosx+J.cos2 dx:—sinxcosx+_[(l—sin2 X)dXZ—SinX'

~Cosx+x—_[sinzxdx. Rezulta ca 2jsin2de=—sinxcosx+X+7/ etc.
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€) j\/X +25dx = IX\/X +25dx = xVx2 + 25 IX — = _dx=xVx?+25-
Vx? +25
_'[ x? +2

dX=X\/X2+25—I\/X2+25dX+251H(X+\/X2+25). Rezulta ca
2 !
I x% +25dx = 2|:X\/X +25+251n(x+\/x +25)}+((’. h) Jxarctgxdx:.[[%J.

(x + 25) 25

x2 x2 1 x2 1 (X2+1)_1 x2
arCthdX :?arctgx —J.? 1+ X2 dx :?arctgx —Ejﬁdx Z?'
~arctgx—§+%arctgx+7/.
Teste de evaluare (pag. 167)
Testul 1
1. a) f'(x)=(sinx+cosx)-e* =f(x)+g(x); b) g'(x)=(cosx—sinx)-e* =g(x)-
4 3

—-f(x). 2. Din F’(X):f(x), V x €(0, + ) rezulta a:é, b=1. 3. a) XZ—X?—

2
X 3x -1 2 X 2
—-—+X+%.b) —In ——x €. c) e |x°-2x+2|+¢.
2 )6 3x+1 Vx4 ) ( )
Testul 2
2 2

1. F(X)=—%—3X—9, x<-3; F(X)=%+3X, xe(-3,0), F(X):X2 +3x, x [0, ).

2. f'(x)=g(x), respectiv Ig x)dx = _[ (11111?:;) dx = I 1111((5:)) dx = ln|u(x)| +¢ =

dx = vVx2 +1+21r1(x+\/x2+1)+

=In(1+Inx)+%. 3. a) j

b'e dx 2
Vx? +1 +IVX2+1
+¢. b) J‘(X+2)exdx=j(x+2)(ex)' dx =(x+2)e" jexdx (x+1)e* +¢.

c) .[sinx~(sinx)' dx =%sin2 X+ €.

Testul 3
1. a=0, b—— 3.b) —arcsm5——iln 2_5Xj+((/.
3 2 20 2+ 5x
2 2
o) j Ism x+4cos X dx = J-( +sm4xjdX tgx+jtg <. tgx) _
cos? x cos™ x cos?x cos*x

=tgx +§tg3x +@.
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CAPITOLUL II. INTEGRALA DEFINITA
1. Definirea integralei Riemann prin formula lui Leibniz-Newton (pag. 172)

. ~ 15 . 17, _1 a1
El. a) 15; b) 10; ¢) —— d) e) — o1’ ; ) — g) ; h) In3; i) o In6.
Lo 3. . 1 r
E2.2) :b) i 2d)\/ L e V3-1 ) g)0h)11)14

* E3. a) g; b) ln(£+1)—1n(2+J§); c) ln(\/g+3)—ln2; d) In3; e) E; f) 4

e Al. a) ——ln3 b) — ) —; d) llnﬂ. e A2, (x2+x) a:10©a2+
2 2 1
2 - a*
+a-12=0, cu solutiile a; =-4, a, =3. * A3. lnnz+—n6:1nz,neN =
n“+n-12 4

—=n=4. ¢ Ad4. Se obtine ecuatia 2a® +2a =4 verificati de a=1. ¢ A5. Se
obtine ecuatia 2a® +3a? +2a-7=0 < (2a3 - 2) + (Sa2 - 3) +(2a-2)=0<

c>(a—1)(2a2 +5a+7):0, cu solutia reald a=1.  A6. a) 3x2-4x-4<0=>

X+Vx2 +4
2

:xe[—%,%. b) In sln%©x+\/x2+4s1© x2+4<1-x, x<1.

Se ridica la patrat ambii membri si se obtine inecuatia 2x+3 <0 cu solutia
3

Xe| -0 ——|.
2

2. Proprietati ale integralei definite (179)

4 1- \/_ 3 2

*El.a) _ib) 16 ¢) ——: d) § e) 1+Z' *E2.a) [ |x-2/dx=["(2-x)dx+
2\ (2 .\
+J;(x—2)dx:[2x—EJ +(5—2XJ =5. b) j;|sinx|dx=ji(—smx)dx+j:sinxdx:
_1 2 2
511 n

—cosx| —cosx|; =3. ¢) j6|cosx|dx I2cosxdx+j —cosx)dx =sinx|2 -

2 2

1

_Sinx|i6n:§. d) j21‘1—x2‘dx:jll(l_xz)dmI12(_1+X2)dxz[x—%3] +
>

<3
X+ —
( SJ 1

nua in Xy =1. Functia este continua si pe [—1, 1H)u(L 2] fiind exprimata cu

-1

:g. * E3. a) f(1-0)=5=f(1+0)=1f(1). Rezulta ca f este conti-

2
restrictii de functii elementare. Asadar, f este continua pe [-1, 2]. J:lf (x)dx =
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:jj1(2x+3)dx+j12(6x2 ~1)dx = (x” +3x)‘1_1 +(2x? _X)‘f =13. b) [ f(x)dx =

:J._12(4X3 —3)dx+'feldx:(x4 —3X)‘i2 +Inx|] =-23.

v

o)
o [ 2 1(x)dx=]"

+arcsin x | =

+

dx+_[

n,T_m
11+x 4 4 2

J—

¢ E4. a) Functia f: {O, Z} >R f(x)= Sin x

——— este pozitiva pe [O, E}. Rezulta
2+ cosx 4

ca J.(;Zf(x)dxzo, v xe{o, %} b) Se arati ca 2x-x2>0,V x €[0, 2] si se
aplica proprietatea de pozitivitate a integralei. ¢) x> -3x = X(X2 - 3) <0,V xe

e[l, g} etc. d) Pentru x e{—g, O] sin® x <0 etc. » E5. a) Fie f, g:[-L1 >R

f(x)=x>-3x, g(x)=2-2x. Aratam ca f(x)<g(x), vV x €[-1 1]. Avem: f(x)-

~g(x)=x>-x-2=(x-2)(x+1). Din tabloul de semn al acestei expresii se
3 ot 1

deduce ca f(x)-g(x)<0, V x €[-1 1]. Rezulta ca J‘ilf(x)dx < J‘ilg(x)dx

d) Searataca Inx-x+1<0, V xe[-1, e]. Fie f:[l, e] > Rf(x)=Inx-x+1,

f'(x)= 1-x <0,V x€][l, e]. Rezulta ca f este descrescatoare si f(x)<f(1)=0,

deci Inx<x-1, Vxe€[l, e]. » E6. Se foloseste inegalitatea m(b—a)éjbf(x)dxg
4 1 4

<M(b-a). @) m=-3, M=7; b) m=0, Mzg; c) m=—2,M=—§; €) ng, M=2;

) m=f(0)=+3, M=f(1)=f(-1)=2.

e Al. a) I_I dex+.[ x+2)dx_— b) I_Joﬁtgxdx+jogtg3xdx.
6

c) I:J';(—?;x+5)dx+J.f(—x+3)dx+j2 (3x—5)dx:

d) I=j:32(2x+x2)dx+J:OZ(—Zx—xg)dx+I§(2x+x2)dx.

eA2.a) a=-1;b) i e A3. Izjle_x+1dX+I2ex‘1dX=2e_2_
In4 0 1

. Ad. I:I_‘;(_zx)dx+j_llzdx+J122xdx=1o. ¢ A5, 1=j_°1%dx+jjlfxdx=

“1)+1 1)-1
:—Iowdx+.[2udx:—jo(l+ jdx j(l— 1 )dx:1+lng.
-1 x-1 0 x+1 -1 x-1 x+1 3
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2n

<x?" Vxe

e A9. Se foloseste faptul ca 0 <
X+1

* AG. 1—1—3>—l:>a<2.

e 2 e
2n 2n+1 1 1
dx < = . Cu teorema clestelui se
2n+1

€[0, 1]. Rezulta ca O<I
0x+1 2n +1 o

obtine limita zero. « A10. Din marginirea functiei f pe [0, 1], rezulta ca exista
M >0 astfel incat |f(x) <M. V x€[0,1]. Avem 0 <[I,|< M x"dx= M Tre-
n+
cand la limita cand n — 4+, se obtine limI, =0.
n—o

3. Metode de calcul ale integralelor definite
3.1. Metoda de integrare prin parti (pag. 186)
9 x ) eZX 1 1 e2X eZ e2x 1 e2 +1
* El. a)J xe“*dx = I X- dx == - _ =
2 0 2 2 4 4

b)j 2x —1)e*dx Il2X—1)(ex)’dx=(2x—l)ex‘;—J‘SZexdx=e+l 2ex‘ =3-e

e el X ' X2 ¢ ‘SX2 1 62 X2 ¢ 62+1
c)J XlnXdX=I — | Inxdx=—Inx —J — e —dx=—-—| =
1 1l 2 2 Lt 2 ox 2 4, 4
Cinx| [ L@ X027
3 x 3 9] 9

%3 ! X
d)j x? Inxdx = I [ ]lnde:?lnX
ln xdx = xIn? x‘ —I x-2Inx- —dx 4¢? —2.[ lnxdx_

e [ In? xdx = j

—4¢? - [Xlnx|l -f ldX):Z(eZ—l) jelnxdx [(Inx) Inxdx=mnx| -

—jelnxdx Rezulta ca 2| ° lnxdx—l x| =1 si j Inx 4

*E2. @) [2(x+1)sinxdx - [ 2(x+1)(-cosx) dx (x+1)cosx|§+j§cosxdx:2.
:—sinx-cosx|§+_[ogcos2xdx:

b) —E+£. c) J()gsin2xdx:j§smx-(—cosx)'dx
\/5 T J'EsinQde. Rezulta ca Ifsm xdx =

\/§+J.Og(l—sin2x)dx:—r+——

x = -xctgx|2 +jgctgde=£+

\/§+£J. d) IE 5 —dx = IZX( ctg x) dx H
4 4 4

sin“ x 1
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n V5
+h1(sinx)|%=4—7;+1n\/§. * E3. a) I=Ifo2+4dx=j;/§X’ X +4dx=xVx>+4| -
4
(x +4)
- —dx=2\/§—1+4 dx =26 -1+
'[ Vx? +4 L Vx? +4
V5
+4ln(x+\/xz+4) . Se obtine 1=+/5 +21n 3+\/\C d)I_J xVx?Z +1dx =
1 1+
1X x +1 1 X3 2 !
= dx + [ ——dx =1, +Vx2+1| =L, +4/2-1. I, =
I \/X +1 J‘0\/x2+ I OVx? +1 1 o :

- dx:J‘;xz(\/x2+1) dx = x2Vx2 +1
+1

1
—2J.SX\/X2 +1dx=+/2-2I. Se
0

obtine in final 1= 2€_1.
9 5e* —1 e +1 )
e Al. a) 16-2¢e~; b) 1 ; ©) ; d) 11’1(1+\/§)+1—\/§; e) e(sinl-cosl);
f) ——; g) Integrala se scrie: lJ.12xeX2 (1+xz)dx=lj‘l(ex2 )’ (1+x2)dx=...=
41 3’ 2
e ne™! +1 n +4 3V3-n T
- n . i) 21 2)-\3. e A2. a) = |
e o1 i) 2In(v3+2)-43. a) b)) S d)
1 = 1(n ND) 1+ -1 ) © 3
nv2ie)m ) —|e2-1|;g = Z+m¥Z|;h) 1=-[3x. dx =24 Y2
n+2; e) « f)2[e } g)2[4+n2j ) 2ng(sin2xj 9+3
)i_m( #42); b) =5 )—+1n(2—J§); Q) Z+3-2 ) jg[#]
= \Wi-x2

-arccos x dx etc. f) %—2. e Ad. a) ngsinxdx—jfnxsinde=4n b) I:L(i(x2 —x)exdx+
+] ) (x-%) et [ - x) e ) I:ﬁ[—lnx—ljdx+ImedX+J:2(MX+ljdx:

(X2+4) _J,
eia Om
+af) \/ﬁ dx =1, +41,. 11=j;x3(\/x T )dx x®x2 14 —31=\/§—31.

IQ:I;X(\/X2+ )dx xyx> +

e +2-2
=, e
(&

2 5
A5. a) 3 b) ae{—g, } e AG. a) 1= j

I\/x+dxfjlx+4dxf12
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1
—4ln(x+\/x2 +4) . Se inlocuieste I, si I, in 1. « A7. a) 41n2—£; b) e? +e-
0

—2e! — 3. « A8. a) Se integreaza prin parti ¢ A9. a) I, :g, =11, :g. b) Avem:

O<cosx<1l, V xe|0, g} Rezulta inegalitatea cos™ x >cos""' x, V x € {0, g} si

I>L,, nen o I, =211 n>o 10=5 I =1.
n

Al0.b) [ - 24620
3-5-7-...-(2n+1)

R ISR S HCREIET IS JET IS FRRETRCT

1 1 (-1)" 1 2 5
=0 -l +=C?2-...+ C’. ¢ All.a) I _1—— I _1—— LL=2-2.
n.ogmign on+1 ) o ! 2 e

J' x ( X) _e—xxn‘ +J.Onxn‘1e‘xdx=—é+nln,1. c) Se demon-

1
streaza prin inductie. Pentru n =1 rezulta I, =1-—, egalitate adevarata din a).
e

n-1)!
Daca I,H:( ) e— 1+i+i+...+; , din b) rezulta: In=—l+nIn71=
1! 2! (n-1)! e

1 n! 1 1 1 n! 1 1 1 1
=——+—|e—|1l+—+—+...+——||=—|e—-| 1+ —+—+...+ +— ||
e e 1! 2! (n-1) e 1! 2! (n-1)! n!

3.2.1. Prima metoda de schimbare de variabila (pag. 193)
*El.a) [*(x-3)°dx= (x-3) (x-3)°dx=["u'(x) u® (x)dx = j '®at =

:% , 1?9 b) I 6x> (2X +1) dx = I (2X +1) (2)(3+1)4 dx=jjlu’(x)'
a4, 9]0 244 2 1 BITEE 1
)= e 5 J ox1y 2l o P2
(2x+1 B 1) _t‘2 5_ 4 0
i (2x + 1)’ __I P)dx =gy Cdt= , 225 e [

~xt +1dx:J:01(x4 +1)’ (X4 +1)2dX=I()lu’(x)~u; (x)dx = :1(0) t;dtzg'tx/f =
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_2(1—2\/5) o

3

Ve1u'(x)
o )

(2x)

g\
—_
o]
SN—

I
w
o]

m
1
=}
o=,
—
—_
=
SN
[

o)
o)
@
=
-
1
o
N

1

dX:éIEL _J [) dt =

Il
—_—
=}
—
&
—
—
—
—

T 12v3°

5 1 arctgL
[)t +3 2\/5 \/§ 1

e E2. a) Iéxexzdx = EISZX eX dx = Ejg(xz )' X dx =%J;u’(x) ce'®gx =

:eT‘l. b) [ x-3%dx :—ij;—4x.3*2xzdx :—ij;(—zﬁ)' -

lj“(l)std— 1 3

2 etl 1
- .2 d J'

91n3' 2 x-1

u(0) 4 3|,

u(e+1)

eJrl(ln(x—l))' -In* ()(—1)d)(=j2+1u’(><)-u4 (X)dX=I u(2) tidt =

-2. 1 jol 2% dX:jol(X—z)dxzjo &dxzﬁ)#dtz

2V1-t2

(1+\/_) * E3. a) Se alege u(x)=3x,

] c) u(x)= sin? x, u'(x)=sin2x, x e

te[0, 1]. d) u(x)=arctgx, u’(x):;z, xe[-11] si

1+t 1+x

1

f(t)=t2, t€|:——, £:| e) u(X)=—, u’(X):_X_Z’ XE‘:%, %:| si f(t):—sint, te

X

X

8 1

. b
6 )IV3X+

:_I —dt_
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' Jx

for a0 g L Ll g [ axcaf L gRax-

0/3x2 11 6°0 Ju(x) 6°1Jt 3 L Jx NP
ol (). 53" M dx c o 25tdt = 12 g V2 T 1 33,
=2f u'(x)-3 dx_2j13dt_ln3. Q== In+v2; e) g(r+Ind); @ =

(lj' 1
s 1+J§_ 2 1 2 X 5 1
h) 4(V3-1); i) In 5 ) I= 2 dx:—T 1 2dx:—j% — dt =
1 3 1_() 2
X X
1 (1)'

_ . 5 _E _ «/5 1 _ 1 «/5 X2 __1

= arcsmt|£—6 k) I jﬁ - d 21% de— 2
2 X" -— I_EIJ
X XZ
1 ’

LS| 1 s n 11 (2) 11 1
2 dt=-—arcsint|” =—. ) I=—— [} —2 2 —dx=—[ ————dt=

1 2 2 ‘ 1 24 24 9J4 2

BV1-t 5 2 /1+X12+X14 V1+t+t

3

9+2421

3
:_lle:_lj‘gd—V:_lln Vv + V2+§ :lln—.
2794 12 3 20 [, 3 2 V' "4)le 27 31243
(t+2j 1 V'ry 2

m) 1= J(x+3) +1dx = [ u'(x)u? (x) 11 :I;mdtzé(tm+
+ln(t+ﬁ)) ’

.n) 3 +§arcsin§.
9 4 5

2 T 1 e * -
eA2.2a) 1+2In2; b) —: c)I:j dx:j—
3 6 0e™ 41 0 e *4+1

2X
2x e —-1)+1
2¢ ; d) lne+1;e)Sescrie ¢ :( ) =e*+1+ 1
e+1 e e* -1 e* -1 e* -1

. . _ . e* -1 * -1 e* 1 ex
si se integreaza. f) Se scrie = = =

e
e’ +1 ezx—l_\/ezx—l \/ezx—l_\/ezx—l

1 1
:¢) Inv2; d) =; e) —;
) In )8)3

1
1+—
=-Int|, ¢ =In

—X
R si se integreaza. ¢ A3. a) llnl' b) i

l_e*2X 4 3, 6\/§
) 1-1n2; g) %; h) ln(1+\/§); i) —%+ln(2+«/§); j) % e A4. Se folosesc

formulele trigonometrice: 2sinacosb=sin(a+b)+sin(a-b), 2sinasinb=
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=cos(a—b)-cos(a+b). 2cosacosb=cos(a-b)+cos(a+b). * A5. a) Se folo-

2 z)’dx:

2te,

2tg > 1+tg2—
seste formula sinx = 2 si integrala se scrie 1= _[
1+ tg2 = 3 2tg—

I
2
T
3

. _Tc °
jf dt=1In+/3. b) 23; c) = d = 15 e) A6. a), b), ¢) Se pot

4’ 7 62’

12
folosi formulele: sin2x = 2tg); , COS2X = g x

5 d) Se foloseste ca sinx =
1+tg"x 1+tg"x

B tgx 1
+l+tg?x + 1+ tg?x
3.2.2. A doua metodéa de schimbare de variabila (pag. 197)
e E1. a) Se alege u: {i 1} - [g 2}, u(x)=1+ Jx, bijectiva, derivabila, u™ :

COS X =

:{§,2}—>[i,1},ul(t):(t—l)z si (u-l)'(t)zz(t-l); f:B,z}mp,f(x):xS.

2

etc. ¢) 2—n+4arctg%; d) 2(1+
3

) 2 5 t5 8
Se obtine I:jgt 2(t-1)dt=2| — - —
5 7 6

+2ln£j. e E2. a) 3( +ln3j b) lnE.

5 2 2 2

e Al. a) u(x)z?/;: b) u(x)=e"; ¢) u(x)=+v1+3x: d) u(x)zl 1 5
+X

*A2.2a) u(x)=ve*-1; b) u(x):g/;; c) u(x):\/;; d) u(x)=vx+1

*A3.a) u(x)=-x; b) u(x)=-x: ¢) u(X):g—X‘

CAPITOLUL 3. APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE
1. Aria unei suprafete plane (pag. 228)

7 45 1. 5 T 16 39

* El. —; b) —; —In—; d) 1; —; In3; 1; h) 1. « E2. —:; b) —;

a)2)4c)4n3)e)4ﬂn g ) a)3 )8
16 . (e-1)’ L2 & 3

c) ?, d) T. e E3. a) .9/—J.7 —f(X)dX—E b) ,F/=j74 dX+I dX+

[0 f(x)dx @ ) /="~ dx+jjf(x)dx+j:’—f(x)dx:4. Q) /=

=Igsinxdx+jn (-sinx)dx = 4. e) ,v/=J.jl(1—x2)dx+.|‘12(_1+x)dx:16—1.

268



Indicatii si raspunsuri

e Al. a) %—ﬁ; c) %(\/5+%j d) .r/:.[_21(2—x)dx+.[24(x—2)dx:§.
e) A=J‘:j(x2 —9)dx+J‘i(—x2 +9)dx+J.5(x2 —9)dx.
* A2. a) 1_22[(8—)(2 J ;) [ [ (x2—4xﬂ 'c)j [( )~ X+4):|dX

2
2

. A3. ,,c/:jgf(x)dx:(x—tggj

o , 5
=g locas A =[] (x)dx.
e—-2

o

e A8 A —i o = 27m(2X—X2— )dx—w Din . _”ﬁ/(rf)
R e} ) = 2 g 2T

e A5. A=J;(&-2X2+x)dx. * AG. m/zjé(f:x—ex)dx:

se obtine m=2-%/4. « A9. .r/(u):l—iu si limita este l
e e e

3

)_5m2—3m+9.
10°

* Al10. a) ./(m)= 5 : b) me{O, g} c) m=—

2. Volumul corpurilor de rotatie (pag. 231)

2
¢ El. a) Zfsn b)— )%; d) 67 e) [1+21n ] f)3—5" g)—

3 _ 2
n @+ (f’2 a)+a’ - 1)( +21n3jn . E2. a)— b) —1 5 el

e A6. 117
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