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PREFATA

Manualul are la baza PROGRAMA 1 si se adreseaza elevilor de
liceu din clasa a XlI-a de la urmatoarele filiere, profiluri si specializari:

o filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-infor-
matica: 2 ore/saptamana (TC) + 2 ore/saptamana (CD);

e filiera vocationala, profilul militar MApN, specializarea mate-
matica-informatica: 4 ore/saptamana (TC).

Acest manual se aplica si la clasa a XllI-a, ciclul superior al
liceului, filiera tehnologica, ruta progresiva de calificare profesionala.

El este conceput pe baza noului curriculum orientat pe formarea
de competente, valori si aptitudini dobandite de elevi in actul invatarii,
elemente care-i vor conduce spre intelegerea diverselor dimensiuni ale
realitatii cotidiene si spre aplicarea metodelor specifice matematicii in
cele mai diverse domenii.

Manualul este alcatuit din doua parti distincte:

Partea I, ELEMENTE DE ALGEBRA, cuprinde urmatoarele capitole:
Grupuri, Inele si corpuri, Inele de polinoame.

Partea a Il-a, intitulatda ELEMENTE DE ANALIZA MATEMATICA,
este formata din urmatoarele capitole: Primitive (antiderivate), Integrala
definita si Aplicatii ale integralei definite.

Partea teoretica a manualului este redata intr-o maniera directa,
definind noile concepte matematice si apoi prezentand aplicatii care le
impun, sau intr-o maniera problematizata, pornind de la situatii-problema
a caror rezolvare motiveaza introducerea si aprofundarea diferitelor
notiuni si metode de lucru.

Partea aplicativa a manualului este constituita din urmatoarele
elemente care confera acestuia o nota particulara, atractiva pentru cel
care il utilizeaza:

e exercitii si probleme rezolvate, concepute pentru a explica si
exemplifica modul de utilizare a noilor notiuni, diferite metode si
procedee de rezolvare;

e teste de evaluare plasate dupa grupuri de teme sau la sfarsit de
capitol;

e seturi de exercitii si probleme propuse, structurate pe grade de
dificultate in trei categorii:

a) Exercitii si probleme pentru aplicarea si exersarea notiunilor
fundamentale dintr-o unitate didactica, notate cu simbolul , E*,
incluse in setul denumit EXERSARE.

b) Exercitii si probleme pentru aprofundarea notiunilor funda-
mentale studiate, notate cu simbolul ,A". Parcurgerea acestui



set de probleme da posibilitatea aplicarii notiunilor invatate in
contexte variate, realizand conexiuni intra- si extradisciplinare.

c) Exercitii si probleme notate cu simbolul ,D“ din setul
DEZVOLTARE, pentru initierea unui studiu mai largit al unor
teme, avand un nivel ridicat de dificultate. Exercitiile de
dezvoltare vizeaza aspecte mai profunde ale unor notiuni si pot
fi folosite pentru pregatirea olimpiadelor scolare, pentru
alcatuirea de referate si comunicari pe baza unei bibliografii
recomandate.

Pe parcursul manualului sunt intalnite diferite modalitati
complementare de evaluare si studiu:

e Tema - care solicita demonstrarea unor rezultate matematice
urmand modele din cadrul unei anumite lectii sau contine aplicatii
imediate ale unor modele de rezolvare oferite in cadrul exercitiilor
rezolvate. Acestea pot fi parcurse in clasa, individual sau pe grupe de
elevi.

e Tema de studiu si Tema de proiect — care au drept scop
continuarea si aprofundarea unor idei initiate in cadrul unei lectii.

Aceste teme de studiu sunt menite sa-i stimuleze pe elevi,
individual sau in grup, in studiul matematicii, in dezvoltarea creativitatii
si capacitatii de investigare. De asemenea, ele pot constitui subiectul
unor referate care sa completeze portofoliile elevilor.

e Teme de sinteza - destinate sistematizarii si recapitularii
principalelor teme din programa scolara, in vederea pregatirii exame-
nului de bacalaureat.

Manualul se incheie cu INDICATII SI RASPUNSURI date pentru
un numar semnificativ de exercitii si probleme propuse.

Autorii



Algebra e I. Grupuri

ELEMENTE DE ALGEBRA
__________LGRUPURI

0 Legi de compozitie pe 0 multime

1.1. Definitii si exemple

Din studiul diferitelor operatii intalnite pana acum (adunarea si
inmultirea numerelor, compunerea functiilor, adunarea si inmultirea
matricelor etc.) se pot desprinde concluziile:

— exista o mare diversitate atat in ceea ce priveste natura
multimilor pe care sunt definite aceste operatii (numere, functii,
matrice, vectori, siruri, perechi ordonate...), cat si in ceea ce priveste
regulile specifice dupa care se opereaza cu elementele acestor multimi;

— operatiile algebrice intalnite au o serie de proprietati comune,
indiferent de natura elementelor asupra carora opereaza (comutativi-
tate, asociativitate etc.).

Retinand aspectele esentiale ale operatiilor, in acest capitol se va
face o prezentare a acestora intr-o forma generala prin intermediul
conceptului de lege de compozitie, concept care da posibilitatea folosirii
metodei axiomatice in algebra.

«» DEFINITII
Fie M o multime nevida.
* O aplicatie ¢ : MxM —> M, (X, y) > ¢(Xx, y) se numeste lege de compo-
zitie (operatie algebrica) pe multimea M.
e Elementul ¢(X,y)eM, care corespunde prin aplicatia ¢ perechii
ordonate (X, y)eMxM se numeste compusul lui X cu y prin legea
de compozitie .

IS Exemple de legi de compozitie
¢ Operatia de adunare ,, + “ si operatia de inmultire , - “ pe multimile de numere N,
Z QDR C:
wt INXNON (X, y) o X+,

o UNXNON (X ) Xy,
Wt T IXI ST, (X, y) > X+Y,
W T IXISE (X, y)>x-y, ete.
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¢ Operatia de adunare ,+“ pe multimea 7 a vectorilor din plan:
AT XY S, (ﬁ, B)—>é+5.

¢ Operatiile de reuniune ,U", intersectie ,n“, diferenta ,\“, diferenta simetrica ,A“, pe
multimea » (M) a partilor (submultimilor) unei multimi M:

.U 2(M)x.2(M) > #(M), (A, B) > AUB,
, O 2(M)x 2 (M) - #(M), (A, B)> ANB, etc.
* Operatia de compunere ,-* a functiilor pe multimea # (M)={f | f:M > M} :

Lo (M)x 7 (M) = 7 (M), (. g) > fog.
Legile de compozitie sunt date in diferite notatii:
 In notatie aditiva se scrie ¢(x,y)=x+y; elementul x + y € M se
numeste suma lui x cu y, iar operatia ¢ se numeste adunare.
e In notatie multiplicativa se scrie ¢(x,y)=x-y; elementul x-yeM se

numeste produsul lui X cu y, iar operatia ¢ se numeste inmultire.
Deseori, daca ¢:MxM —>M este o lege de compozitie (operatie

algebrica) pe multimea M, in loc de notatia (p(X, y) se folosesc notatiile

XQy, X0y, Xx*y,XTy, X Ly etc.

(] Pe multimea R se defineste operatia algebrica ,, T “, astfel:

T:RxR->R (X, y)>xTy=xy-x-Y.

a) Sa se calculeze 2 T 3, 5 T(-3), (-6)T(-8).

b) Pentru care elemente x € R, avem x T 2 = 8?

c) Sa se rezolve ecuatia x T(x+1)=1.
Solutie

a)2T8=2-83-2-8=15T(-3)=5-(-3)-5-(-3)=-17, iar
(-6)T(-8)=(-6)-(-8)-(-6)—(-8) = 62.

b) Avem: X T2 =x -2 -x -2 =x - 2. Din egalitatea x - 2 = 8 se
obtine x = 10.

c)Avem: X T(x+1)=x(x+1)-x—-(x+1)=x
x? -x-2=0 cu solutiile x; = -1, X, =2. Asadar: (-1) TO=+1si2T3=+1.

2 _x-1. Rezulta ecuatia

1.2. Adunarea si inmultirea modulo n

. * - . . -~ - . s
Fie neN un numar natural si a € Z. Din teorema impartirii cu
rest a numerelor intregi rezulta ca exista si sunt unice numerele q € 7
sire {O, L2,...,n- 1} cu proprietatea a = nq +r.

6
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Numarul natural r care reprezinta restul impartirii lui a la n, se
noteaza a mod n (se citeste ,,a modulo n*) si se numeste redusul modulo n
al numarului a.

Asadar, [r = a mod n.

Astfel, daca n = 6, atunci:

15mod6 =3, 5mod6 =5, (-10)mod6 = 2.

Pe multimea 7 definim urmatoarele legi de compozitie:

a) @: ZxZ— 1 a®b=(a+b)modn, numita adunarea modulo n.

a @ b se numeste suma modulo n a lui a cu b.

b) O:ZxZ -1, a O b=(ab)modn,

numita inmultirea modulo n. 6 TEMA N
a O b se numeste produsul modulo n Pentru n = 6, calculati:
2 & 5, 2 0O 5,

Astfel, pentru n = 8, avem: (-2)®3, (-5) 0S5,
6 ®10=(6+10)mod8 =16mod8 =0; (-7) ® (-9), (-9) o (-5),
7®12=(7+12)mod8 =19mod8 = 3; L (299 03, (397)698}

4 03=(4-3)mod8=12mod8 =4;
(-2) © 5=[(-2)-5]mod8 = (~10)mod 8 = 6.

1.3. Adunarea si inmultirea claselor de resturi modulo n

Fie neN un numar natural fixat. Pentru a e # notam
a= {a+nk| ke sir=amod n restul impartirii lui a la n.

Din teorema impartirii cu rest, rezulta ca exista q 7 astfel incat
a=nq+r.

Atunci, a={a+nk|keZ}={r+nq+nk|kcZ}={r+nh|heZ}=r.

Asadar, in determinarea multimii a este esential sa cunoastem
restul impartirii lui a la n.

Multimea a se numeste clasa de resturi modulo n a lui a.

Deoarece resturile obtinute la impartirea cu n a numerelor intregi

pot fi O, 1, 2, ... , n — 1, rezulta ca exista numai n clase de resturi
modulo n distincte doua cate doua si acestea pot fi considerate

A A A o —

0,1L2,..,n-1
Multimea claselor de resturi modulo n se noteaza cu Z, si putem

scrie 4, = {6 1,2..., n/—\l}
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Pe multimea 7, se definesc urmatoarele legi de compozitie:

a) ,+ A, x4, >1,, a+b=a ® b, numita adunarea claselor de

resturi modulo n, iar a+b se numeste suma claselor a si b;

b) .- “:Z,xZ, >Z,, a-b=a o b, numita inmultirea claselor de

A~

resturi modulo n, iar a-b se numeste produsul claselor a si b.

I Exemple
+Fie 74, :{6, 12, §} Atunci avem: 2+1=3;2+3=1;2+2=0 etc

>
>

éb .’/f‘. . “ g
1. Sa se calculeze in Z,:
a(2): w316 o (3) (5.

Solutie

e
—_
w»
SN—
N
_|._
o~
oD
SN —
w
Il
Lo
w
w
w»
_|._
oD
oD
oD
1l
N>
WL
w»
_|._
)
oD
1l
o
W
+
o»
Il
)
+
o
1l
w>

2. Sa se rezolve in 4, ecuatia 2x2 +2x = 0.
Solutie

A

Solutiile ecuatiei pot fi doar elemente ale multimii {6 1,2, §}

+
of 0) -2.0+2.0=0+0=0: Reiolva}:i efuatiile:
a) 3x+5=0, in Zg;

b) 3x2 + 3x = 6, in Zg;

of2):§.0+2.§:0+0:6; c) §x3+§x+§=6,inl4.

e £(3)-2.142.3-3+3-0.

In concluzie, solutiile ecuatiei date sunt 0,12 3. Dupa cum se
observa, ecuatiile de gradul 2, pe multimi diferite de cele uzuale, pot

avea mai mult de doua solutii.
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1.4. Parte stabila. Lege de compozitie indusa
Fie M o multime nevida si ,o“: M x M — M o lege de compozitie pe M.

+ DEFINITIE

e O submultime S ¢ M se numeste parte stabila a lui M in raport cu
legea de compozitie ,,o“ daca: V x, y € S implica xoy € S.

Pentru cazul S = M se spune ca M este parte stabila in raport cu
legea de compozitie ,,o“.

IExemple

¢ Multimile de numere N, Z, @ sunt parti stabile ale lui R in raport cu operatiile de
adunare si de inmultire a numerelor reale.

* Multimile pN={px|xeN}, cu p € N sunt parti stabile ale lui N in raport cu
operatiile de adunare si de inmultire a numerelor naturale.
*Fie .#,(€C) multimea matricelor patrate cu elemente din multimea C.

Submultimea S c ., (C) a matricelor inversabile este parte stabila a lui .4, (C)

in raport cu inmultirea matricelor.

(g) .)/f‘.. !‘ g

a b
1. Fie Hc .4, (C), H=
1€ (@ 2 ( ) {(_b a]

aZ+b? = 1}. Sa se arate ca H este

parte stabila a multimii ./, (€) in raport cu inmultirea matricelor.

Solutie

a b X
Fie A, B € H, A:( ],B:[ y] si a2+b%2=1x>+y%>=1. Se
-b a -y X

. a b X y ax —by ay-+bx
obtine: AB = . = . (1)
-b a)l-y x —-ay —bx -by+ax

Folosind proprietatea det(AB)=det(A)-det(B), rezulta ca:
det(AB) = (a2 + bz)(x2 + y2) =1 si astfel (ax —by)2 +(ay + bx)2 =1. (2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca AB € H, deci H este parte stabila a
multimii .#, (C) in raport cu inmultirea.

2. Sa se arate ca multimea 4, ={0, 1, 2, ..., n-1} este parte stabila

a lui Z in raport cu adunarea modulo n si inmultirea modulo n.

9
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Solutie

Daca a, be#,, atunci, din definitie, a®b si a®Ob reprezinta
restul impartirii numerelor a + b si a - b la n. In concluzie, a®b si a®b
sunt elemente ale lui 4.

Daca H este parte stabila a lui M in raport cu legea de compozitie
¢ : M x M —> M, atunci pe multimea H se poate defini o lege de
compozitie y : H x H —» H, considerand y (X, y)=¢(X,y), V X,y € H.

Legea de compozitie y se numeste legea de compozitie indusa pe
multimea H de catre legea de compozitie ¢.

Pentru simplificarea scrierii, se obisnuieste sa se foloseasca
aceeasi notatie pentru legea de compozitie pe M si legea de compozitie
indusa pe H.

1.5. Tabla unei legi de compozitie

Fie M o multime finita, M ={a;, a,, ..., a,} si¢ : M xM — M o lege
de compozitie pe M. - . o |aay .. & ... a,

Legea de compozitie ¢ poate fi
descrisa printr-un tablou cu n linii si a
n coloane corespunzator elementelor g,
ay, as, ..., a,. La intersectia liniei i cu )
coloana j se afla elementul (p(ai, a j). :

a; :

Acest tablou se numeste tabla legii .1 """"" (p(al, aJ) """
de compozitie sau tabla lui Cayley. :

Tabla unei legi de compozitie are 4

PUTPN . n

un rol deosebit in perfectionarea calcu-

lelor algebrice, precum si in verificarea unor proprietati ale legii de
compozitie.

éb :/f‘.. “ g
1. Fie H:{ze 'C‘ z* :1}. Sa se arate ca H este parte stabila a

multimii € in raport cu inmultirea numerelor complexe.

Solutie
Ecuatia z* =1 se scrie (22 —1)(22 + 1) =0,

de unde se obtine ze{-1, 1 i, —i} =H. Alcatuim - | i - -1 1
tabla operatiei de inmultire pe H. i |4 1 1 -l

10
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Dupa cum se observa din tabla operatiei, toate rezultatele
obtinute In urma compunerii elementelor apartin multimii H. In
concluzie, multimea H este parte stabila a lui € in raport cu inmultirea.

2. Sa se alcatuiasca tablele operatiilor de adunare si de inmultire
modulo 4 pe £, si de adunare si de inmultire pe multimea claselor

de resturi Z,.

Solutie
Avand in vedere modul in care s-au definit operatiile pe multimile

Ry si 4,4, avem:

@[ 0 1 2 3 o/l 0 1 2 3
olo 1 2 3 o/ 0 0 0 O
1/ 1 2 3 0 1,0 1 2 3
212 3 0 1 2|10 2 0 2
3/3 0 1 2 3]0 3 2 1
+]0 1 2 3 -0 1 2 3
0|0 1 2 3 0|0 0 O O
1|1 2 38 0 ijo 1 2 3
512 3 0 i 5/0 2 0 2
313 0 1 2 3160 3 2 i

3. Pe multimea R se considera legea de compozitie Xxoy =Xy + X+,
V X,y € R. Sa se arate ca multimea M =[-2, O] este parte stabila

a lui R in raport cu legea de compozitie ,, o “.

Solutie
Trebuie aratat ca daca x,y €[-2, 0], atunci xoy e[-2, 0]. Deoa-

rece X,y e[-2,0], rezulta ca 2<x<0,-2<y<Osau-1<x+1<1,
-1 <y + 1< 1 si se obtin inegalitatile [x+1/ <1, |y +1| <1. Prin inmultire,
avem inegalitatea |(X +1)(y + 1)| <1, care se scrie sub forma
-1<(x+1)(y+1)<1. Dupa reduceri se obtine: -2<xy+x+y <0, deci
xoy e[-2,0].

11
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EXERCITII S1 PROBLEME

El.

E2.

E3.

E4.

E5.

Pe multimea 7 se defineste opera-
tia algebrica ,o“ astfel: x o y = 2x +
+y-3,Vx,yel.

a) Sa se calculeze 4 o 7, 80(-1),
(-8) 3 si 30(-8).

b) Sa se afle valorile x € Z pentru
care xo(3x-1)=6.

c) Sa se rezolve ecuatia (x +1)03 =

=50(x-8).
aep}

definim operatia algebricai A L B =
=3A-2B, V A, Be 4.

a) Sa se arate ca I, € 4.

)+ a 1)

c) Sa se determine a € R, stiind ca
1 a 1 a2
1L =
a1 a? 1

Sa se calculeze:
a) 18 mod 5; 28 mod 6; 17 mod 8;

(-3) mod 4;

b)5® 4;6 @ 11; (-2)®5; (-4)O®
®(-13), dacan=9;
€)207;508; (-3)017; (-5)0
©(-11), dacan = 10.

1 a
Pe multimea # = {( ]
a1l

1
b) Sa se calculeze [3

I,.

Sa se calculeze:

a) 23, 21,9, -3, -7 in Zg3;

b) 2+11,3+7,5+9 in 2,
(§)3 , (3)4 in Zg;
d) (§+§)'(4’i+§)o(§+§) in Z,.
Sa se rezolve ecuatiile:

a) 2x+1=0, in Z3;

12

EXERSARE

E6.

E7.

ES.

E9.

b) x2+i=6, in 7Z5;
c) 3x2-5x+2=0, in y Y

d) x3+§x+§=6, in 7Z;5.

Pe multimea R se definesc opera-

tiile algebrice x o y = x + y — Xy si

xTy=x-y+2xy,VXx yeR Sa

se rezolve:

a) ecuatiax o x=x T X;

b) sistemul {(x +3y)e3=-19 .
(x-2y) T2=-22

Pe multimea M ={0, 1, 2, 3, 4} se

considera legea de compozitie

Xoy=|x-y|, V X, ye M. Sa se alca-

tuiasca tabla operatiei si sa se arate
cad M este parte stabila in raport cu
aceasta lege de compozitie.

Sa se alcatuiasca tabla operatiei
,o“ pe multimea M si sa se
studieze daca multimea este parte
stabila in raport cu ,0“, daca:

a) M ={xeN\ x divide 12},
Xoy=cmm.d.c.(x,y);

b) M ={2, 3, 4, 5},

xoy=min(x, y);

c) M={0, 1, 2, 3, 4},

Xoy=max(x,y).

Sa se arate cd multimea M este
parte stabila in raport cu legea de
compozitie specificata:

a) M=[2, +®), Xoy =Xy -

-2(x+y)+6;

o5 %)

cu adunarea matricelor;

a, be D}, in raport
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_

in raport cu inmultirea matricelor.

a,becQ a2—2b2=1},

E10.Pe multimea M = {1, 2, 3, 4} se con-

sidera operatia algebrica ,o“ a carei
tabla este data mai jos:

° 1 2 3 4
1 1 3 4 1
2 1 3 4 2
3 2 1 3 4
4 4 3 2 1

a) Sa se determine x=10(203),
y=40(302), z=(102)0(304).
b) Sa se rezolve ecuatiile x o 2 = 4,

4ox=2$iX02°X=1.

Al.

A3.

A4.

Sa se determine multimile M c 7,4,
care sunt parti stabile ale lui 7,
in raport cu operatia de adunare.

. Sa se arate ca multimea M este

parte stabila in raport cu operatia

specificata:

a) M=(a, +), xey=xy-a(x+y)+
2

+a% +a;
b) M=(4, 6], xoy=xy-5(x+y)+30;
X+y
M=(-1,1), Xoy= .
©) ( ) xey 1+xy

Pe multimea M=(2, +») se consi-
dera legea de compozitie:

xXy—2
x+y-3°
Sa se arate ca M este parte stabila
in raport cu ,, o “.

Xoy= VX,yGM-

Se considera multimea
2[V3]-{a+bV3|a, be ).

Sa se arate ca:

a) multimea l[\/g ] este parte sta-

13
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APROFUNDARE

A6.

c) Sa se rezolve sistemele de ecuatii:

{xoZ:y . xoy:l
S1 .
(x+1)oy=1
1

yo2=x "
Fie ./ = {A = ( a)
01

de compozitie X 1 Y=X+Y-1I,,
V X, Y € #, (C) definitd pe multimea
My (C).

Sa se arate ca multimea .# este
parte stabila a multimii .#,(C) in
raport cu operatia de inmultire a

matricelor si in raport cu operatia
Ll

ae 'D} si legea

bila in raport cu adunarea si inmul-
tirea;

b) multimea M = {a +byJ3 ‘ a,beZ,
a2-3b%= 1} este parte stabila a mul-

timii l[ﬁ ] in raport cu inmultirea.

. Se considera functiile

fl’ fz, f3, f4 :R \{0} - R \ {0},
1
f(x)=x, f5(x)= < f3 (x) = -x,

fa (%) =

mea M ={f, f,, f3, f;} este parte

Sa se arate ca multi-

stabila in raport cu compunerea
functiilor.

Fie M =(2, + ©) si legea de compo-
zitie pe M: x oy = xy — 2x — 2y + a,
Vx,yeM.

a) Sa se determine valoarea
minima a lui a € R, astfel incat M

sa fie parte stabila in raport cu ,,o“.

b) Sa se rezolve ecuatia 4 - x = 8.
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c) Sa se rezolve sistemul: d) M= { ze C|Re(z) = 0} .
{(X+2)°(y—3)=
, pentru a = 50.
(2x+1)o(y+1)=59 A8. Sa se determine multimile finite
M c R, care sunt parti stabile ale
A7. Sa se studieze daca multimea M lui R in raport cu operatia de
este parte stabila a lui C in raport inmultire. Aceeasi problema pentru
cu inmultirea: multimea C.

a) M= {z € C‘ z 1} A9. Fie M o multime cu 3 elemente. Sa

b) M= {z eC|z= i} se determine numarul legilor de
’ compozitie care se pot defini pe
c) M= { Ze c‘ PA } multimea M. Generalizare.

Q Proprietati ale legilor de compozitie

2.1. Proprietatea de comutativitate

Fie M o multime nevida.

+ DEFINITIE

I * Legea de compozitie ,o“: MxM - M, (X,y) - X0y se numeste comuta-
tiva daca xocy=yoXx, VX, ye M

I Exemple de legi de compozitie comutative

¢ Adunarea si inmultirea pe multimile de numere N, Z, @, R, C. Avem:
X+y=y+Xx si X-y=y-X, VX, Yy.
+ Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica pe multimea .'/(M) a submultimilor
multimii M:
AUuB=BUA,AnB=BnA AAB=BAA,V A Be?(M).
+ Adunarea matricelor pe multimea #, ,(C):

A+B=B+A A Be.ly ,(C).

I> Exemple de legi de compozitie necomutative

¢ Scaderea pe multimile Z, Q, R, C.
+ Scaderea pe multimea matricelor .#y, , (C).

+ Diferenta multimilor pe multimea #(A).
¢ Compunerea functiilor pe multimea 7 (M) = {f |f:M— M}, daca M are cel putin

doua elemente.

14
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< OBSERVATII

1. Daca ¢: MxM — M este lege de compozitie comutativa pe multimea M

si H ¢ M este parte stabila a lui M in raport cu ¢, atunci operatia
indusa pe H de legea ¢ este comutativa. Se spune ca proprietatea de
comutativitate este ereditara.

2. Daca multimea M este finita, comutativitatea unei operatii ¢ pe M
poate fi verificata pe tabla operatiei. Legea de compozitie este
comutativa daca tabla legii este simetrica fata de diagonala
principala a acesteia.

[x] Pe multimea Z a numerelor intregi se defineste legea de compozitie
Xoy =Xy+2x+ay.
Sa se determine aeZ pentru care legea de compozitie este
comutativa.

Solutie

Avem: yoX =y-X+2y+ax. Din egalitatea xoy =yox se obtine
X-y+2x+ay=y-x+2y+ax,Vx,yeZ Din faptul ca inmultirea si
adunarea numerelor intregi sunt legi de compozitie comutative se obtine
(a-2)(x-y)=0, Vx,yel, deundea=2.

<> OBSERVATIE

e Multe legi de compozitie se definesc cu ajutorul altor legi de
compozitie. In asemenea cazuri, in demonstrarea proprietatilor legii
de compozitie considerate, intervin in mod esential proprietatile
legilor de compozitie folosite in definirea acestora.

2.2. Proprietatea de asociativitate

Fie M o multime nevida.

«» DEFINITIE
* O lege de compozitie M x M - M, (x, y) > Xoy se numeste asociativa
daca (Xey)oz=Xo(yez), VX, y,zeM.
[=° Exemple de legi asociative
¢ Adunarea si inmultirea pe multimile de numere N, 7, Q, R, C:

(x+y)+z=x+(y+2) si (x-y)-z=x-(y-2z), pentru oricare x, y, z.

15
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+ Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica pe multimea partilor unei multimi M:
(AUB)UC=AU(BUC),(AnB)nC=ANn(BNC) si
A A(BAC)=(AAB)AC, VA, B, Ce #(M).
+ Compunerea functiilor pe multimea % (M) ={f | f: M — M}:
fo(goh)=(fog)eh, VI, g hes(M).
¢ Adunarea si inmultirea matricelor pe multimea ., (C):
A+(B+C)=(A+B)+C, VA, B Ce.#,(C) si A-(B-C)=(A-B)-C,
VA, B, Ce.iy,(C).

IS> Exemple de legi neasociative

¢ Scaderea pe multimile de numere Z, @, R, C. De exemplu: 2-(3-1)=0, iar
(2-3)-1=-2.
+ Scaderea matricelor pe multimea ./, ().

+ Diferenta multimilor pe multimea & (M).

Atunci cand este valabila proprietatea de asociativitate, nu este
necesara folosirea parantezelor pentru a indica compusul a trei
elemente. In acest caz este suficient sa se scrie @aeboec, iar acest

element se poate determina fie cu (aeb)ee, fie cu @ae(beoc).

In general, pentru o operatie asociativa, se pot considera elemente
de forma a;cayc...ca,, acestea avand aceeasi valoare indiferent de
gruparea termenilor cu ajutorul parantezelor.

Elementul a; ca, o...ca, se defineste recursiv astfel:

ajeago...oa, jea, =(ajcage..oa, j)oay,.

Pentru o lege de compozitie ,o“ asociativa sunt valabile egalitatile:
® ajeage..oay =ajo(age...oay);

® ajeage..oay, =(ajcago...oay_j)e(age...oa,), unde 2<k <n.

<> 0BSERVATII

1. Proprietatea de asociativitate este ereditara, adica daca ¢ este lege
de compozitie asociativa pe M si H ¢ M este parte stabila a lui M in
raport cu ¢, atunci si legea indusa pe H de catre ¢ este asociativa.

2. Daca ¢ este lege neasociativa pe M si H ¢ M este o parte stabila a lui
M in raport cu ¢, nu rezulta in mod necesar ca legea indusa de ¢ pe
H este neasociativa.

16
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IS° Exemplu
¢ Operatia de scadere pe Z nu este asociativa, dar este asociativa pe multimea

Hz{O}Cl

Frobleme reyolvale

1. Pe multimea ./, (Z) se considera legea de compozitie ,o*, data
de relatia Ao-B=A+B+ AB.
a) Sa se arate ca legea de compozitie o este asociativa.

1 a 1 b 1 c
b) Sa se determine o o .
01 01 01

1 1 1 2 1 3 1 4
c) Sa se determine o o ° .
01 01 01 01

Solutie

a) Folosind comutativitatea adunarii si asociativitatea inmultirii
matricelor, avem (A°B)oC=(A+B+AB)cC=A+B+AB+C+

+(A+B+AB)-C=A+B+C+AB+AC+BC+ABC. Analog, A-(B-C)=

=A+(BeC)+A-(B-C)=A+B+C+BC+A(B+C+BC)=A+B+C+AB+
+AC +BC + ABC.
Asadar, pentru oricare A, B, Ce.#,(Z), (A°B)°C=A-(B-C),

deci legea de compozitie ,o“ este asociativa.

b) Legea .o fiind asociativa, folosind a), rezulta:

(606 90 D6 D 9626 )
R RN (RN TN AR
((1) a+bj (1 a:cj{(l) b;c}{(l) a+?+c]:[g 4a+47b+4c}
00 3 M 0 20 06 26 9
L0 9C0E D

17
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& 2. Pe multimea R se defineste legea de compozitie R x R - R,
(X,y) > Xoy =xy+ax+ay +b.

a) Sa se determine a, b € R, astfel incat legea de compozitie ,o" sa

fie asociativa.
b) Sa se determine XxoXo...ox, pentru a, b € R determinati la a).
%/—/

n termeni

Solutie
a) Folosind proprietatile adunarii si inmultirii numerelor reale, pentru

VX, y,ze R, avem (Xoy)ez=(Xy+ax+ay+b)oz=(xy+ax+ay+b)-z+

2

+a-(xy+ax+ay+b)+az+b=xyz+axy+ayz+bz+axz+a x+a’y+ab+

2

+az+b = Xyz +axy +ayz +axz +a’x +a’y +(a+b)z+ab +b. Analog se obtine:

xo(yoz)=xyz+axy +ayz+axz+(a+b)x+a’y +a’z+ab+b.
Din egalitatea (xoy)ez=xo(yoz),VXx,y,zeR se obtine ca
(az—a—b)(x—z)zo,Vx,zelD. Asadar, a?-a-b=0 si astfel xoy =

=xy+a(x+y)+a® -a sau, astfel scris, xoy =(x+a)(y +a)+a.
b) Vom folosi metoda inductiei matematice.
Fie t, =XoXo...0 X, compunerea avand in total n termeni.

2

. 2
Rezulta t; =X, tg = Xxox = x> +2ax+a” —a = (x+a) -a,

tg =tyox =(x+a)(ty +a)—a=(x+a)’ —a.

. Kk
Presupunem ca tg =(x+a) —a.

)k+1 —a.

Atuncitggy =t cx=(x+a)(ty +a)-a=(x+a
Din principiul inductiei matematice rezulta ca:

n .
tg =(x+a) —a pentru oricaren e N, n > 1.

® 3. Intr-un circuit electric sunt legate in paralel doua rezistoare cu
rezistentele R; si R,, masurate in ohmi. Rezistenta echivalenta R
a gruparii rezistentelor R;, R, este data de relatia:
111y
R R, Ry
Sa se arate ca circuitele din figurile 1 si 2 au aceeasi rezistenta
totala pentru oricare valori R, Ry, Rz € (0, + ).

Solutie:
Fie M = (0, + oo) multimea valorilor rezistentelor dintr-un circuit.

18
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Relatia (1) defineste pe multimea M urmatoarea
lege de compozitie:

Figura 1
Rezistenta totala a circuitului din figura 1 este
R'=(R; °Ry)°Rg, iar a circuitului din figura 2 este

2
R"=R; o(R, °Ry).

Egalitatea R'=R" este echivalenta cu egali- Figura 2
tatea (R; °Ry)oRg =R, o(Ry°R3), R;, Ry, Rge M.
R,R,R
Avem (R10R2)0R3:ﬂ0R3: 123 .
Ry +Ry R;Ry +RjR3 +RyR3

RoRs RiRyR3
R, +R; R;R, +R;R; +RyR5
Asadar R'=R". Mai mult, se obtine ca legea de compunere a
rezistentelor legate in paralel este asociativa.

Analog, Rl o (Rz ° R3) = Rl

Pe o multime M se pot defini mai multe legi de compozitie.

O multime nevida inzestratd cu una sau mai multe legi de
compozitie, care satisfac un set de axiome date sub forma de identitati
sau alte conditii, formeaza o structura algebrica.

+ DEFINITII

* Se numeste semigrup o pereche (S, o) formata dintr-o multime nevida

S si o lege de compozitie pe S care indeplineste axioma de asociativitate:
S| :xo(yez)=(xo0y)ez, VX, y,z€S.

*Un semigrup (S, ) se numeste semigrup comutativ sau abelian

daca legea de compozitie verifica axioma de comutativitate:
Sy :Xoy=yoX,VXYyeES.

IS Exemple de semigrupuri
¢ Perechile (N, +) si (N, ) sunt semigrupuri comutative. Ele reprezinta semigrupul
aditiv si semigrupul multiplicativ al numerelor naturale.
* Fie A o multime si #(A) multimea partilor lui A. Perechile (#(A). v). (2(A).n).
(#(A). a) sunt semigrupuri comutative.
+ Fie A o multime nevida si #(A)={f |f: A — A}. Perechea (. (A), o) este semigrup.

Daca multimea A are cel putin doua elemente, semigrupul ('] (A), o) este necomutativ.

19



Algebra e I. Grupuri

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se studieze comutativitatea si || E4. Pe multimea 7Z se considera legile
asociativitatea legilor de compozitie de compozitie x-y=-x+y-4 si
definite pe multimea M, in cazurile: x Ty=xy-4x - 4y + 20.
a)M=(1, +00), X°y=2xy—2x—2y+39 a) Si se arate ci (l, o) Si (l, T)
b)M=[1, 3], xoy=xy-2x-2y+6; sunt semigrupuri comutative.
c)M=1Z, Xoy =X+Y +Xy; b)Sasearateca x T(yoz)=(xTy)o
hM=12, xoy=7xy-2x-2y+§; o(x T z) (legea de compozitie T este
e)M=Q, Xoy=xXy-x-Yy. ¢ petTegt
. . . . distributiva fata de ,,o“).
E2. Sa se studieze comutativitatea si aso-
ciativitatea legii de compozitie , " E5. Pe multimea Z se considera legile
definita pe multimea M, in cazurile: de compozitie xoy=x+y-3 si
a)M=(—1,1),xay=1xi; xTy=x+y-"7.
J,r xy a) Sa se arate ca (Z,0) si (Z,7T)
b)M=C, xoy =x+y+ixy; ] . .
sunt semigrupuri comutative.
c) M=(1, + ), .
b) Sa se determine a, b e N, astfel
- (4242 _ 2 2 )
Xoy—\/xy —XT -y 42 incét functia f:Z > 7, f(x)=ax+b
d) M=(0, ©)\{1}; xoy=x"7; si verifice egalitatea:
1 a f(xoy)=1(x) T f(y).
e) M={[o J aeD},
E6. Pe multimea Z5 se defineste opera-
A°B=AB-A-B+2l,. tia algebrica xoy=xy+2x + 2y +a,
E3. Sa se determine constantele reale V x yels.
pentru care legile de compozitie . .
B . . . . a) Pentru care valori ale lui a € Z5
»o“ sunt comutative si asociative N .
pe multimile M date: exista egalitatea (2 ° a) ca“ =
ajM=172, xoy=cx+ay+b; ~
) y y =20 (a o a2) ?
b)M=@Q, xcy=xy+2x+ay+b;
c)M=C, xoy = ixy + ax + by; b) Sa se determine ac Zy pentru
care operatia ,o“ este asociativa.
d)M=(0,+w),Xoy:M. P ) °
1+xy
APROFUNDARE

Al.

Fie A =[0, 2). Pe multimea A se defi-
neste legea de compozitie ,,o“ prin:
4x + 4y

4 + xy

a) Sa se arate ca legea este asocia-
tiva si comutativa.

Xoys= , X, yeA.

20

b) Sa se verifice ca daca x,y, z € A
Ssixoz=yoz atuncix=y.

c) Sa se determine x € A care
verifica ecuatia x o x o x=0.

(Univ. Babes-Bolyai, Cluj-Napoca,
2000)
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A2

A4.

O
0‘0

. Pe multimea IR se defineste legea de

compozitie x o y = xy + 2ax + by,

V x, y € R. Legea este asociativa si
comutativa daca:

a) a=l,b=1; b) a=b=1;
3 2 3

c) a2+b2=2; d)a=1,b=2;
e)a=b =0 sau a=%,b=1.

(Univ. Maritima, Constanta, 2000)

. Sa se arate ca urmatoarele legi de

compozitie definite pe R sunt
comutative si asociative:

a) x L y =max(x, y);
b) x L y=min(x, y).

Sa se determine a, b € R pentru
care urmatoarele operatii algebrice

definite pe multimea Mc .#5(R),

sunt comutative si asociative:

2u-{ )

= A + aB + bl,;

x,yeD},AaB:

2.3. Element neutru

Fie M o multime nevida.

DEFINITII

A6.

_Jx Y
b)M_{[O X+y\]x,yel2},

A -B=aAB + bBA;

e

=aAB+[(1) ‘:](An;).

XeID},A0B=

. Fie M o multime nevida si operatia

algebrica asociativa , o “ definita
pe M. Sa se gaseasca conditii sufi-
ciente asupra elementului a €¢ M

pentru care operatia ,, | “ definita
pe M este asociativa:

a)xly=aoxoy;
b)xLy=xocaoy;
c)xly=aoxoyoa;

dixly=xoyoa.

Sa se determine numarul legilor de
compozitie comutative definite pe

. *
o multime cu n € N elemente.

*Legea de compozitie M x M - M, (x,y)—>xecy admite element

neutru daca exista un element e € M, astfel incait xce = e o X = X,

Vxxe M. (1)

e Elementul e € M cu proprietatea (1) se numeste element neutru

pentru legea de compozitie ,.o“.

IS" Exemple
¢ Numarul O este element neutru pentru adunarea numerelor pe multimile N, Z, @, R, C:

x+0=0+x=x, VX.

+ Matricea Oy, ,, este element neutru pentru adunarea matricelor pe multimea -/, , (C):

A+Opnn=0Omn+A=A VYV Ac. iy ,(C).
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¢ Matricea unitate I, este element neutru pentru inmultirea matricelor pe multi-
mea ./, (C):
AfLl=0,- A=AV Aec.(C).

+Vectorul nul O este element neutru pentru adunarea vectorilor pe multimea
vectorilor 7 din plan sau din spatiu:

VHO=0+V=v,VVev.

E TEOREMA 1 (unicitatea elementului neutru)

Fie M o multime nevida. Daca legea de compozitie M x M — M,
(x,y) > x oy, admite un element neutru, atunci acesta este unic.
Demonstratie
Sa presupunem ca e€; si €5 sunt elemente neutre pentru legea de
compozitie ,,o“. Atunci au loc relatiile:
Xo€ =X Si €50y =Y.
Luand x =e,5 si y =e,;, se obtine ca:
€y0€] =€y si €gce; =e, relatie din care rezulta ca e; =e, si
unicitatea este demonstrata. B
(g) .)/f‘. o !‘ g
1. Pe multimea R se defineste legea de compozitie R x R - R,
(x,y) > xoy=xy+ax+ay+b. Sa se determine a, b € R pentru
care legea de compozitie data admite element neutru e = 2.

Solutie

Numarul e = 2 este element neutru daca x02=20ox=%X, VX € R.
Din aceste relatii se obtine 2x + 2a+ax+b=X,VXe R, deundea+2=1
si 2a + b = 0. Rezulta a = -1 si b = 2, iar legea de compozitie este
Xoy=Xy—-X-y+2.

a b
2. Fie M =
(O]

a) Sa se arate ca exista A € M, astfel incat AX =X, VX € M.
b) Exista matricea B € M, astfel incat XB =X, V X € M?

Solutie

a,belD}.

a) Fex-|- 7
0 0

a b)(x vy Xy ax ay Xy _ .
. = , de unde = . Aceasta relatie se
0O 00 O 0O O 0O O 0 O

22

b
j eMsi A= (g Oj € M. Din egalitatea AX = X se obtine:
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b
verifica pentru oricare x, y e Rdacaa=1,b € R, deci A :( ] b e k.

00
Rezulta ca exista o infinitate de matrice A cu proprietatea ceruta.

. a b . ) . X y)f(a b
b) Fie B= € M. Din egalitatea XB = X se obtine . =
0o 0 0){0 O

Xy ax bx Xy
= sau = ,deundea=1, bx=y.
00 0O O 00

A doua egalitate nu poate avea loc pentru oricare x, y € R.
Asadar, nu exista B € M cu proprietatea ceruta.

<> 0BSERVATII

1. Fie M o multime nevida si ,,o“ o lege de compozitie pe M.
Daca exista e, € M, astfel incat e;ox=x, V x €M, elementul e, se
numeste element neutru la stanga.
Daca exista ey € M, astfel incat xcey =x, VxeM, elementul ey se

numeste element neutru la dreapta.
Din problema rezolvata rezulta ca exista legi de compozitie care au
element neutru la stanga, dar nu au element neutru la dreapta.

2. Operatia de scadere pe R are elementul neutru la dreapta e =0, dar

nu are element neutru la stanga. Intr-adevar, x - 0 =x, V x € R, si
nu exista e € R astfel incate -x=x, Vx € R.

+ DEFINITII

* Perechea (M, o) se numeste monoid daca verifica urmatoarele axiome:
(M,) axioma asociativitatii:
(Xoy)ozzxo(yoz), \vd X,y,ZEM;
(M,) axioma elementului neutru:
Je € M, astfel incat xoce=eox=x, VxeM.
e Daca, in plus, legea de compozitie ,o“ este comutativa, monoidul se
numeste monoid comutativ sau abelian.

Se observa ca perechea (M, o) este monoid daca este semigrup cu
element neutru (semigrup unitar).

5> Exemple
* Perechile (N, +), (N, ), (Z, +), (Z, -), (R, +), (R, ) sunt monoizi comutativi.

+ Perechile (,///n (€), ) (#(A), o) sunt monoizi necomutativi.
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2.4. Elemente simetrizabile

+ DEFINITII

Fie M o multime nevida, inzestrata cu o lege de compozitie M x M — M,
(x, y)=xey, care admite elementul neutru e.

e Elementul x € M se numeste simetrizabil in raport cu legea de
compozitie ,o“ daca exista x' e M, astfel incat xox'=x"ox=e€. (1)

e Elementul x'e M se numeste simetricul elementului x in raport cu
legea de compozitie ,,0*.

5> Exemple

+ Orice numar real x este simetrizabil in raport cu adunarea numerelor reale. In
acest caz, x' = -x si se numeste opusul numarului x.
¢ Orice numar real nenul x este simetrizabil in raport cu inmultirea pe R. Simetricul

1 . . -
elementului x e R\ {O} este x'=— si se numeste inversul lui x. Numarul x = 0
X

nu este simetrizabil in raport cu inmultirea numerelor reale.
¢ Fie Z multimea numerelor intregi. Singurele elemente simetrizabile in raport cu
inmultirea sunt 1 si —1.

Daca legea de compozitie pe multimea M are element neutru, se
noteaza cu # (M) multimea elementelor simetrizabile in raport cu legea

de compozitie.
Deoarece elementul neutru are proprietatea eoe =e, rezulta ca

e e (M), deci % (M) este multime nevida.

Multimea # (M) se numeste multimea unitatilor lui M.

=l TEOREMA 2 (unicitatea simetricului)

“

Fie ,o“ o lege de compozitie pe multimea M, asociativa si cu

elementul neutru e. Daca un element x € M are un simetric,
atunci acesta este unic.

Demonstratie

Presupunem ca x' si x" sunt elemente simetrice ale elementului x.
Din asociativitatea legii de compozitie ,o“ se obtine:

X'OXOX” Z(X'OX)OXHZCOX" ZX”, Sl

X' oXoX"=X'o(XoX")=X'0e =X\

Rezulta ca x' = X" si unicitatea este demonstrata. B
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< OBSERVATIE

Daca o lege de compozitie ,o“ pe o multime M are element neutru, dar

nu este asociativa, este posibil ca un element x € M sa admita mai
multe elemente simetrice.

IS~ Exemplu
Fie M = {e, a, b} si legea de compozitie data cu ajutorul tablei lui Cayley:
o | e a b Legea nu este asociativi deoarece: (bob)ea=aca=e, iar
e e a b

be(boa)=boe=h.
Elementul a € M are simetricele a si b, deoarece aca =€ si
e a aocb=e=boa.

& €

[ouN )

a
b

Demonstratie
a) Deoarece xox'=X'oXx =€, se observa ca simetricul lui x' este

chiar x, deci (X'), =X.

b) Sa consideram z =y'ox' e M. Avem:

(xoy)ez=(xoy)o(y ox)=Xo(yoy')ox'=Xoeox'=xox'=¢ si
Zo(xoy)=(y'ox’)o(xoy)=y'o(x’ox)oy=y'oeoy=y'oy=e,

c) Se foloseste inductia matematica.

Pentru n = 1 si n = 2, proprietatea este adevarata avand in vedere b).

. - - *
Sa presupunem proprietatea adevarata pentru k e N. Avem:
! ! '
(X10Xg 0. 0Xy 0Xy) = ((X1 °Xg °---°Xk)°Xk+1) = Xk+1°
4 . .
o(X]0Xg 0...0Xy ) =Xy o(X) 0...0X] ) = Xj,1 © X o...0X], deci proprietatea

are loc si pentru k + 1.
In concluzie, proprietatea are loc pentru oricare n e N.m
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Probleme rogolvate

1. Pe multimea R se considera legea de compozitie R x R —> R,
(X, y) > Xoy=Xy+ax+by+c

a) Sa se determine a, b, ¢ € IR pentru care legea este comutativa,
asociativa si admite element neutru.

b) Pentru valorile a, b, ¢ gasite, sa se determine % (R).

Solutie
a) Din relatia xoy =yox se deduce a=b, deci xoy =xy+a(x+y)+c.

Legea de compozitie este asociativa daca xo(yoz)=(xcy)oz VX v,z € R.
Se obtine egalitatea xyz+a(xy +yz+zx)+a’x+a’y+(a+c)z+ac+c=

=xyz+a(xy +yz+zx)+(a+c)x+a’y+a’z+ac+c, Vx, y, zeR.

Rezulta ca a+c=a? si Xoyzxy+a(x+y)+a2—a.

Legea de compozitie data admite elementul neutru ,e* daca
xoe=eox=x,VxeR Se obtine egalitatea xe+a(x+e)+a®-a=x,
VxeR, deunde (x+a)e=(x+a)-(1-a), VxelR si, astfel, e=1-a.
In concluzie, b=a, c=a?-a, ack.

b) Fie x un element simetrizabil si x' simetricul sau. Se obtine
xX'ox=¢€ si xx’+a(x+x')+a2 —a=1-a, de unde x'(x+a)= 1-a% -ax.

1-a%-ax

Se observa usor ca daca x # —a rezulta x'=————. Asadar, #(R)=
X+a

=R\ {-a}.

2. Fie ,o“ lege de compozitie asociativa si cu element neutru pe
multimea M. Sa se arate ca daca xe#(M),y ¢ % (M), atunci
Xoy si yox nu sunt simetrizabile.

Solutie

Sa presupunem prin absurd ca xoy € %(M). Atunci exista s e % (M),
astfel incat (xoy)es=e=so(xoy). De aici rezulta xo(yos)=e si
yos=x". Se obtine y=x"os"=(so x)’ si ye# (M), in contradictie cu
ipoteza.

Asadar, xoy ¢ % (M). Analog se arata ca yox ¢ % (M).
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EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se verifice daca operatia alge- || E3. Sa se determine elementul simetric
brica ,o“ definiti pe multimea M al elementului s € M, daca:
admite element neutru: a) M=B Xoy=xy+Xx+Y, se{—& 2, \f2};
a)M=R,Xoy=2Xy+X+Y; b) M=7Z, xoy=x+y-13,
b)M=C,xoy=Xxy + 2x + 2y + 2; se{—1,0,3,11};
S)M=17 xoy=xy-3x-3y+12; c) M=C, xoy=x+y+i, se{i, —i, 1+i};
X+y
d M=(-1,1), xey=——"- d) M=(-3, 3), xoy= X+
1A+XYA R ) (-3.3), xoy 9+xy
e) M=7,, Xoy = +5x + by + 6.
TEIYEE v se{o,-z,z,%}.
E2. Sa se determine elementul neutru
pentru operatia ,o* definita pe M: E4. Pe multimea R se considera legea
a) M=(-3, +x), Xoy =Xy +3x+3y+6; de compozitie xoy= 33 3,
b) M=[7,+oo),xoy=xy—7x—7y+56; X, yelh.
) M=(0,1), xoy= Xy : a) Sa se arate ca (R, o) este monoid
2xy-x-y+1 comutativ.
d) M=(0, +©)\ {1}, xoy= x9I08. 5, b) Sa se arate ca % (R) =R.
APROFUNDARE
Al. Sa se determine parametrii pentru || A3. Pe multimea C se defineste legea de
care operatiile date au elementul compozitie z; 0z, =2z, - 25 + i(zl + 22) -
neutru indicat: 1-i C. Daci " _
a) M=, xoy=xy+ax+ay+2, e=2; -1-1, z;, z € C. Daca m este mo
dulul elementului neutru al legii
b) M=Q, xcy=x+y+a, €=-5; « .
Bry—12x—12y+a »o, atunci:
c) M= 3), Xoy= , _ 1. _ .
) (2.3), xoy 2xy — 5x — 5y +13 ajm=1; b) m=15;
5 c) m=+2; d) m=43;
e=—.
2 e) m = 2.2.
A2. Pe multimea Q se considera legile de (ASE, Bucuresti, 1998)
compozitie xoy = XV _ox- 2y + 24, .
4 A4. Pe multimea R se defineste legea

Xxly=x+y+2, VX, yeQ Daca
e; si e, sunt elementele neutre in

“

raport cu legile ,-“, respectiv , 1%,

iar p=e; 1 ey, atunci:
b) p = -6;

e) p=16.
(ASE, Bucuresti, 1998)

a)p=4; c)p =10;

dp=12;
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de compozitie x o y = Xy — ax + by.
Sa se determine a, b ¢ R, astfel
incit (R, o) sa fie monoid. Pentru
fiecare monoid obtinut sa se deter-
mine % (R).

(Univ. Bucuresti, 1986)
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A5. Pe multimea M = R x R se consi-
dera legea de compozitie:
(a, b)o(c, d) = (ac - bd, ad + bc).

a) Sa se arate ca (M, o) este monoid

comutativ.
b) Sa se determine % (M).
1-x O b’
A6. Fie M = o o O xeRp.
b4 0 1-x

a) Sa se arate ca (#, -) este monoid
comutativ.

A7.

b) Sa se determine % (M).

Fie Z[i]={a+Dbi| a, beZ},
M={a2+b2 ‘ a, bel[i]}.
a) Sa se arate ca (Z[i], +), (Z[i], ),

(A, -) sunt monoizi comutativi.

b) Sa se determine elementele sime-
trizabile ale fiecarui monoid.

EXERCITII SI PROBLEME RECAPITULATIVE

w5 5 o fo 313 of

Sa se alcatuiasca tabla inmultirii
pe multimea M si sa se studieze
proprietatile acesteia.

E2. Se considera multimea A ={1, 2, 3}.

a) Sa se alcatuiasca tabla diferentei
simetrice pe multimea #(A).

b) Sa se arate ca (.@(A), u),
(#(A), n), (#(A), A) sunt monoizi
comutativi.

c) Sa se determine elementele
simetrizabile in monoizii de la b).

E3. Se considera matricea A =

o = O

01
00
10

si multimea Jl:{A“ | nez}. Si se
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EXERSARE

E4.

E5.

arate ci (., -) formeaza un monoid

comutativ in care fiecare element

este simetrizabil.
10)(-10 0 i 0 -
M= ’ ’ o ’ . ’
o (o E o}5 )

2ol oblo 5o 3

formeaza un monoid comutativ in
raport cu inmultirea matricelor.

Sa se determine % (M).

Sa se arate ca multimea:

Se considera matricele:

1 1 -2
A = 9 B:
-2 2 2

mea ,/ll:{aA+B ‘ aelf}. Sa se stu-

—1] . .
si multi-
-1

dieze daca (.#, -) este monoid comu-
tativ si sa se determine % (.#).
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Al.

A4.

Sa se dea exemplu de o lege de
compozitie care este comutativa si
nu este asociativa.

. Sa se dea exemplu de o lege de

compozitie neasociativa si
admite element neutru.

care

Fie M o multime nevida si (#(M), o)

monoidul functiilor definite pe M.
a) Sa se determine care sunt elemen-
tele simetrizabile in raport cu compu-
nerea functiilor, daca elementul
neutru este functia identica.

b) In ce caz monoidul (9’ (M), o) este

comutativ?

Fie ac(0,») si f,:R> R,
ax, x>0
f, = .
 (x) {o, x<0
a) Sa se arate ca f, o fy, = f;,.
b) Sa se arate cd multimea
F={f, | ac(0, »)} formeaza monoid

in raport cu operatia de compunere
a functiilor.

c) Sa se determine % (%).

Pe multimea N se definesc legile
de compozitie:

x Ty =cmm.d.c.(x,y) si
x1ly=cmmm.c.(x,y).

a) Perechile (N*, T) si (N*, J_) sunt

monoizi?
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APROFUNDARE

A6.

A7.

. Fie f,:R> R, fa(x)={

b) Sa se determine valoarea de adevar
a propozitiei: V x, y, zeN’,
xT(ylz)=(xTy)L(xTz).

Pe multimea 7 se defineste legea
de compozitie ,,o“, astfel:

X oy = axy + bx + by + ¢, unde a,

b, c € Z. Sa se arate ca:

a) legea de compozitie ,o* este aso-
ciativa daca si numai daca

b?% - b = ac;

b) legea de compozitie ,o
element neutru daca si numai daca

“

admite

b + ac = b2 si b divide c.

Se considera multimea M nevida si
»o“ 0 lege de compozitie pe multi-
mea M care este asociativa si
admite element neutru. Daca M’
este o0 multime nevida si
f:M > M o functie bijectiva, sa
se studieze proprietatile legii de
compozitie , T“ definite pe M’':

xTy= f(f‘1 (x)o 7! (y))

X, xeQ
ax,xc R\ Q
si #={f, |acq}.

a) Sa se verifice daca ¥ este parte

stabila in raport cu compunerea
functiilor.

b) Sa se studieze daca (%, o) este

monoid si sa se afle % (%).
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Testul 1

Pe multimea G =(1, +©) se considerd legea de compozitie x | y = 7xy -
-7 (x + y) + 8. Multimea G este parte stabila a lui R in raport cu legea de

compozitie ,,1“?
(3 puncte)

Pe multimea E = {0, 1, 2, 3, 4} se defineste legea de compozitie notata ,o*,

astfel: x o y reprezinta restul impartirii numarului x1*Y 1a 5.
a) Sa se alcatuiasca tabla legii de compozitie ,,0“.

b) Sa se arate ca legea de compozitie nu este comutativa si asociativa.
(3 puncte)

Pe multimea G = (1, + ») definim legea de compozitie xoy=1+(x- l)lg(y_l) .
a) Sa se determine 202 si sa se rezolve ecuatia 30 x = 3.
b) Si se arate ca pentru oricare x, y € G, x o y = 1+ 108> 1)18(y-1),
c) Sa se studieze proprietatile legii de compozitie ,,o“.
(3 puncte)

Testul 2

Fie multimea M={x+y\/7 ‘ X, yel} si M'={x+y«/7 ‘ x,yel, x2—7y2=1}.
a) Sa se arate ca multimea M’ este parte stabila a lui M in raport cu
inmultirea.
b) Sa se dea exemplu de cel putin trei elemente x+y\7 ¢ M', cuy > O.

(3 puncte)

Pe multimea M = {0, 1, 2, 3, 4} se defineste legea de compozitie ,,o* prin:

x+y, daca y € (x, 2]
Xoy=¢x-y,daca y<x
y-x,daca x<3 si y>2

a) Sa se alcatuiasca tabla legii de compozitie.
b) Sa se arate ca legea de compozitie nu este comutativa si asociativa.
c) Sa se arate ca legea de compozitie admite element neutru si fiecare
element x € M este simetrizabil.
(6 puncte)

Testul 3

~

a) Sa se calculeze in Zg produsul 1.2.3.1.
b) Sa se calculeze in Zg suma 1+2+3+4+

o oo
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c) Cate solutii are in Zg ecuatia 3x=0°?
d) Care este cel mai mic numar natural nenul cu proprietatea ca
2+2+..+2=01in Z4?
—_—
n ori

(3 puncte)
(Bacalaureat, iunie, 2003)

a
Se considera functiile f, : R > R, f, (x) = log, [(1 + 2") - 1} , a>0 si multimea

g={fa ‘ae(0,+oo)}.

a) Sa se arate ca f, este functie inversabila si f; 1-1.
a

b) Sa se demonstreze ca multimea &% este parte stabila in raport cu
compunerea functiilor.
c) Sa se arate ca (#, o) este monoid comutativ si si se determine % (¥).

(2 puncte)

“

Pe multimea numerelor complexe se considera legea de compozitie ,o
definita prin: x oy =xy +ix+iy-1-i,Vx,y € C.

a) Sa se arate ca xoy =(x+i)(y+1i)-1i.

b) Sa se arate ca legea ,, o “ este asociativa.

c) Sa se determine multimea valorilor lui ne N, pentru care are loc
egalitatea:

XjoXgo..oXy =(x +i)(xp +1)...(%, +1) -1, V x4, X5, ..., X, €C.

d) Sa se calculeze E = (-100i) o (-99i)oc...o (—i) 0o 0o io(2i)c...o (99i) - (100i).
e) Sa se rezolve in C ecuatia x o Xxoxox=1-1.

(4 puncte)
(Bacalaureat, iunie, 2003)

0 Notiunea de grup. Exemple

not
Fie G o multime nevida si (x,y)— ¢(X,y) = Xoy, o lege de

compozitie pe G.

+ DEFINITII

* Perechea (G, ) se numeste grup daca sunt indeplinite urmatoarele

axiome:
(G1) Axioma asociativitdtii:

(xoy)ez=x0(yez),VX,y.zeG.

(G2) Axioma elementului neutru:

Je e G, astfel incat xce=eox=%x,V xeG.
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(G3) Axioma elementelor simetrizabile:
VXeG, 3x €@, astfel incat xox'=X'ox =e.
*Un grup (G, o) se numeste grup comutativ sau abelian daca este

verificata axioma de comutativitate:
(G4): Xxoy=yoX, VX, y € G.

> COMENTARII
a) Se observa ca perechea (G, -) este grup daca este monoid cu proprie-

tatea ca fiecare element este simetrizabil. Intr-un grup, #(G)=G.
b) Elementul e € G, a carui existenta este asigurata de axioma G,, este

unic determinat si se numeste elementul neutru al grupului.

c) Elementul x'eG, a carui existenta o asigura axioma G3 pentru fie-
care x € G, este unic determinat deoarece legea de compozitie a
grupului este asociativa.

e Un grup (G, ) se numeste grup finit daca multimea G este finita.
Un grup (G, -) este grup infinit daca multimea G nu este finita.
* Fie (G,-) un grup. Se numeste ordinul grupului G, cardinalul

multimii G si se noteaza ord(G).

15" Exemple de grupuri
1. Din proprietatile adunarii si inmultirii numerelor rezulta:
a) (Z +),(Q +), (R, +), (C, +) sunt grupuri abeliene, numite grupul aditiv al
numerelor intregi, rationale, reale, respectiv al numerelor complexe.
b) ('ID*, ) (\D*, ) ('C*, ) sunt grupuri abeliene, numite grupul multiplicativ al

numerelor rationale, reale, respectiv al numerelor complexe nenule.
Grupurile de la a) si b) sunt denumite grupuri numerice.
2. Multimile de matrice .4, (). 4, (), My (R) si 4, (C) impreunad cu adunarea

matricelor formeaza grupuri comutative.
Pe multimea G = (2, +«) se defineste legea de compozitie G x G —» G,
(X, y) > Xey=Xy-2x-2y+6,V X, yeG. Sa se arate cd perechea
(G, o) este grup abelian.
Solutie
Deoarece xoy=(x-2)(y-2)+2, VX, ye(2, +») se obtine ca
Xoy>2, deci xoy eG.
Perechea (G, o) este grup abelian daca sunt verificate axiomele
grupului (G1)-(G4).

32



Algebra e 1. Grupuri

(G1) Axioma asociativitatii:

Avem: (Xoy)ez=(Xy—2Xx-2y+6)oz=(xy-2x—-2y +6)-z—
-2(xy —2x-2y+6)-2z+6=xyz-2(xy+x2+yz)+4(x+y+2)—6.

Analog se obtine:
Xo(yeoz)=xXo(yz-2y—-2z+6)=x-(yz-2y—-22+6)-2x-2(yz-2y -2z+6)+
+6=xyz-2(Xy+xz+yz)+4(xX+y+2)-6.

In concluzie, axioma asociativitatii (G1) este verificata.

(G2) Axioma elementului neutru:

Fie e € G, astfel incat xoce=eox =%, Vx € G.

Se obtine xe — 2x — 2e + 6 = X, V X € G, echivalenta cu
e(x-2)=3(x-2), VxeG.

Elementul neutru este e = 3 € G.

(G3) Axioma elementelor simetrizabile:

Daca x € G, notam cu x' simetricul lui
X. Se obtine xox'=3=x'oXx, relatie care
conduce la x'-x-2x-2x'+6 =3.

2x-3 _o4
x—-2 X —
Asadar, (G, o) este grup.
Deoarece Xoy=xy-2X-2y+6=yXx-2y-2X+6=yoX, pentru

Rezulta x' =

€(2, + ).

oricare X, y € G, grupul (G, o) este grup comutativ.

3.1. Grupul aditiv al resturilor modulo n

Fie neN si £, = {0, 1, 2, ..., n—-1} multimea resturilor obtinute la
impartirea numerelor intregi prin n. Pe multimea £, s-au definit
operatiile de adunare si inmultire modulo n: £, x #, — 4, prin:

a®b=(a+b)modn, respectiv a©b =(a-b)modn.

Elementul a @ b reprezinta restul impartirii sumei a + b prin n.
Rezulta ca exista numarul q € 7, astfel incat a+b=nq+(a®Db). (1)
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Demonstratie
a) Verificam axiomele grupului:
(G1) Axioma asociativitdtii:
Folosind relatia (1) se obtine succesiv:

(x®y)®z=((x+y)modn)®z=((x+y)+2z)mod n. 2)
De asemenea:
x®(y®z)=x®((y+2z)mod n)=(x+(y+z))modn. 3

Deoarece adunarea numerelor intregi este asociativa, din relatiile
(2) si () rezultaca (xOy)Dz=x®(y®z), VX, y,z2€R,.

Asadar, adunarea modulo n este asociativa.

(G2) Numarul O este element neutru, deoarece se verifica imediat ca
0dx=x@0=X,VXeR,.

(G3) Fie x € £, \{0}. Atunci x'=n-xe#,.

Rezultaca: x®x'=0 si X’ ®x=0.

Avand si 0®0 =0, rezulta ca oricare x € £, este simetrizabil in
raport cu adunarea modulo n.

Asadar, (%’n @) este grup. Mai mult, pentru orice x, y € £,, avem:

Xx®y=(x+y)modn=(y+x)modn=y@®x, deci grupul (,%?n, @) este
grup comutativ.
b) Analog se arata ca (z/a?n, @) este monoid comutativ. il

3.2. Grupul claselor de resturi modulo n

Fie neN si 4, = {6 12, .., n/—\l} multimea claselor de resturi

modulo n. Pe multimea 7, s-au definit operatiile:

~ A~ ~ ~def
o I . x1,—1,, (a, b) —a+b =a®b, numita adunarea claselor de

resturi modulo n;

~ ~ ~ ~def
o 71 x1,—>1,, (a, b) —a-b = a®b, numita inmultirea claselor de

resturi modulo n.
] TEOREMA 5
Fie n e N". Atunci:

a) (Z,. +) este grup abelian, numit grupul aditiv al claselor de
resturi modulo n;
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b) (Z,. ) este monoid comutativ;
o) u(1,)=lket,

numit grupul multiplicativ al claselor de resturi modulo n.
Demonstratie

a) Verificam axiomele grupului.

(G1) Axioma asociativitcitii:

Avem succesiv:

(n, k)= 1} si (#(Z,),-) este grup comutativ,

(§+§)+2=(§§9\y)+2=(})@y)\®2 (1)
§+(§7+2):;{+y/€_r)\z=x’m) (2)

Avand in vedere asociativitatea adunarii modulo n, din relatiile (1)
si (2) rezulta (§+§7)+2=§+(§7+2), V X, gr ieln.

Asadar, adunarea claselor de resturi modulo n este asociativa.

(G2) Axioma elementului neutru:

Pentru oricare ;(e7ln, avem: x+0=x®0 =x si 0+x=00x=x.

Asadar, 0 este element neutru al adunarii claselor de resturi

modulo n.
(G3) Axioma elementelor simetrizabile:

Avem: 0+0 =0, deci O este propriul sau simetric.

Daci X e 7[;, atunci exista q, r € Z, astfel incat x=nq+r, 0 <r <
<n-1.Rezultaca r'=n-re{l, 2, ..., n-1} siavem:
X+ =T+r=r®n-1r=0si r+x=r+r=m-r®r=0.

In concluzie, X este element simetrizabil, iar simetricul sau este
elementul r’. Simetricul clasei de resturi x se noteaza cu —x.

— —

Asadar, ()A() =n-x, pentru x #0 sau —x =n-x.
Rezulta ca (Z,,+) este grup. Mai mult, el este grup comutativ

deoarece: §+§=5@={@§=§+§, VX, greln.
b) Verificam axiomele monoidului comutativ.
(M1) Asociativitatea. Pentru oricare )Ac §7 Ze 7, se obtine:

(x-3)-2-x6y-2-(x0y)0z ®
x-(y-z)=xyoz=x0(yoz) (@)

Deoarece inmultirea modulo n este asociativa, rezulta ca:
(X-y)-Z=X-(y-z), VX vy, zel,.
Asadar, inmultirea claselor de resturi modulo n este asociativa.
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(M2) Existenta elementului neutru. Pentru oricare X e 7, se obtine:

~ A

x1=x0l=xsil-x=10x=x.
Astfel, 1 este element neutru pentru inmultirea claselor de resturi
modulo n. In concluzie, (Z,,, -) este monoid.

~

~

Deoarece X y=XOy=yOXx=y-X,V X, yel,, monoidul (Z,.")
este monoid comutativ.

c) Pentrun =1, avem 7, = {6} si (0,1)=1. Rezulta % ()= {6}

Fie n > 2. Atunci, pe % (Z,) daca si numai daca exista qel,.

astfel incat f)c] =1. Aceasta relatie se scrie pq =1 sau pPq = 1 (mod n).
Rezulta ca exista s € Z, astfel incat pq + sn = 1, relatie echivalenta
cu (p,n)=1.

Asadar, Y (L) = {f) | (p.n)= 1}. [

<> OBSERVATII

1. Daci neN’ este numar prim, multimea elementelor inversabile in
monoidul (Z,,, ) este % (Z,)=1,,.

2. Pentru neN numarul numerelor naturale mai mici decat n si
relativ prime cu n se noteaza (p(n). Functia o¢: N SN se numeste

indicatorul lui Euler.
Rezulta ca grupul # (Z,,) are ¢(n) elemente.

I Exemplu
* Sa se determine % (Z15) pentru monoidul (Z;,, -) si sa se alcatuiasca tabla inmultirii

grupului (% (;5), -).

Solutie: i 5 5 1

Conform teoremei 5 elementele inversabile in - ~ —~ —~ —
A aoa i 1 5 7

Z,, sunt clasele 1, 5,7,11, deoarece numerele 1, . . . R 1}

5, 7, 11 sunt relativ prime cu 12. Tabla inmultirii “i) ? 1 lAl z

este data alaturat. Din tabla inmultirii se observa 7 7 11 1 5

ca pentru V x e (%), exista relatia x-x=1, G G 5 5 i

deci fiecare element este propriul sau simetric

(invers). De asemenea, 5.7 = ﬁ 5.11=7 si
7-11=5, adica produsul a doua elemente distincte diferite de 1 este al treilea element
diferit de 1.
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> COMENTARII
a) Un grup (K.:), K={e a, b, c} a carui tabla a operatiei este redata

alaturat se numeste grupul lui Klein. ) ‘ e a b c

b) Un grup (K, :) cu un numar finit de elemente ele a b c
este grup de tip Klein daca oricare element al ala e ¢ b
grupului este propriul sau simetric (invers). b|b ¢ e a
c|c b a e

c) Grupul (#(Z,5), -) este un grup de tip Klein cu

4 elemente.

3.3. Grupul permutarilor unei multimi

Fie M o multime nevida. O functie bijectiva f : M — M se numeste
permutare a multimii M. Multimea S(M) a permutarilor multimii M

este o submultime a multimii # (M) a tuturor functiilor f : M —» M.
Considerand operatia de compunere a functiilor, se stie ca daca
f, geS(M), atunci foge S(M) si gof e S(M).

Asadar, multimea S(M) este parte stabila a multimii 7 (M) in
raport cu compunerea functiilor.

= TEOREMA 6
Perechea (S(M), ¢) este grup.

Demonstratie

Verificam axiomele grupului.

(G1) Axioma asociativitatii. Operatia de compunere a permutarilor
pe S(M) este asociativa ca fiind indusa de compunerea functiilor pe
7 (M), care este asociativa.

(G2) Axioma elementului neutru. Functia identica 1y;:M —> M,
Iy (x) =x, este bijectiva, deci este o permutare a multimii M, numita
permutare identici a lui M. Deoarece lyof =foly =f, VfeS(M),

rezulta ca permutarea identica a multimii M este element neutru
pentru compunerea permutarilor.

(G3) Axioma elementelor simetrizabile. Se stie ca daca fe S(M),
atunci ! € S(M). Rezulta ca orice permutare f € S(M) are un element

simetric si anume permutarea f -1
In concluzie, (S(M), o) este grup. B
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<> OBSERVATII

1. Daca multimea M are unul, sau doua elemente, grupul S(M) este
grup comutativ.

2. Daca multimea M are cel putin 3 elemente, S(M) este grup necomutativ.

3.4. Grupul simetric S,

In cazul in care M={1, 2, 3,..., n}, grupul S(M) al permutarilor
lui M se noteaza S, si se numeste grup simetric de grad n.
O permutare c € S, se noteaza astfel:

B 1 2 3 ... n 0
o) o2 o) ... on)/

In linia a doua sunt trecute valorile functiei o.
Deoarece o este o permutare a multimi M, rezulta ca
{cs(l), c(2), ..., G(n)} ={1 2,..., n}, deci a doua linie a tabelului (1) este

formata tot din elementele multimii M.
Daca o, t€S,, compunerea (produsul) celor doua permutari se scrie:

B 1 2 3 n ' 1 2 3 n |
"Tlo) o(2) o8) ... o)) ) 12 3) .. )

~ 1 2 3 n
—(c(ru)) 5(t2) o(x(3) - c(r(nl)J'

> Exemplu
1 2 3 4 1 2 3 4
¢ Fie 6,1€S,4,0= ,T= .
34 2 1 2 3 4 1

(3 32 022 )t o oy ot
:{0(12) c5(23) 5(34) 04(11)]:[31 ; ? ;);

(123 4)(1234) (1234
"9%l2 34 1)1342 1) \la1 3 2f

Ordinul grupului simetric S, este egal cu n!.
In grupul S, elementul neutru este permutarea identica

1 2 3 ... n
e= .
1 2 3 ... n
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] 1 .. 1N )
Orice permutare 0—(6(1) 5(2) o(3) .. c(n)JESn admite ele-

G(l) 0(2) 0(3) G(n)
1 2 3 ... n

inversa sau inversa permutarii c.

mentul simetric ¢! =( J numita permutare

5" Exemple

1 2 3
¢ Pentru o=

31 2

31 2
jeSS, permutarea inversa este o} :[1 9 SJ’ sau

1 2 3
ordonand prima linie, o l= .
2 31

2 345
+ Inversa permutarii ¢ = € Sy este permutarea:
3512 4
1 (3512 4) (1 2345
© 1234583415 2f

e Transpozitie
Fie i, je{l,2,3,....,n} =M, i # j. Permutarea:
1 2 ... i-1 1 i+1 ... j-1 j j+1
ij:{l 2 i-1 j i+l .. -1 i j+1
transpozitie.
Pentru transpozitia t; se foloseste si notatia ty=(i, j).

n
j se numeste
n

Transpozitia (i, j) este o permutare particulara care schimba intre ele
numai elementele i si j.

Se arata usor ca ti'jl =ty ty =t sity-t;=e.

¢ Signatura unei permutari

Fie ceS, si i, jeM={L2,..,n},i<j Perechea ordonata

(i, j)€e MxM se numeste inversiune a permutarii o daca o(i) > o(j).
Numarul tuturor inversiunilor unei permutari c €S, se noteaza m(o).
O permutare poate avea cel mult Ci inversiuni, deci

OSm(G)SM.

Numarul &(o) = (—1)m(6) se numeste signatura (semnul) permutérii c.
Permutarea ¢ se numeste permutare para daca ¢(c)=+1 si permu-

tare impara daca ¢(c) =-1.
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IS° Exemple
1 2 3 4

¢ Pentru permutarea o=
4 1 2 3

) € S,, inversiunile sunt: (1, 2), (1, 3), (L 4),

deci m(c) =3, iar (o) = (—1)3 =-1. Asadar ¢ este permu- O TEMA

tare impara.
p Sa se alcatuiasca

1 2 3 4 5 .
. Pentru transpozitia tos = [1 43 9 SJ € S;, tab(la gn;pulul:
a) SZ! °);

inversiunile sunt (2, 3), (2,4), (3,4), deci &(tgq)=-1. b) (Ss. o).
Asadar, transpozitia ty, este permutare impara.

<> OBSERVATII
1. In general, se poate arata ca orice transpozitie t; €S, este o permu-

tare impara.

2. Daca 6 €S, atunci g(c)= [] M.

1<i<j<n 1-]

3. Daca o, 1€ S, atunci ¢(c-1) =¢(0)-&(1).

3.5. Grupuri de matrice

Fie neN si ./, (€) multimea matricelor patratice de ordinul n
cu elemente numere complexe.
Dupa cum se stie, multimea ./, (€C) impreuna cu adunarea matri-

celor formeaza un grup comutativ, iar cu inmultirea matricelor formeaza
un monoid necomutativ.
In continuare se vor pune in evidenta cateva submultimi ale mul-

timii ., (C), care impreuna cu inmultirea matricelor formeaza grupuri.
Grupul liniar general de grad n

Fie A €./, (C). Se stie ca matricea A este inversabila in monoidul
(.///n (C), ) daca si numai daca det(A)# 0. Multimea unitatilor monoidului
(-#,(€). ) se noteaza GL, (€)si avem GL, (€)= {A e.#,(C) | det(A) e C}.
= TEOREMA 7

Perechea (GL,,(C),) este grup necomutativ, numit grup liniar
general de grad n peste C.
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Demonstratie

Fie A, BeGL,(C). Rezulta ca det(A-B)=det(A) -det(B)eC,
deci ABeGL,(C). Asadar, multimea GL,(C) este parte stabila a
multimii ./, (C) in raport cu inmultirea matricelor.

Inmultirea matricelor este asociativa si admite elementul neutru
I, € ./, (). Deoarece det(l,)=1¢e € rezulta ca I, e GL, (C).

In consecinta, inmultirea matricelor pe multimea GL,(C) admite

element neutru si anume matricea I,.

Daca A eGL,(C), atunci det(A’l): 1 eC  si se obtine ca
det(A)
Al eGL, (C).
In concluzie, (GL,, (C). -) este grup. B
Q) TEMA DE STUDIU )

1. Sa se arate cd (GL, (@), -) si (GL, (R), -) sunt grupuri.

2. Fie 4 (€)={A e M, (€) | det(a)=1}.

Sa se arate ca multimea .# (C) impreuna cu inmultirea matricelor formeaza
\_ un grup necomutativ. )

Grupul matricelor ortogonale
Fie A €./, (C).
+ DEFINITIE

I » Matricea A e.4, (C) se numeste matrice ortogonala daca ‘A-A=1_.
n g n

Multimea matricelor ortogonale de ordinul n se noteaza O, (C).

< OBSERVATII

1. Daca A € O, (C), atunci det(A)={-1, 1.
Intr-adevar, din A € O,,(€) se obtine ca 'A-A =1,,. (1)
Din relatia (1) se obtine succesiv:
1=det(I,)=det(*A-A)=det('A)-det(A) = (det (A))".
Asadar, det(A)e{-1, 1}.

2. Exista incluziunea O, (C) < GL,(C).
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= TEOREMA 8

Perechea (O, (€), -) este un grup, numit grupul matricelor orto-
gonale de ordinul n.

Demonstratie
Fie A, Be O, (C); rezultaca 'A-A=1,si '‘B-B=1I,.
Avem: '(AB)-(AB)=('B-'A}-(AB)='B-(‘A:A)- B= 'B-B=1,.
Asadar, ABeO,(C), iar multimea O, (C) este parte stabila a
multimii .4, (€) in raport cu inmultirea matricelor.

Sa verificam axiomele grupului.
(G1) Axioma asociativitatii. Inmultirea matricelor pe multimea
O, (C) este asociativa, fiind operatie indusa de inmultirea matricelor pe

Al (C) (proprietatea de ereditate a asociativitatii).

(G2) Axioma elementului neutru. Deoarece tIn =], se obtine ca
I, -1, =1,, deci I, €O, (C). Rezulta ca I, este elementul neutru al
inmultirii matricelor pe multimea O, (C).

(G3) Axioma elementelor simetrizabile.
Fie Ae€O,(C). Din observatia 1 rezulta ca det(A)==1, deci

matricea A este inversabila in monoidul ./, (C). Din relatia 'ACA=T,
se deduce ca A !'='A. Folosind aceasta relatie se obtine

t(A‘l)-A‘l = t(tA)-A‘l =A-A' =1, deci Al €0, (C), iar elementul

simetric al matricei A in O, (C)

‘ B [ TEMA
este matricea A™". B — On(D)={Ae./ltn(|D) | tA-A=In}.
Exvencilie W Sa se arate ci (O, (R),:) este grup,

numit grupul matricelor ortogonale de
ordinul n peste R.

Fie AecO,(R). Sa se
arate ca exista o € R, astfel

L coso  sina coso  sina
incat A= sau A =| . .
sina

—sinoa cosa —cosa
Solutie

a
Fie Az(
c

zj 0, (R).
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b 1 0
Din conditia ‘A -A =1, se obtine: a < = sau
b d)\c d 01

a+c? =1

2, 2

+ b+cd 1 0
(a © a2 C2]=(0 1). Rezulta sistemul: {b% +d% =1.
ab+cd b +d baed—0

Din ecuatia aZ +c? =1 se deduce ca existd o e R, astfel incat a = cos a.

Rezulta c=z+sina, iar din a treia ecuatie se obtine bcosa = +dsina.

Substituind d in ecuatia b2 +d? =1 se obtine b =+sina si d =+cosa.

coso Ssina coso sinoa
Asadar, A= sau A = .

—sinoa cosa sina -—-cosa

3.6. Grupul radacinilor de ordinul n ale unitatii

. * . - . s
Fie neN . Se stie ca ecuatia z" =1 are exact n solutii numere
complexe. Solutiile acestei ecuatii se numesc radacini de ordinul n ale

unitatii si au forma: z, = cosz—kn+isin%, k={0,1,2,...,n-1}.
n n

. 2n . . 2w . . .
Notand ¢ = cos— +isin—, conform formulei lui Moivre se obtine:
n n

ze =5, k=1{0,1,2,...,n-1}.
Multimea radacinilor de ordinul n ale unitatii se noteaza U,, si avem:

Un:{ze'l?‘ znzl} sau

U, ={C052_kn+isir12—k7c ‘ ke {0,1,2,...,n—1}} ={1, e &2, .. gn—l} (1)
n n
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Demonstratie

Sa aratam ca U, este parte stabila a lui € in raport cu inmultirea
numerelor complexe.

Fie z,, zo e U,. Rezulta ca z]' =1 si z; =1, si astfel:

n .
(zy-29) =27 -z5 =1, deci 2z, € U,,.

Verificam axiomele grupului.

[Gl ) Axioma asociativitatii:

Inmultirea numerelor complexe este asociativa si rezulta ca
inmultirea indusa pe multimea U, este, de asemenea, asociativa
(proprietatea de ereditate a asociativitatii).

(G2) Axioma elementului neutru:

Se observa usor ca zg=1 este element neutru in raport cu
inmultirea pe U,,.

(G3) Axioma elementelor simetrizabile:

n
Fie zeU,. Rezulti ca z" =1 si (lj =L—1, deci leUn. Din
z

Z zn

z-lz 1 se obtine ca 1 este elementul simetric al lui z, deci z este
z z

inversabil in U,,.

In cazul in care z =P € U,,, simetricul lui z este z' =&" P,

(G4) Axioma comutativitatii:

Din proprietatea de ereditate a comutativitatii se obtine ca inmultirea
pe U, este comutativa, fiind indusa de inmultirea numerelor complexe.

In concluzie, (Uy, -) este grup comutativ. Ordinul grupului U,, este
egal cu n.

[J TEMA DE STUDIU

1. Sa se alcatuiasca tabla grupurilor:
a) U2; b) U3; C) U4; d) UG'

2. Fie ec U, si p,qe{l,2,..,n-1}. Sa se arate ca "1 =¢", unde r este

restul impartirii numarului p + q la n.
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EXERCITII S1 PROBLEME

El.

E2.

E3.

E4.

E5.

Pe multimea C se defineste ope-
ratia algebrica Cx€C > C, (x,y)—>

—> Xoy=X+Yy+Dbi.

Sa se arate ca (C, o) este grup comu-
tativ.

Pe multimea Z se considera legile
de compozitie ZxZ >1Z, (x,y)—>
—>Xoy=x+y+6 si (x,y)oxly=
=x+y-5. Sa se arate ca (Z, o) si
(Z, 1) sunt grupuri comutative.

Pe multimea M se considera legea de
compozitie MxM—>M, (x,y)->Xoy.
Sa se studieze daca (M, o) este grup,
in cazurile:

a) M=Z,Xoy=X+y+3;

b) M=2Z, xoy=x+y+4;

c) M=R, xoy=xy-10x-10y +110;
d) M=0C, xoy = ixy;

e) M=C, xoy=x+Yy + ixy;

f) M=(-1, +®), Xoy =X+Yy + Xy;
— % H
2xy-x-y+1

h) M=C\{-i}, xoy=xy+
+i(x+y)-1-i.

g M=(0,1), xoy=

Pe multimea R se considera legile
de compozitie G x G - G,

def

(%, y)> xoy e Jx2 +y? si
def

° 3x3 + yo.

(x,y)>xly=
Care dintre perechile (G, <), (G, 1)

este un grup?
Pe multimea G=(-2 2) se considera

legile de compozitie G x G > G,
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EXERSARE

E6.

E7.

ES.

E9.

T a+xy
Care dintre perechile (G, <), (G, 1)
este grup comutativ?

Se considera:
Gy ={x+y\/§ ‘ x,yel, x2—3y2 =1}

si G2={x+yx/§‘x,ye0, x2—3y2:1}.

Care dintre multimile G; si Gy

este grup abelian in raport cu
inmultirea numerelor reale?

Se considera multimea:

c=1a=(? ™| aben det(a)=0

= = €Y e # .
bi a abe

Sa se arate ca G este un grup in

raport cu inmultirea matricelor.

(1)
Fie #/=4|1 neN,nx1;c
0

= O O
©C O -

c M 3 (C) .

a) Sa se arate ca (., -) este grup
comutativ.

b) Sa se studieze daca operatia
algebrici A | B=A%.B?%, definita
pe multimea .#, determina pe
aceasta o structura de grup.

Fie A,={cc8$, |c este permu-
tare para}.
a) Sa se arate ca (A, o) este grup,

(grupul altern de ordinul n).
b) Pentru ce valori ale lui n grupul
A, este comutativ?
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Al.

A4.

A6.

A7.

2x 3
Fie G={[yx 21] X, yeQ

4x? - 3y2 = 1} . Sa se arate ca G este

grup comutativ in raport cu inmul-
tirea matricelor.

L

det(a) =1}.

X,yel3,

a) Sa se determine cate elemente
are multimea G.
b) Sa se arate ca (G, - ) este grup.

Pe multimea E = R* x R se considera
legea de compozitie E x E - E,
(a, b) o (c, d) = (ac, ad + b). Sa se
arate ca (E, o) este grup.

Xe D} si

1 x
Se considera G =
01

legea de compozitie G x G - G,

(1 1) (1 —1)
(A,B)>A - B= AB .
01 01

Perechea (G, °) este grup?

Pe multimea G = R \ {a} se defines-
te legea de compozitie G x G > G,
X o y =Xy - 2x — 2y + b. Sa se deter-

mine a, b € R, astfel incat (G, 0) sd
fie un grup comutativ.

Fief, : Ro R f(x)=ax + 1 - a si
F = {f,| a € R*}. Sa se arate ca
(g', 0) este grup.

Fie a € R si functiile f,: R > R,

f,(x) =x-ch(a) + V1+ x2 sh(a) .
Daca # = {f,| a € R}, sa se arate ca
(#, ©) este grup abelian.

Fie £, : [1, +x) > [1, +x),

x+ 1)+ (x- a2 -1)°
2

o

si 7 {fa\ae(o, oo)}.
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APROFUNDARE

a) Sa se arate ca daca a, B € (0, +»),
atunci f, o f3 =fg.

b) Sa se arate ca (%, o) este un grup
abelian.

Sa se determine a, b ¢ Z', astfel
incat legea de compozitie Z x 7 — 17,
def

x y)Jo x oy ax + by + 1 sa
determine pe 7 o structura de grup.

Al0.Fie (G, °), (G,, *) doua grupuri si E =

All.

= G; X G,. Pe multimea E se defineste
legea de compozitie EXE > E, (a,b) L

def
l(c,d) = (a-c,b=*d). Sa se ara-
te ca (E, 1) este un grup, numit
produsul direct al grupurilor G, si
G,.

Sa se alcatuiasca tabla grupului:
a) (I, x I, +);
b) (Z, x Z;, +);
c) (Z; x Z,, +).

Al2.Pentru un punct oarecare M din

planul Zraportat la reperul cartezian
xOy se noteaza cu M;, M,, M3

simetricele acestuia fata de Ox,
Oy, respectiv punctul O. Fie

functiile s; : # > 2, i=1, 3 date de
relatiile: so(M)=M, s,;(M)=M,,
S3 (M) =M,, s3(M)=Mj si multimea
F ={sq, sy, 3, S3g}. Sa se arate ca:
a) ¥ este parte stabila in raport cu
operatia ,, o “ de compunere a
functiilor;
b) (%, o) este grup comutativ,
(grupul lui Klein).

U
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0 Reguli de calcul intr-un grup

4.1. Puterea unui element intr-un grup

Fie (G,:) un grup in notatie multiplicativa si a;, ay,...,a, €G,
n>1. In grupul (G,:) se defineste produsul a,-ay-...ra, in mod
recursiv, astfel:

In cazul particular cand a; =a, =...=a, =a, produsul a,-a, -...-a, =

=a-a-...ra se noteaza a". Prin conventie, pentru n = O se considera
- e fiind elementul neutru al grupului.

Demonstratie
Folosind asociativitatea operatiei in grup se obtine:
a)a™-a"=@a-a-..-a@-a-..-a=@-a-..-a=am".
m n m+n
b) (am)n=(am-a cca=@-a-...-a-@a-...-a..@a-...ad=@a-....aQ)=a"". H
n m m m " mn
> 0BSERVATIE

In notatie aditiva, proprietatile anterioare se scriu:
(a+ a+ ...+a)=m-a, ma+na=(m+n)a si (m-n)-a=m-(n-a).

m

Pentru cazul in care n € Z si n < 0, puterea a” se defineste astfel:

- -1
a® = (a_l) " (a_n) , unde a! este elementul simetric al elementului a.
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Demonstratie

a) Pentru n < O rezulta:

) ()" = ()] e
b) Pentru m, n € N se aplica teorema 10.
Pentru m < 0, n < O, putem scrie:

-1 -1 -1 -1 -1

a™ . gn zam_(a—n) z(a—m) .(a—n) z(a—n.a—m) z(a—n—m) _ gm+n
. . - 3 . - * -~ -~

Fiem >0 sin < 0. Daca m >|n|, atunci exista r eN', astfel incat m=-n+r.

Rezulta a™ -a" =a™ ™" .a" = (ar ~::1'n)~arl =al.a ™ =g =M™,

In cazul m <|n| se obtine -m -n=r > 0.

—-n
Rezulta: a™ -a" =(a-a-...-a)-(a_1) =(a-a-....a)-@'-at ....al)=
Nl .
m m -n
—m-n
—@'!-atl. ...-a_l)z(a_l) =a™m*n,

—-m-n
c) Daca m, n € N proprietatea este adevarata. Daca m < O, n > O,

atunci avem: (am )n = (a'm )_n =al™(™) _a™  Analog se analizeaza

celelalte situatii. H

4.2. Legi de simplificare

Demonstratie
a) Fie Xoy = X oz Compunem la stanga cu simetricul x ' al lui x

si rezulta x_lo(Xoy)zx_lo(XOz):(x_lox)oyz(x_lox)oz:eoyz
=eoz=>y=2z
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b) Fie xoz=yoz Compunem la dreapta cu simetricul lui z si

reZulté(XOZ)OZ_l Z(YOZ)OZ_1 :}XO(ZOZ_I):yo(ZoZ_l)jxoe:yoej

=>x=y. 1
<> 0BSERVATII

1. In notatie aditiva relatiile anterioare se scriu:
X+y=X+z=>y=zsix+z=y+2z= x=Y, reprezentand legile reducerii.
In particular, x + x=x = x = 0.

2. Daca (G, -) este un grup finit, atunci in tabla lui Cayley a grupului,
pe fiecare linie (coloana) toate elementele sunt distincte.

Intr-adevar, daca, de exemplu pe linia i ar fi doua elemente egale, ele ar
avea forma a;-ay, =a;-ap. Din legile de simplificare se obtine a, = a,,
ceea ce nu se poate.

Fie multimea M ={a, b, ¢, d} si legea de compozitie M x M — M,
(x,y) > x-y, astfel incat (M, -) este un grup. Sa se alcatuiasca
tabla grupului, stindcab-a=bsib-b=c.

Solutie ) ‘ a b ¢ d
Tabla incompleta a grupului, conform enun-

tului, arata ca in figura alaturata.

Deoarece b-a=b, rezultab-a=b -e si
din legea simplificarii la stanga se obtine a = e.
Pe linia a doua a tablei grupului trebuie sa apara
si elementele a si d. Daca b - d =d, ar rezulta b = e = a si nu se poate.
Ramane numai posibilitateab-d=asib-c=d.

Astfel, a doua linie este b, c, d, a.

Analog, a doua coloana este b, c, d, a.

Produsul c¢ - d nu poate fi egal cu c sau d, deoarece acestea apar si
pe linia a treia si nici cu a, deoarece acesta apare deja pe coloana a patra.
Rezulta ca ¢ - d = b si, analog, d - ¢ =b.

Observand elementele de pe liniile 3 si 4 se obtinec-c=asid-d=a.

Frolbleme reyolvale

01
1. Fie Ae .y (Z), A = (1 J. Sa se arate ca:

Q60 oW
o
o)

a a *
a) Anz( " unde a, eZ, neN.
An+l An+2

. * .
b) Pentru oricare m, n e N are loc relatia a,,,,, =a,,.1 -2ps1 +Qp * Ap-
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Solutie
a) Multimea ./, (Z) este parte stabila a lui .#,(C) in raport cu
inmultirea matricelor.

Rezulta ca A" e .4/, (¥) pentru oricare neN . Fie A" =( n dnj’
c

n n

n2=>1.
Din egalitatea A™"! =A™ .A = A-A" se obtine pentru n e N’

a, by,)(0 1 0 1) (a, by b, a,+b, Ch d,
. = . sau = .
c, d,) (11 1 1){c, dy d, c,+d, a,+c, b,+d,

a b
Asadar, b,=c, sid, =a, + b,. Rezulta ca A" =|_" oo,
b, a,+b,
* ., . . n+1 n . An+1 bn+1
n e N, iar din egalitatea A"" =A" -A se obtine =
n+l Qns1t bn+1

[ by a, +b,
“la,+b, a,+2b, )

a
Rezulta b, =a,,; si astfel A" :(

n a

n+l ]
Apny1 Ap tapg .
Din egalitatea A2 = A".A? se obtine:
(an+2 an+3 J :[ ap An+1 j[l IJ :( ap tang dn +2an+1 ]
Ani3 Qps2 tanys dpy Ap tapg 1 2 ay + 2an+1 2an + 3an+1
Si, prin urmare, a,,, = a, + a,,.

a a,.
Asadar, A" =( n e j
An+l An+2

b) Folosim egalitatea A™*™ = A™ . A" si rezulta:
( Am+n Am+n+l J _ ( am Am+1 ] [ ap an+l\] _
Am+n+l QAm+n+2 Am+1  Am+2 An+1  An+2
:[ Am "3n T3aAm+1 " An+l Am "An+1 TAm+1 " An+2 j
An *Am+1 TAn+1 "Am+2  Am+1 " An+l TAm12 " Ani2
Din aceasta egalitate matriceala se obtine relatia a,,., =a,, -a, +

. *
+a,,,1 -y, pentru oricare m, n e N .

X 2. Fie (G, ©) un grup. Sa se arate ca pentru oricare a, b, ¢ € G,
ecuatiile ax = b, ya = b si azb = ¢ au solutie unica.
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Solutie

Sa rezolvam prima ecuatie.

Avem succesiv: ax=b < ax=eb < ax = (aa_l)b & ax = a(a_lb).

Folosind legea de simplificare la stanga se obtine x =a 'b.

Analogya=b < ya=be < ya= b(a’la) S ya= (ba’l)a.

Folosind regula de simplificare la dreapta

se obtine y =ba .

azb=c <a(zb)=ce zb= alcez=aleb ™l

Pentru ecuatia azb = ¢, avem succesiv:

EXERCITII S1 PROBLEME

(] RETINEM!

ax=b=>x=alb
ya=b:>y=ba_1

azb=c=z=a"lcb!

EXERSARE
El. Pe multimea G=C\ {1} se defineste b) Sa se determine 4" si x", n>1,
legea de compozitie G x G > G, xecG.
def
(2 y)>xey = x+y-xy. E4. Pe multimea G=(4, +x) se defineste
a) Sa se arate ca (G’ °) este grup legea de compozitie G x G - G,
comutativ. def
b) Sa se calculeze in grupul G: (X, Y)—>X°Y = xy—4(x+y)+20.
(1+i)?, (1-1)? si i°. a) Sa se arate ca (G, o) este un
1 2 grup comutativ.
E2. Fie G = {(0 laJ ac 1}_ b) In grupul (G, o) sa se determine
n : n > . .
a) Sa se arate ca G este grup comu- 57six’,n>1sixeG
tativ in raport cu inmultirea matri-
celor. E5. Fie (G, -) un grup si a, b e G astfel
b) Dacia A € G, si se calculeze A", incat ab = ba. Sa se arate ca:
neN. a) aZb = ba?; b) aZb3 = b3a?;
c) a"b=ba", vV neN.
E3. Se considera multimea G=(0, +) \{L} ) <
si legea de compozitie G x G > G, E6. Fie (G ) un grup, a, b ¢ G si
def ’ v ’
1o,
(%, y)> xoy = x°%7. x = aba"l. Sa se calculeze:
a) Sa se arate ca (G, o) este grup a) x2; b) x°; ¢) x", neN".
comutativ.
APROFUNDARE

Al.

Fie (G,:) un grup si a, b € G,

astfel incat ab = ba. Sa se arate ca:

a) a"b=ba"™, VneZ

b) a™b® =b"™a™, Vm,n e 7.
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A2,

A4.

A6.

A7.

. Fie (G,')

Fie (G,:) un grup si a, b € G,

astfel incat a =b2 si b=a%. Sase
arate ca:

3 _ e

3=e.

a) daca x = aba, atunci x

b) daca x = aba~!, atunci x

. In grupul (G, ) se considera ele-

mentele a si b, astfel incat ab = e.
Sa se arate caba=-e.

Fie (G, -) un grup si a, b € G, astfel
incat ab® =e. Sa se arate ca ab =ba.
un grup si x,yeG
astfel incat x° =e si y2=xyx L
Sa se arate ca y31 =e.

In grupul (G, -) se considera ele-

mentele a, b, c astfel incat abc = e.
Sa se arate ca: a)bca=e;b)cab=-e.

Se considera grupul (G,) sia,b e G,
astfel incat aba = bab. Sa se arate

A9.

b) daca IncZ, astfel ca (aba‘l)n= e,
atunci b™ =e.

Fie (A, :) un grup, A={a, b, c, d, €}.

Daca ab=d, ca = e, dc = b, sa se
alcatuiasca tabla grupului.

A1l0.Fie (G, ‘) un grup. Sa se arate ca

All. Fie o, 1, 0 8,, 0'=[

G este comutativ daca are loc una
dintre situatiile:

a) x2-e, VxeG;

b) (xy)2 =x%y2, V x,y e G;

c) (xy)_1 =xlyl,vxyeG;

d xy'=-yx!,VxyeG\e};

e) x3=e si x2y? =y?x%, V x,yeG;
0 x3=e si (xy)°=(yx)%,VxyeG
g xyl=x'y, Vx,ye G \{e}.

1 23 4
3142/

] 5 L. . j _ 1 2 3 4 _ 1 2 3 4
ca a”=e, daca si numai daca T= [2 1 a 3], 0= [2 4 1 3)
b° =e. Sa se rezolve ecuatiile:
A8. Fie (G, ) un grup si a, b € G. Sa se a) X0 = 1; b) 6x = 1;
arate ca: c) oxt = 6; d) xo = ox;
a) daca x = aba™!, atunci x® = ab"a™!, e) x> =o; ) x>=6;
Vnel ) 5201, x _ 9207,
DEZVOLTARE

D1.

D2.

D3.

Fie (G, ) un grup cu proprietatea
Xy = 2X = y = z. Sa se arate ca
grupul G este comutativ.

Fie (G,:) un grup si a € G. Sa se
arate ca daca xa® =ax3, Vx e G,
atunci G este comutativ.

Se considera un grup (G,:), cu

proprietatea ca exista m, neN,
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D4.

(yx)™

si (xy)"=(yx)",Vx yecG. Sa se
arate ca G este grup comutativ.

(m, n) =1, astfel incat (xy)™

Fie (G, ) un grup. Sa se arate ca
daca exista n cN', astfel incat pen-
tru oricare x, y € G, (xy)l = x'yl,
ie{n,n+1, n+2}, atunci grupul
G este comutativ.
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6 Morfisme de grupuri

Fie (Gy, o) si (Gg, *) doua grupuri.

+ DEFINITII

e Functia f : G,;—> G, se numeste morfism (omomorfism) de grupuri
daca f(xoy)=f(x)*f(y).V X, y € Gy.

e Functia f:G; > G, se numeste izomorfism de grupuri daca f este
morfism de grupuri si este functie bijectiva.

e Grupurile (Gj,°) si (Gg, *) se numesc
grupuri izomorfe si se scrie G; =G,, daca .
intre ele exista cel putin un izomorfism de
grupuri. -
IS Exemple
G——» G,

¢Functia f: 7 —»{-11},f(n)= (—1)n este morfism intre
grupurile (Z, +) si ({-L 1}, ).

Intr-adevar, avem: f(m+n)=(-1)"" =(-1)"-(-1)" =f(m)-f(n), Vm, ne Z

*Functia f:R— (0, ), f(x)=2% este izomorfism intre grupurile (R, +) si
((0, ), ). Intr-adevar, functia exponentiala f este bijectiva si: f(x+y)=2*"Y =
=2%.2Y =f(x)-f(y), VX, y € R
Asadar, grupurile (R, +) si ((0, ), ) sunt izomorfe.

*Fie I,(€C)cM,(C) multimea matricelor de ordinul n, inversabile. Functia
f:1,(C) > €', f(A)=det(A) este morfism intre grupurile (In(€), ) si ('IZ*, )
deoarece f(A-B)=det(A -B)=det(A)-det(B)=f(A)-f(B),V A, Bel,(C).

Problomdé ok
Pe multimea Z se considera legile de compozitie:

def
Ix¥ 1 (X,y)>Xoy =X+y+1];

def
Ix¥ -1 (x,y)>x1ly=x+y+5.

a) Sa se arate ca (Z, o) si (Z, 1) sunt grupuri.
b) Sa se determine a, b € Z, pentru care functia f : Z — 1%,
f(x)=ax+Db, este izomorfism intre grupurile (Z, ) si (Z, 1).
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Solutie

a) Se verifica axiomele grupului.

b) Functia f este morfism de grupuri daca f(xoy)=f(x)Lf(y),
Vx,yel. (1)

Din relatia (1) se obtine: a(x+y+1)+b=ax+b+ay+b+5, Vx,y e Z,
relatie din care rezulta a=Db + 5.

Asadar, f(x)=ax+a-5.

Pentru ca f sa fie bijectiva este necesar ca f sa fie injectiva si
surjectiva.

Din surjectivitatea functiei f, pentru y = a — 4 trebuie sa existe x € 7,
astfel incat f(x) = a - 4.

Rezulta ca ax = 1, de unde se obtine a e {1, —1}.

Functiile f sunt: f(x)=x-4 si f(x)=-x-6, care se constata ca

sunt bijective.

Demonstratie

a) Avem: f(e;)=1(e, -el)fmoiﬁsmf(el)f(el).

Simplificand cu f(e;) in grupul G, se obtine f(e;)=-e,.

b) Avem: f(x)~f(x_1) = f(x-x_l) =f(e;)=ey, VxeG.

Din aceasta relatie rezulta: f(x)-(f (x))_1 =f(x)-f (X_l) si, aplicand
legea de simplificare la stanga cu f(x), se obtine relatia ceruta,
f(x_l) = (f(x))_1 .V xeGy.

c) Pentru n = O rezulta f(e, ) = e,, adica relatia a).

* .
Pentru n e N, avem succesiv:

f(x™)=f(x-x™) = £(x)-£(x™) == £ (%) £ (x)-.. £ (%) = (£(x))"
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Pentru n < 0, avem succesiv:

()= ()" )= ()] =) Y ()" m

= OBSERVATIE
¢ In scriere aditiva, relatiile anterioare se scriu:

a) f(0)=0;
b) f(—x)=-f(x),V xeGy:
)=

c) f(nx)=nf(x),VxeG, sine L

Demonstratie
a) Avem succesiv:

h(xy) = g(f(xy)) = &(f(x)-£(y)) = &(f(x))- &(f(y)) = h(x)-h(y). ¥ x, y € Gy.
b) Functia f':Gy — G, este bijectiva.
Fie y;, yo € Go. Deoarece f: G; — G, este functie bijectiva, rezulta
ca exista x;, X, € Gy, astfel incat f(x;) =y, si f(x5)=y,.
Avem: ' (yy-yq)=1""(f(x))-f(x9)) =1 (f(x;-x5)) =% x5 =
=7 (y1) 7 (v2)-
Asadar, f! este izomorfism de grupuri. B

+ DEFINITII
Fie (G, -) un grup.
e Un morfism f : G - G se numeste endomorfism al grupului G.

¢ Un izomorfism f : G -» G se numeste automorfism al grupului G.
Multimea endomorfismelor unui grup G se noteaza End(G), iar

multimea automorfismelor lui G se noteaza Aut(G).
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= TEOREMA 15

Fie (G, -) un grup. Atunci:

a) (End(G), o) este monoid;

b) (Aut(G), o) este grup.
Demonstratie

a) Din teorema 14 rezulta ca daca f, geEnd(G), atunci si
fog e End(G). Compunerea functiilor este asociativa, deci si compunerea
endomorfismelor lui G este asociativa. Functia identica 1; este
endomorfism al lui G. In concluzie, (End(G), ) este monoid.

b) Daca f, ge Aut(G), din teorema 14 rezulta ca foge Aut(G).
Compunerea functiilor pe Aut(G) este asociativa si admite pe
1g € Aut(G) element neutru. Daca f € Aut(G), atunci si ' € Aut(G),

avand in vedere teorema 14. Asadar, (Aut(G), o) este grup. Se observa

ca (Aut(G), o) este grupul unitatilor monoidului (End(G), o). W

5> Exemplu
* Fie (Z, +) grupul aditiv al numerelor intregi.
a) Sa se determine monoidul (End (7). o).
b) Sa se determine Aut(Z) si sa se arate ca grupurile (Aut(Z), o) si (Z, +) sunt

izomorfe.
Solutie

a) Fie f e End(Z). Rezulta ca f(n)=f(n-1)=nf(1), Vv neZ, (teorema 13).

Fie a =f(1); atunci un endomorfism al lui Z este functia f, : Z > Z, f, (x) = ax.

In concluzie, End(Z) = {f, | a € Z].

b) Deoarece Aut(l) c End(l), rezulta ca automorfismele lui Z sunt de forma
f,(x) = ax. Daca functia f, este surjectiva, atunci rezulta ca exista x e Z astfel incat
f, (x) =1. Din aceasta relatie rezulta ca ax = 1 si de aici a e {-1, 1}.

Asadar, Aut(Z)={f}, f ;}.

Definim ¢ : 75 — Aut(Z), astfel: (p(()) =1, (p(i) =f .

Evident, functia ¢ este bijectiva. De asemenea, ¢ este si morfism de grupuri,
deoarece:

Asadar, are loc izomorfismul de grupuri: (Zy, +) = (Aut(Z), ).
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> COMENTARIU
a) Cele doua table ale operatiilor grupurilor
sunt redate alaturat.
Se observa ca aceste table au aceeasi
e a

structura cu urmatoarea tabla: e | e a.
ala e

b) In general, doua grupuri cu un numar finit de elemente sunt
izomorfe daca tablele operatiilor lor sunt la fel structurate.

ﬁ TEMA DE PROIECT )

1. Sa se arate ca functia f : €* — R*, f(z) = | z | este morfism intre grupurile
(C*’ ° ) $i (p*v ° )'
2. Se noteazd % (R) multimea functiilor continue pe R si ¢ (R) multimea
functiilor derivabile pe R cu derivata continua. Sa se arate ca:
a) (¢ (R), +), (¢ '(R), +) sunt grupuri comutative.
b) Sa se arate ca functia ¢ : Z(R) > € (R), o(f) = f, unde f’ este derivata
functiei f, este morfism de grupuri.

\_ c) Sa se determine multimea M = {f ¢ ¢'(R) | ¢(f) = 0}. Y

EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE

El. Fie (G, +) un grup, undeG=7,Q, R, b)f:@(ﬁ) _)‘Q(ﬁ)’ f(a+bﬁ) —a-b/7
C,siacG. . Sasearatecaf: G- G,
f(x) = ax este un endomorfism de

grupuri. In ce caz f este automor- || E5. Se considera multimea:

este automorfism de grupuri.

fism de grupuri? x x
M =3 A(x) A(x)=[ ],xel}.

E2. Fie (€, +) grupul aditiv al numerelor 0 x

complexe. Si se arate ca f: €C - C, Sa se arate ca:

f(z)=2z este automorfism de a) (M, +) este grup;

grupuri. b) f:R—> M, f(x)=A(x) este izo-
E3. Fie (C*, ) grupul multiplicativ al morfism de grupuri intre (R, +) si

numerelor complexe. Sa se arate (M' +)'

ca f:€C > C,f(z)=z este auto- E6. Pe multimea R se definesc legile de
morfism de grupuri. compozitie xcy=x+y+a,

3 x|ly=x+ay-1. Sa se determine
E4. Notim Q(ﬁ)={a+b\ﬁ ‘ a,beQ}. a, b € R pentru care f : R > R,

Sa se arate ca: f(x)=x+b, sa fie izomorfism intre
a) (‘Q(\ﬁ ),+) este grup comutativ; grupurile (R, o) si (R, 1).
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E7.

ES.

Fie G =(-3, 3) si legea de compo-

M. Sa se

zitie pe G, xoy =
9+ xy

arate ca:

a) (G, o) este grup comutativ;
3+x
3-x
izomorfism intre grupurile (G, o)

si (R, +).

este

b)f: G R, f(x)=1log,

Fie F={f,, f,, f3, f,} unde f;: K K,

i=1L 4 si f(x)=x, f,(x)=-x,
1 1

f3(x)=_. fa(x)=-_.

Sa se arate ca:
a) (F, o) este grup comutativ;

b) (F, o) este izomorf cu grupul lui
Klein.

E9. Fie F={fj, f,, f3} unde f; : R\{0, 1} >

-R\{o, 1}, i=1,3 si f; (x) = x,

fz(x)=ﬁ, f3(x)=1—i. Sa se

arate ca:
a) (F, o) este grup comutativ;

b) (F, o) = (Z3, +).

E10.Fie (G, ) un grup si a € G. Pe G

se defineste legea de compozitie
GxG -G, (x,y) > xoy=xay. Sa

se arate ca (G, o) este un grup si

(G 9)=(G. ).

APROFUNDARE
1 a A4. Pe multimea G =(3, +x) se consi-
Al. Fie G={A(a)= acR;. Sa 3 e
01 dera legea de compozitie xoy =

. Fie G={A(a)=|-a 1 5

se arate ca:
a) (G, -) este un grup comutativ;

b) (G, ) = (R, +).

1 0 a

a2

ach}.
00 1

Sa se arate ca:
a) (G, -) este un grup comutativ;

b) (G, ) = (R, +).

01 0
. Fie A= 0 O -1| si multimea
-1 0 O

M={A'l ‘ nzl}. Sa se arate ca (M, -)

este un grup comutativ izomorf
cu un grup multiplicativ de
numere complexe.
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A6.

Fie G sina
. Fie =
1 —-sina cosa

=xy-3x-3y+12.
a) Sa se arate ci (G, ) este un grup

comutativ.
b) Sa se determine a, b € R, pentru

care f:R, > G, f(x)=ax+b este
izomorfism intre

(0. +). ) i (6. <).

grupurile

aeD}

si Gy ={zeC]||z|=1}. Sa se arate

cos a

cd (Gy,:) si (Gg, ) sunt grupuri
izomorfe.

2b
Fie qz{[: a) abeq a2—2b2:1}

si G2={x+y\/§‘x,yeo,x2—
-2y? = 1} . Sa se arate ca grupurile

(G1, *) si (G, -) sunt izomorfe.
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A7. Fie G = (—g,g] si legea de compo-

zitie G x G > G, (X, y) > xoy=
= arctg (tgx + tgy). Sa se arate ca:
a) (G, o) este un grup comutativ;
b) (G, °) = (R, +).

A8. Fie G = (
zitie G x G > G, (X, y)>xoy=
=\/x2y2 _

a) Sa se arate ca (G, o) este un

1, + ©) si legea de compo-

2—y2+2.

grup comutativ.
b) Sa se determine a, b € R, pentru

care functia f:(0, 0 »G f(x)=vVax+b
este izomorfism intre grupurile
((0, + ), ) si (G, o).

A9. Fie (G, ) un grup si a € G. Sa se

arate ca f,:G > G, f,(x)=axa™!

D1. Sa se arate ca:

a) (R +) £ (R, );
b) (@*, -);-/(Qi, )

D2. Fie (G,,) si (G,,-) doua grupuri
abeliene si Hom(G,, G,) = {f : G, >
— G,| f morfism de grupuri}. Sa se
arate ca (Hom(G,, G,), +) este un
grup abelian.

0 Subgrupurl
F1e

DEZVOLTARE

este automorfism al grupului G
(f, se numeste automorfism interior

al grupului G).

Al0.Fie (G, ) un grup. Sa se arate ca

f: G- G, f(x):x‘1 este auto-
morfism al grupului G daca si
numai daca G este comutativ.

All.Se considera functia f, : G > G,

ax, x>0
L(®)=10, x<o ¥
F= {fa lae(0, + oo)} Si se arate ca:

a) (F, o) este grup comutativ;

b) (F, 0) =((0, +oo), )

Al2.Sa se arate ca grupurile (G, -) cu trei

elemente sunt izomorfe cu (Zg, +).

D3. Fie (G,-) un grup abelian. Sa se
arate ca grupurile (Z, +) si (Hom(Z,
G), +) sunt izomorfe.

D4. Sa se determine: a) Hom(Z, 7);
b) Hom(Q, Q), c) Hom(Q, 7).

D5. Sa se arate ca:
a) grupul (Z, x Z,, +) este izomorf
cu grupul lui Klein (K, -);
b) grupul (Z, x Z;, +) este izomorf
cu grupul (Zg, +);
€)X xZ, +) = @y, +) < (m, n) = 1.

G, -) un grup in notatie multiplicativa si Hc G o submultime

nevida.

+ DEFINITIE

I-Multirnea H se numeste subgrup al lui G, daca perechea (H, ")

formeaza grup.
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IZ° Exemple

* (Z, +) este subgrup al grupurilor aditive (@, +), (R, +), (C, +).

* ((0, + =), ) este subgrup al grupurilor multiplicative (ID’, ) si (IC’, )

*Fie GL,(C) multimea matricelor inversabile de ordin n cu elemente numere com-
plexe si M multimea matricelor de ordinul n cu determinantul egal cu 1. Perechea
(M, -) este subgrup al grupului (GLy, (€), -).

+Fie (K, :) grupul lui Klein. Multimile H; = {e, a}, Hy = {e, b}, H3 = {e, ¢} sunt sub-
grupuri ale lui K.

* Multimea H = {6 Q} este un subgrup al grupului (Zy, +).

< DEFINITII
*Daca (G,:) este un grup cu elementul neutru e, atunci ({e},-) si
(G. -) sunt subgrupuri ale lui G, numite subgrupuri improprii.
* Orice subgrup al lui G diferit de subgrupurile {e} si G se numesc
subgrupuri proprii.

Demonstratie

a) Folosind proprietatea elementului neutru rezulta e-e'=e’, in
grupul G, si e-e¢'=e’ in H. Din egalitatea e-e'=e’-e’, cu legea de
simplificare la dreapta, se obtine e =¢'.

b) In grupul G, avem x'-x=e, iar in grupul H exista egalitatea
x"-x=e. Rezulta x'-x =x"-x. Folosind legea de simplificare la dreapta
se obtine x'=x". W

Din teorema rezulta ca elementul neutru al unui grup (G,-) este
element neutru in oricare subgrup H al sau, iar simetricul unui
element x € H coincide cu simetricul lui x in G.
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b) VX, yeH=xy 'eH;
c) 1. H este parte stabila a lui G;
2. vxeH=x'eH.

Demonstratie

a) = b) Daca H este subgrup al lui G, atunci (H, -) este grup. Fie x,
y € H. Din teorema 16 rezulti ca y ' € H. Deoarece H este parte stabila
a lui G se obtine ca xy ! e H.

b) = c) Fie x e H. Atunci x ' e H si din b) rezulta x-Xx ' eH, deci
! se obtine ca x ' =e-x!eH.
Asadar, H contine odata cu un element si simetricul acestui element.

e € H. Folosind b) pentru x=e si y=x"

-1
Fie x, y e H. Atunci y_1 € H, iar din b) rezulta ca x-y = X-(y_l) eH.
Asadar, H este parte stabila a lui G.
c) = a) Sa aratam ca (H, ) este grup. Din ipoteza rezulta ca H

este parte stabila a lui G in raport cu operatia indusa. Proprietatea de
asociativitate a operatiei grupului G este mostenita si de operatia

indusa pe H. Daca x € H, din ipoteza ca x'eH rezultica e=x-x 'e

e H.
In concluzie, (H, -) este grup, deci este subgrup al lui G. B

Freolbleme regolvale

B4 1. Fie (G}, ) si (Gg. ) doua grupuri cu elementele neutre e; si e,
iar f: G; > Gy un morfism de grupuri. Sa se arate ca multimile:
Kerfz{xeGl | f(x)zez} c Gy, Imfz{f(x) | XeGl} <Gy
sunt subgrupuri ale grupurilor G;, respectiv G.

Solutie
Sa aratam ca Kerf este subgrup al grupului G,. Fie x, y € Kerf.

Atunci f(x)=e, si f(y)=e, sise obtine: f(X : y’l) = f(X)-f(y’l) =f(x)-
-(f(y))f1 —ey-e, =€y, deci xy ! eKerf. Conform teoremei 17 rezulta
ca Ker f este subgrup al grupului G;.

Sa aratam ca Im f este subgrup al grupului G,.

Fie x, y eImf. Atunci exista x,,y; € G;, astfel incat f(x;)=x si

f(y1)=y-
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Din x; -y, € G; se obtineca x-y ! = f(xl)-(f(yl))_1 = f(xl)-f(yfl) =
=f (Xl -y[l) e Imf, deci Im f este subgrup al grupului G,.

Subgrupurile Ker f si Im f se numesc nucleul, respectiv imaginea
morfismului f.

2. Fie (G, -) un grup si H o submultime nevida si finita a lui G. Sa
se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) H este subgrup al grupului G;
b) H este parte stabila a lui G in raport cu operatia grupului G.

Solutie

a) = b) Se aplica teorema 17.

b) = a) Fie H={x,, Xy, ..., X} parte stabila a lui G.

Vom arata ca daca x e H, atunci x ! e H. Deoarece H este parte
stabila a lui G rezulta ca elementele Xxx;, XX, ..., XX, € H, deci {xx,,
XXg, ..., XX, } © H. Deoarece elementele xx;, XXy, ..., XX, sunt distincte
doua cate doua, rezulta ca {xx;, XX,, ..., XX, =H. Din x e H rezulta ca
exista ie{l, 2, ..., n}, astfel incat x =x-x;. Folosind legea de simplifi-

care la stanga in grupul G se obtine ca x; =e, deci e € H. Atunci exista
je{l,2, .., n} astfel incat e =x-x;, de unde rezulta ca x ' € H. Conform
teoremei 17 se obtine ca H este subgrup al grupului G.

3. Fie (G, -) un grup si H;, Hy, subgrupuri ale lui G. Sa se arate ca
H; nH,y este subgrup al lui G.
Solutie
Fie x, ye H nH,. Rezulta ca x, y e H; si X, y e Hy. Deoarece H,;
si H, sunt subgrupuri, conform teoremei 17 rezulta ca x-y ' eH,; si
x-y ' € H,, de unde se obtine ca x-y ! e H; nH,. Asadar, H, nH, este
subgrup al grupului G.

<> OBSERVATII

e Daca H;, H,, ..., H, sunt subgrupuri ale lui G, atunci H; nHy n...N
NH,, este subgrup al lui G.

e Daca H;, Hy sunt subgrupuri proprii ale lui G, atunci G # H; UH,.
Intr-adevar, daca presupunem ca G = H; UH,, fie x, y € G, astfel incat
xeG\Hy, si yeG\ H;. Deoarece x,yeG, rezulta ca xy e H; sau
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xy € Hy. Daca, de exemplu, Xy € H;, atunci exista h, € H;, astfel ca
xy = h;. Atunci y =x ! -h, € H;, in contradictie cu y € G \ H;.
Analog se arata ca xy ¢ Hy. Asadar, G # H; UH,. Rezulta ca orice
grup nu se poate scrie ca reuniune de doua subgrupuri proprii.

Subgrupurile grupului aditiv (Z, +)
Fie (Z, +) grupul aditiv al numerelor intregi.

= TEOREMA 18
Fie Hc Z o multime nevida. Atunci H este subgrup al grupului
(#, +) daca si numai daca exista n e N, astfel incat

H=nZ={nx | x eZ}.

Demonstratie
» < “ Sa aratam ca pentru V n e N, multimea H =n#Z este subgrup

al lui 7.

* Pentru n =0 rezulta 0-Z ={0} si se obtine subgrupul nul.

e Pentru n =1 rezulta 1-Z =17 si se obtine subgrupul total.

Fie n>2 si H=nZ. Daca x, yenZ, exista p, qeZ, astfel incat
x=np si y=ng. Atunci x-y=np-nq=n(p—q)enZ =H.

Conform teoremei 17, H este subgrup.

,=“ Sa aratam ca daci H este subgrup, atunci exista neN’,
astfel incat H=nZ. Daca H este subgrup impropriu, atunci
H={0}=0Z sau H=7 =11.

Fie H subgrup propriu al lui Z si x € H. Rezulta ca -x € H, deci
multimea H contine si numere strict pozitive. Notam cu n cel mai mic

numar pozitiv nenul din H.
Deoarece H este subgrup, rezulta ca O € H, iar din faptul ca ne H

se obtine ca n-p € H, pentru oricare p € Z. In concluzie, nZ c H.

Sa aratam incluziunea reciproca H c n#.
Fie x € H. Din teorema impartirii cu rest, rezulta ca exista p,re#

astfel incat x=np+r,0<r<n-1. Daca r #0, din relatia r =x-np € H,
rezulta ca r e H. Deoarece r <n, se contrazice faptul ca n este cel mai
mic numar pozitiv din H. Asadar, r=0 si x=npen#, de unde se
obting: Hcn#.

In concluzie, H =nZ si teorema este demonstrata. &
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WW@&?
Fie (Z, +) grupul aditiv al numerelor intregi. Sa se determine inter-
sectia subgrupurilor 27 si 37.

Solutie
Fie x €24 N 3XZ; rezulta ca x 24 si x e 34, deci exista m, neZ,

astfel incat x =2m si x = 3n.
Rezulta ca 2m =3n si se obtine ca n este numar par, n =2k.
Asadar, x =6k € 64, deci 24 N34 c 61.
Sa aratam si incluziunea reciproca. Fie x € 64, deci x =6p, cu p e Z.
Atunci x =6p =2-(3p)e2Z si x=3-(2p) e 3, deci x € 2Z N 3L.
In concluzie, 27 N 37 = 61.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Fie M= {zn ‘ ne l}. Si se arate ci b) Sa se arate ca daca A c Zg este
parte stabila in raport cu adunarea si
(M, ) este subgrup al grupului (Q., ) 1c A, atunci A = Zg. Generalizare.
E2. Se consideri multimea E5. Fie (G, -) un grup. Sa se arate ca:
M= {(a 0] a,be D*}- Sa se arate a) multimea 7(G)={x<G | ax - xa,
0 b V ae G} este subgrup al lui G, nu-
ca (M, -) este subgrup al grupului mit centrul grupului G;
b) G este comutativ daca si numai
(u(-#2 (). )- daca G =Z(G).
E3. Fie 4 = [a 0] a,beB ! si E6. Sa se determine subgrupurile gru-
0b pului lui Klein, (K, -), K={e, a, b,

poate scrie ca reuniunea a trei
subgrupuri proprii.

s )

a) Sa se arate ca (., -) si (Jtl, )

* c} si sa se arate ca grupul K se
ael?}. } ’ grup

sunt grupuri. E7. Fie McZ, M={2x+3y | x, ye Z}.
b) (Jll, ) este subgrup al grupului Sa se arate ca (M, +) este subgrup
(o, ). al lui (Z, +).

E4. Fie Mc Zg, M = {6, ﬁ, fl} . E8. Sa se arate ca multimile:
a) Sa se arate ca (M, +) este sub- My = {(: Zobj ab e ID},

grup al lui (Zg, +).
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E9.

./Il—ab b R; sunt sub
2_oca,,ce w ul

grupuri ale grupului (./{2 (R), +) .

Fie SLy (R) = {A = (: 2) € My (R)

Al.

A3.

A4.

Fie (G, ') un grup si H;, Hy doua

subgrupuri ale sale. Sa se arate ca
daca H; UH, este subgrup al lui

G, atunci H; c H, sau H, c H,.

Fie (G;, -) si (Gy, -) doud grupuri si
H c Gy, un subgrup al lui G,. Sa
se arate ca daca f:G; > G, este
morfism de grupuri, atunci multi-
mea f(H)= {f(x) | xe H} este sub-
grup al lui G,.

Fie H; si H, subgrupuri ale grupului
comutativ (G, 1) si H={h; L h,|
h; eH; si hy cHy}. Sa se arate

ca (H, 1) este subgrup al lui G.

Fie (G,:) un grup si H={xecG |
x2 = e}. Multimea H este subgrup

al lui G?

. Fie (G, :) un grup si H un subgrup

propriu al sdu. Sa se arate ca daca
f, g8 : G > G sunt doua morfisme de

grupuri, astfel incat f(x)=g(x),
VxeG\H, atunci f=g.
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APROFUNDARE

A6.

A7.

A9.

det(A) =+1}.

Si se arate cd (SL, (R), -) este sub-
grup al grupului GL,(R), numit
grupul special liniar.

Sa se determine subgrupurile G ale
grupului (R, +) astfel incat functia
f:GoR, f(x) =cos(nx) sa fie mor-

fism intre grupurile (G, +) si (D’, ) .

Fie (G, -)un grup si f: G > G endo-
morfism de grupuri. Sa se arate ca:
a) H={xeG \ f(x)=x} este sub-

grup al grupului G;
b) daca G este comutativ, atunci

multimea H,; = {x eG ‘ f(x)= x'l}
este subgrup al lui G.

Fie f:7Z > 7, un morfism intre gru-
purile (Z, +) si (Z,, +). Sa se de-
termine Ker f.

Fie m, n ¢ N'. Sa se demonstreze ca
nZ NmZ =[m, n]Z, unde [m, n| este

cel mai mic multiplu comun al
numerelor m si n.

A10. Fie (G, ) un grup, H un subgrup

al sau si x € G. Sa se arate ca mul-
timea xHx ! = {xhx_1 ‘ he H} este

subgrup al lui G.
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0 Grupuri finite
Fle

G, ) un grup. Grupul (G, ) se numeste grup finit daca mul-

timea G este flnlta. Daca G={a,, ay,....,a,}, numarul ne N se nu-
meste ordinul grupului si se noteaza ord(G).

Deoarece ord(Z,)=n rezulta ca exista grupuri finite de orice ordin.

7.1. Subgrupul generat de un element

Fie (G,:) un grup si a eG. Se noteaza (a)= {an ‘ ne 7[} multimea
puterilor intregi ale elementului a.
Multimea (a) este parte stabild a lui G.

Daca x, y € (a), atunci exista p, q € Z, astfel incat x=aP si y =af.
-1
Atunci xy ! =aP -(aq) =aP.a™=aP™le(a).
Conform teoremei 16 rezulta ca (a) este subgrup al grupului G,
numit subgrupul ciclic generat de elementul a € G.

I Exemple
+ (e) ={e} si este subgrupul nul al grupului G.
+ In grupul (Z, +) avem: (2) =2, (3) = 3Z si, in general, (n) = nZ.
¢ In grupul ('C', ) avem: (i)={-1 11, —i} = Uy.

¢ In grupul (Zg, +) avem: <Q> = {6 2, 4, é} <21> = {6 21} <i> =1g.

<> OBSERVATIE

e In oricare grup (G, -) avem: (x)= <x‘1>.

7.2. Ordinul unui element intr-un grup
Fie (G, ) un grup si aeG.
+ DEFINITII

* Se numeste ordin al elementului a si se noteaza ord(a) ordinul
subgrupului (a).

*Un element a € G se numeste de ordin finit daca ord(a)e N si de
ordin infinit in caz contrar.
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1> Exemple

+ In orice grup (G, ), ord(e)=1. Elementul neutru al grupului este singurul element
de ordinul 1.
+In grupul Klein (K, -), oricare element x # e are ordinul 2.

+In grupul (24, +) avem: ord(ﬁ) =2, ord(é) =4, 0rd<i) =4.

<> OBSERVATIE

e Daca aeG se observa usor ca ord(a) este cel mai mic numar
natural nenul n pentru care a" =e.

Intr-adevar, daca ord(a)=p<n, atunci multimea H = {e, a, a?, ..,
ap’l} este subgrup al lui G si este chiar grupul (a). Se obtine astfel

o contradictie, deoarece ord((a))=n # p.

= TEOREMA 19
Fie (G,-) un grup, aeG \ {e} si n=ord(a).
Daca p € Z, astfel incat aP = e, atunci n| P
Demonstratie
Fie aP = e. Din teorema impartirii cu rest rezulta ca exista q e Z si

re{0,1,2, ..., n-1}, astfel incat p=nq+r. Daca r#0 rezulta e=aP =

q . . L )
=" =M .aq" = (an) -a' =e-a" =a', in contradictie cu definitia ordi-
nului unui element.

Asadar, r =0 si p=nq. Rezulta ca n| p- B

Prooblomd s
Fie (G, -) un grup si a, b e G. Sa se arate ca ord(ab) = ord(ba).
Solutie

Fie n =ord(ab). Rezulta ca (ab)n =e.

Avem ab = (ab)n+1 =(ab)-(ab)-...-(ab)=a-(ba)-(ba)-...(ba)-b.

n+1 n
Folosind legea de simplificare la stanga cu a si la dreapta cu b se

obtine e = (ba)n, (1).

Sa aratam ca n este ordinul lui (ba). Fie ord(ba)=p. Din teo-

rema 19 rezulta ca p | n. Din relatia (ba)p = e, se obtine succesiv:
ba = (ba)p+1 =(ba)-(ba)-...-(ba)=b-(ab)-(ab)-..-(ab)-a, 2).

p+1 P

67



Algebra e I. Grupuri

Folosind legea de simplificare, din relatia (2) se obtine e = (ab)®.
Deoarece n =ord(ab), din teorema 19 se obtine n | p.
Asadar, n =p si elementele ab si ba au acelasi ordin.

7.3. Teoreme remarcabile in teoria grupurilor finite

Fie (G, -) un grup si H un subgrup al lui G. Pentru x € G notam:
xH ={xh | h e H}.

[ TEOREMA 20
Fie (G, -) un grup finit, H subgrup al lui G si x, y € G. Atunci:
a) multimile H si xH au acelasi numar de elemente;
b) xH = yH sau xH n yH = &.

Demonstratie
a) Aratam ca H si xH au acelasi numar de elemente. Definim

functia f:H — xH, f(h) = xh si aratam ca f este bijectiva.

e Injectivitatea. Fie h;, h, e H cu proprietatea ca f(h;)=f(h,).
Rezulta ca xh, =xh, si folosind regula de simplificare la stanga se
obtine ca h; = h,. Asadar f este injectiva.

¢ Surjectivitatea. Fie y € xH. Rezulta ca exista h € H astfel incat
y = xh. Atunci avem ca f(h)=xh =y, deci f este surjectiva.

Asadar f este bijectiva si astfel card(H) = card(xH).

b) Deosebim cazurile:
ey € xH. Vom arata ca xH = yH.
Fie z € yH. Rezulta ca exista h;, heH astfel incat y = xh si

z =yh;. Se obtine ca: z=yh, =x(hh,) e xH deci yH c xH.

Reciproc, fie z € xH, deci exista h; e H cu z=xh;. Rezulta ca
z=xh; = (yh_l)h1 = y(h_lhl) € yH deci xH c yH. Asadar xH = yH.

ey ¢ xH. Vom arata ca xHnyH=. Presupunem ca exista
zexHnNyH. Atunci z € xH si z € yH, deci exista h;, h, € H astfel incat
z =xh;, z=yh,y. Asadar, yhy, =xh; sau y= x(h1 -h;l) e xH iIn contra-

dictie cu ipoteza.
In concluzie xHNnyH=¢. R
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<> OBSERVATIE
¢ Rezultatul anterior ne arata ca daca H este un subgrup al grupului

(G, ) multimea G poate fi partitionata in submultimi cu acelasi
numar de elemente de forma xH, cu x € G. Asadar exista elementele
X1, Xg, ..., X, € G astfel incat G =(x;H)u(xH)u...U (XPH), unde

multimile x;H, x,H, ..., x,H sunt disjuncte doua cate doua.

Demonstratie
a) Grupul G, avand ordinul n, poate fi
scris G = {X1, X5, ..., X, }.

Consideram multimea .# = {xiH |i= l,_n}

si fie r=card(M). Se observa usor ca G

este reuniunea multimilor x;H, care sunt

elemente ale lui .# Cum card(H)=card(x;H), x=1n, se obtine
egalitatea card(G)=r-card(H), adica n =r-ord(H).

Asadar ord(H) divide n = ord(G).

b) Daca a € G, iar k =ord(a), consideram (a)= {e, a, a2, .., ak_l}
si vom avea ca ord((a)) divide ord(G). Dar cum ord((a}))=ord(a), se
obtine ca ord(a) divide ord(G). ®

Goobleme W
¥ 1. Fie (G,:) un grup finit cu ord(G)=p. Sa se arate ca daca p
este numar prim, atunci G nu are subgrupuri proprii.

Solutie

Fie H ¢ G un subgrup al lui G. Din teorema lui Lagrange rezulta
ca ord(H) divide numarul p, deci ord(H)e {1, p}. Asadar, H={e} sau
H = G, deci H este subgrup impropriu.
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< OBSERVATIE
* Grupurile aditive (Z,, +), (Z3, +), ..., (7lp, +), -+ Cu p numar prim, nu
au subgrupuri proprii.

2. Sa se arate ca toate grupurile care au ordinul un numar prim p
sunt izomorfe.

Solutie

Fie (G, -) un grup de ordin p. Deoarece p este numar prim, grupul
G are doar subgrupuri improprii.

Daca x € G\ {e}, atunci ord((x))=p, deci G =(x). Asadar, grupul
G este grup generat de un singur element x € G, (grup ciclic).

Fie G= {e, X, X2, ..., xp_l}. Atunci functia f:G -, f(xk) =k,
este un izomorfism de grupuri, fiind functie bijectiva, iar f (xk -xkl) =
=f(xk+k1) =k+Kk, si f(xk)+f(xk1)=f{+1/{\1 =k +Kk,.

Rezulta ca grupul (G, -) este izomorf cu grupul (7lp, +). Asadar, toate

grupurile cu p elemente sunt izomorfe cu Z,,, deci izomorfe intre ele.

3. Fie (G,-) un grup de ordinul 4. Sa se arate ca G=17, sau
G =K,, unde K, este grup de tip Klein cu patru elemente.

Solutie

Fie a € G\ {e}. Deosebim situatiile:

¢ ord(a)=4. Atunci G =(a)= {e, a, a’, a3} sirezultaca f:G > Z,,
f (ak) =k este izomorfism de grupuri, (verificati). Asadar (G, )= (24, +).

e ord(a) <4. Din teorema lui Lagrange rezulta ca ord(a) e %, ={1, 2, 4}.
Cum a=e si ord(a)#4 se obtine ca ord(a)=2. Asadar orice element

aeG\{e} are ordinul 2, deci G este grup de tip Klein.

<> OBSERVATIE
¢ Din problemele anterioare rezulta ca grupurile cu 2, 3, 4, 5 elemente
sunt comutative, deoarece ele sunt izomorfe cu Z,, Z5, Z,, 45 sau

K, care sunt comutative.
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Xl 4. Fie neN'. Sa se arate ca daca a e Z, astfel incat (a,n)=1

atunci a®® —1 = O(modn). (Teorema lui Euler)
Solutie
Consideram monoidul (Z,,, -) si fie (#(Z,), -) grupul elementelor

inversabile ale acestui monoid.
Deoarece ord(’//(ln )) = ¢(n), pentru (a, n) =1, vom avea ca

¢(n)

a =1, ceea ce este echivalent cu a®m) = 1(modn).

> OBSERVATIE
e Daca p eN este numar prim, atunci pentru a e Z, (a, p)=1 se obtine

ca ¢(p)=p-1 si @' =1(modp). (Teorema lui Fermat)

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se determine subgrupul generat _ { AR *}
de elementul x in grupul specificat: M = ‘ neNy.
a)x=21in (Z, +); a) Sa se arate ca (.#, -) este grup
b) xe{-1, 1 in (C", .); comutativ.
) E{ } ( ) b) Sa se determine ordinul fiecarui
c) xe {ﬁ Z} in (Zg, +); element A c .#.
~ ~) . ab
d) xe {3, 6} in (118. +); E5. Fie G={[0 c) a, cel}*$ibel2}.
1 2 3)
e) x= 3 o 1] M (S3, ). a) Sa se arate ca (G, -) este grup.
b) Sa se determine elementele lui
E2. Sa se determine elementele de or- G de ordinul 2.
dinul m in grupul Specificat; C) Sa se arate ca matricele
a) (40*, ~),m=2: b)(Z4, +), m=2; A= 12 si B= 13 au in
0o -1) ° 0o -1
c) (Zz4, +), m=3; d)(‘D , -), m = 4. grupul G ordinul 2, dar AB are
ordinul infinit.
E3. Sa se determine ordinul elementelor: . . . e
A A AL E6. Sa se determine ordinul permutarii
a) 2, 5, 6 in grupul (Zy, +); 6 € S,, in cazurile:
b) 1, 2, 5, 6 in grupul (% (Zy,), ). ) 1 2 3
a) o= ;
001 °“ls 2 1
E4. Fie A=|0 1 O|ec.#3(R) si b) o - 1 2 3)
100 °“ls 1 2/
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) 1 2 3 4 a) Sa se arate ca (G, ) este un grup
c) o= ;
4 31 2 finit.
1 2 3 4 b) Sa se determine ordinul fiecarui
d) o= ; element al acestui grup.
31 4 2
a b
o) o= 1 2 3 45 ES. FieG={A=( djdet(A]=1}-
541 3 2 ¢
a) Sa se arate ca (G, -) este grup.
n
(1)33(1) b)D'A[o_l}'B(l 1]
aci A= si B= ,
E7. Fie G = ne? 1 0)° -1.0
0100
0010 sa se arate ca ord(A)=4, ord(B)=6,
iar AB are ordinul infinit.
APROFUNDARE
Al. Fie (G, ) un grup finit necomu- a) Sa se arate ca (G,:) este grup
tativ de ordin n. necomutativ si sa se alcatuiasca
a) Sa se arate ca nu exista xe G, tabla grupului.
astfel incat ord(x) —n. b) §i se d(.etermine elementele de
B ’ . ordinul 2 din grupul G.
b) Si se arate cid pentru oricare
xecG, x"=e. A4. Fie (G,-) un grupsi x, yeG cu propri-
_ i 4 < 4 3
NTETRRI TP iy
0 1){0 -1)\i 0/ Sa se arate ca daca ycG \ {e},
01 0 -1\(i oy(4i o atunci ord(y)=2 si yx = xy.
1 0)\-1 o)'\0 i)’l0 -iJf’
A5. Fie (G, ) un grup si x, ye G \ {e}
a) Sa se arate ca (G, -) este grup. 6
Sa se alciatuiasca tabla grupului. astfel incat ord(x)=2, y" =e si
b) Sa se determine ordinul fiecarui xy = y*x. Sa se arate ca ord(y) =
element din G. -3 si xy=yx.
A3 Fie g l(t O (L 0) (10 o .
. Fie G= , , , . Fi . e s
o 1'lo —1’l 0 i A6. Fie (G, ) un grup finit si a, be G
1 o astfel incat ab = ba, iar ord(a)=m,
[0 _J}Ce/ﬂz (c). ord(b)=n. Sa se arate ca daca
(m, n) =1, atunci ord(ab)=m-n.
DEZVOLTARE
D1. Sa se arate ca: ca (Hom (G, Gg), +) este un grup
a) (Z, +) £ (Z[i]. +) abelian.
b) (l[i]’ "')/"/('D[i]’ +)' D3. Fie (G,-) un grup abelian. Sa se
. . 5 . arate ca grupurile (Z, +) si (Hom(Z,
D2. Fie (G,, ") si (G,, ) doua grupuri abe- G), +) sunt izomorfe.
i iH G,G)=i{f:G G
iene si Hom(G,, G,) { 1= Gy D4. Sa se determine: a) Hom(Z, 7);
f morfism de grupuri}. Sa se arate b) Hom(Q, Q); c) Hom(Q, 7).
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O1.

O1.

02.

O1.

Testul 1

Fie G=C \ {1} silegea de compozitie GxG - G, (X, y) > Xocy =X +y — Xy.
a) Sa se determine:
Grupa 1 || Grupa 2
x=(1-1i)o(1+1i);

b) Sa se rezolve in G ecuatiile:

X=ioioioi.

XoioXx=1i0Xoi; ” XOi:iO(iox).
d) Sa se rezolve in G sistemul:
Xoi=ioy 20x=yo2
{(x+1)oy:1; || {(3x)oy:1'
(6 puncte)
Testul 2

2b 0
Fie G={Ae¢/ﬂ2(l] A=[: aj} si H={AeG A=[; c]}

Sa se arate ca:
a) (G, -) este monoid comutativ;

b) (H, +) este subgrup al grupului (G, +);
n 0 n .
c) functia f:H> Q, [[0 n]] =(-1)", este morfism intre grupurile (H, +)

si ('Q'. )

(5 puncte)
Se considera functia f : #;,5 — %3 x #5 data prin f(a)=(a mod 3; a mod 5).
a) Sa se arate ca f este functie bijectiva.

b) Daca G = {f'l ((0, y)) ‘ ye 9?5} , sa se arate ca G este subgrup al grupului

(%5, ©)-
(4 puncte)

Testul 3

Pe multimea G=(1,2)uU(2, +») se defineste legea de compozitie

GxG>G, (x,y)>xoy=(x-1)"0" 1. sa se stabileasca valoarea de

adevar a propozitiilor:
a) G nu este parte stabila in raport cu legea data.
b) Legea de compozitie , o “ este asociativa.
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02.

O1.

02.

O1.

c) Legea de compozitie , o “ admite elementul neutru numarul e + 2.
d) (G, o) este grup abelian.

(6 puncte)

Pe multimea R se considera legile de compozitie xcy=ax+by-1 si
Xxly=2xy-2x-2y+ec.

a) Sa se determine a, b € R pentru care (R, o) este grup abelian.

b) Sa se determine a, b, ¢ ¢ R pentru care (R, o) este grup abelian si
(x0y)Lz=(xLz)e(ylz), VX y zck

c) In conditiile gasite la b), si se determine elementele simetrizabile in
monoidul (R, 1).

(3 puncte)

Testul 4
legea d GxG G, s et
Fie G =(0, 1) si legea de compozitie GxG—-> G, (X, y) > Xocy = ——— .

( ) 51 leg, pozli ( y) y bxy —cx—-dy+1
a) Sa se determine a, b, ¢, d e R, astfel incét (G, o) sa fie grup in care sime-
tricul lui 1 este 2 si simetricul lui 1 sa fie §

3 3 4 4

b) Sa se determine m, n € R, astfel incat functia f: (0, + ©) > (0, 1), f(x) =

X+ nl' sa fie izomorfism intre grupurile ((0, +), ) si (G, ), pentru

- mx +
valorile a, b, c, d gasite anterior.
(5 puncte)

Se considera multimea A = {(1 + i]k \ ke l} cC.

a) Sa se arate ca (A, -) este subgrup al grupului (C', ) .
b) Sa se arate ca (A, ) =(Z, +).
(4 puncte)

Testul 5
Se considera multimea E = R xR si functia:
2
f,:E—>E, f,(x, y)=[x+ay+a2, y+a].

a) Sa se arateca f, ofy, =f,,,,, Va,beh.
b) Dacd G = {f, | a € R}, sa se arate ca (G, o) este grup.
c) Aratati ca (G, o) = (R, +).
(5 puncte)
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02.

O1.

02.

0s3.

L . 1 2 3 1 2 3 12 3
Se considera permutarile ¢ = , T = , O = s
2 31 21 3 1 3 2

(1238 (123
B_[sz 1]’7_[3 1 2]‘

a) Sa se determine ordinul acestor permutari.
b) Sa se arate ca Sg are un singur subgrup de ordinul 3.

2001 Xo B2002 — 2003.

c) Sa se rezolve ecuatia: ¢ Y

(4 puncte)

Testul 6

Se considera multimea .#, (C) si submultimea:

H C .5 (C), H:{A:(: ":)

a) Sa se demonstreze ca daca A, Be H, atunci A + Be H.

a, beC}.

b) Sa se verifice ca O, € H.

c) Sa se arate cia daca A € H atunci —-A ¢ H.
d) Sa se arate ca submultimea H impreuna cu operatia de adunare indusa,
formeaza o structura de grup comutativ.
e) Sa se demonstreze ca daci A € H si are determinantul zero, atunci
A = 02.
(4 puncte)
(Bacalaureat, iunie, 2000)

Pe multimea 7 se considera operatiile algebrice xoy=ax+cy+b si
xly=cx+cy+a+b.

a) Sa se determine a, b, cc Z, pentru care perechile (Z, -) si (Z, 1) sunt
grupuri.

b) Sa se determine m, ncZ pentru care functia f:7Z > Z, f(x)=mx+n
este izomorfism intre grupurile (Z, o) si (Z, 1).

(3 puncte)

Se considera multimea F a functiilor f: R —» R, derivabile cu proprietatea
ca f'(x)=f(x),VxekR

a) Sa se arate ca adunarea functiilor determina pe multimea F o structura
de grup comutativ.

b) Sa se arate ca grupul (%, +) este izomorf cu grupul aditiv (R, +).

(2 puncte)
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O1l.

02.

0a3.

O1.

02.

0s3.

Testul 7

Pe multimea numerelor reale R se defineste legea de compozitie:
x | y = 3xy - 6x — 6y + 14, pentru orice x, y c R.

a) Sa se arate ca legea este asociativa si comutativa.
b) Sa se determine elementul neutru.

c) Sa se demonstreze ca pentru oricare n e N are loc identitatea:
xlxl..1x=3"1.(x-2)"+2,xech

x de n ori

(4 puncte)

(Bacalaureat, iunie, 2000)

Pe multimea G =(1, +x) se defineste legea de compozitie x+y = x108: 7

VxvyeG.
a) Sa se arate ca (G, *) este grup abelian.
o . x*(2y)=8
b) Sa se rezolve sistemul: .
(2x)*y =16

c) Sa se arate ci intre grupurile ((0, +®), ) si (G, *) exista un izomorfism

erD*}.

a) Sa se determine a, be R’, astfel incat (M, -) sa fie grup.

de forma f(x)=a¥*.

(3 puncte)
(Univ. Craiova, septembrie, 2000)

. . x ax+b
Fie multimea M = o 1

b) Sa se arate ca toate grupurile obtinute la punctul a) sunt izomorfe.

(2 puncte)
Testul 8
Pe multimea numerelor intregi definim legea de compozitie:
X oy = 6xy — 2x — 2y + 1. Elementul neutru al acestei legi este:
a) e =2, b) e=1, c) e=-1, d) e= 1, e) nu exista.

2

Pe multimea numerelor complexe definim legea de compozitie , -“ data
prin relatia: xoy = x + y — xy. Elementul simetric al numarului i € C este:

1+i 1-i
a) s =i, b) s=1-1i, ¢)s=1, d) s= , e) s=——.
) i ) i ) ) 2 ) 2

Pe multimea numerelor reale se definesc operatiile x*y=x+y-2 si
Xoy=xX+y-5,V X, yeR. Functia f:R> R, f(x)=ax+1 este izomorfism
intre grupurile (R, *) si (R, o) pentru:

a) a=0, b) a=1, c) a=2, d) a=3, e) a=4.
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Il. INELE SI CORPURI

0 Definitii si exemple

«» DEFINITII
Fie A o multime nevida si legile de compozitie:
AxA A (xy)oxLly:
AxA -5 A (X y)>xTy.
e Tripletul (A, 1, T) se numeste inel daca sunt verificate axiomele:
(A1) Axioma grupului:
Perechea (A, 1) este grup comutativ.

(A2) Axioma monoidului:
Perechea (A, T) este monoid.
(A3) Axiomele distributivitctii:
XT(yLlz)=(xTy)L(xTz),VX Yy zeA;
(xLy)Tz=(xTz)L(yTz).VX Yy zeA.
eInelul (A, L, T) se numeste inel comutativ daca legea de compozitie
.1 ¢ este comutativa.

e Grupul (A, 1) se numeste grupul subiacent al inelului (A, L, T).

Pentru simplificarea scrierii, atunci cand este posibil, pentru cele
doua legi de compozitie ,1“ si , T“ se folosesc notatiile ,+“ si ,-“. Astfel,
tripletul (A, 1, T) capata scrierea (A, +, -).

e Prima operatie a inelului se numeste adunarea inelului, iar a
doua operatie se numeste inmultirea inelului.

¢ Elementul neutru al adunarii inelului se numeste element nul
sau zero si se noteaza 0, sau, mai simplu, O.

e Simetricul unui element xe€ A in grupul subiacent (A, +) se
numeste opusul lui x si se noteaza ,—x".

e Daca a, be A, elementul a+ (—b) se noteaza a —b si se numeste
diferenta elementelor a si b.

e Elementul neutru al monoidului (A, ) se numeste elementul
unitate al inelului si se noteaza 1, sau, mai simplu, 1.

¢ Cu notatiile ,+“ si ,,-“ pentru operatiile inelului, axiomele distri-
butivitatii se scriu:

X (y+2z)=X-y+X-2, VX, y,ze A

(x+y)-z=X-2+y-z VX, y,z€A.
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¢ Acestea reprezinta reguli de inmultire a unui element cu o suma,
respectiv a inmultirii unei sume cu un element al inelului.

* Elementele simetrizabile ale monoidului (A,-) se numesc ele-
mente inversabile ale inelului A sau unitati ale inelului A. Multimea
unitatilor inelului A se noteaza #(A). Se stie ca perechea (#(A),")
este un grup, numit grupul unitatilor inelului A. Daca x este inver-

sabil, inversul sau se noteaza x .

5> Exemple de inele
+ Din proprietatile adunarii si inmultirii numerelor rezulta ca tripletele:
(Z, +, ), (@ + ), (R, + ), (C, +, ) sunt inele comutative numite inele numerice.
¢ Avand in vedere proprietatile adunarii si inmultirii matricelor, rezulta ca tripletele:
(”'//n (Z), + ) (""//n (Q), + ) (.///n (R), +, ) si (.///n (€). + ) n > 2, sunt inele neco-
mutative. Elementul nul in aceste inele este matricea nula O,, iar elementul uni-
tate este matricea unitate [ ,.

[ TEMA

1. Activitate individuala
Sa se determine grupul unitatilor inelelor numerice 7, Q, R, C.

2. Activitate pe grupe
Pe multimea 7 se considera legile de compozitie:

Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3
xly=x+y+1, xly=x+y-1, xly=x+y+3,
XTy=xy+x+y, x Ty=x+y-Xxy, x Ty=xy+3x+3y+6.

a) Sa se studieze daca (Z, L, T) este inel comutativ.

b) Sa se determine % (Z).

1.1. Inelul claselor de resturi modulo n

Fie neN si Z, = {6 1,2,..., n/—\l} multimea claselor de resturi

modulo n. Se stie ca (Z,, +) este grup comutativ, iar (Z,,-) este mo-

noid comutativ.
Se verifica totodata si axiomele distributivitatii:

X:(V+2)=X-y02-X0(y®2)=(x0Y)®(x02) =X Oy +X 07 -
=X y+x-2 VX y zel,.

Analog, (§<+§7)-2=§-2+§z.i, VX Y zel,.

Asadar, inmultirea claselor de resturi modulo n este distributiva
in raport cu adunarea claselor de resturi modulo n.
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In concluzie, tripletul (Z,, +, -) este un inel comutativ, numit
inelul claselor de resturi modulo n.

In monoidul (Z,, ) un element pel, este inversabil daca si
numai daca (p, n)=1. Se obtine ca % (¥ ) = {f) el, ‘ (p.n)= 1}.
In particular, daca n este numar prim, rezulta ca % (Z,) =17, \ {6}

O TEMA

Activitate pe grupe de elevi

1. Sa se determine elementele inversabile in inelele:
Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3
2;, 4, L6 13, 25, 1,8 15, Z,0, Z34

2. Sa se determine elementele x din inelul (M, +, ) cu proprietateaca x-x = 0
daca:

’

Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3
M=116 M=19 M=125

si sa se arate ca {i—x ‘ xeM, x-x=6}c@l(M).

1.2. Inele de matrice patratice

Fie (K, +, -) un inel comutativ. Pentru n e N’ se noteaza cu ./, (K)
multimea matricelor patratice de ordinul n cu elemente din inelul K.

Pe multimea .#, (K) se definesc operatiile de adunare si de inmul-
tire a matricelor, astfel:

Daca A, Be.#,(K), A= (aij), B= (bij), atunci:

n
k=1
De asemenea, pentru matricea A e.4#,(K) se defineste determi-

nantul acesteia: det(A)= > £(0) a)5(1) *gg(g) "+ Apg(n) Care este un
ceS,

element al inelului K. Proprietatile determinantilor sunt aceleasi ca in
cazul determinantilor cu coeficienti in inele numerice.
Modul in care s-a definit adunarea si inmultirea matricelor pe

multimea .4, (K) face ca proprietatile acestora sa fie asemanatoare cu

cele definite pe multimea ./, (C). Astfel, are loc urmatorul rezultat:
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Demonstratie
a) Se verifica axiomele inelului, avand in vedere proprietatile
operatiilor in inelul K. Elementul neutru este matricea nula O, cu

toate elementele egale cu 0, - elementul nul din inelul K, iar elementul
unitate este matricea I, cu toate elementele de pe diagonala principala
egale cu 1 siin rest egale cu Oy.

b) Inelul este necomutativ, deoarece, luand matricele:

1 0 - 0 01 0 - 0

O 0 - 0 . o 0 o0 - 0 .
A= si B= se obtine:

O 0 -~ 0 O o0 0 -0

A-B=B si B-A=0,, deci A-B=B-A. R
Urmatorul rezultat precizeaza care sunt elementele inversabile in
inelul ./, (K).

Demonstratie
Fie A e./,(K) o matrice inversabila. Atunci exista Be.#,(K),

astfel incat A-B=B-A =1,. Folosind proprietatile determinantilor se
obtine ca det(A-B)=det(I,)=1 si det(A)-det(B)=1, deci det(A)e #(K).

Reciproc, fie det(A)e #(K). Ca si in cazul inelelor numerice, ma-
tricea A™!, inversa matricei A, se construieste dupa acelasi algoritm:

¢ constructia matricei transpuse YA;

e constructia matricei adjuncte A";
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Printr-un procedeu analog aceluia din inelele numerice, se arata
ca A™! are proprietatea: A-A'=AT1 A=1_.H

Grupul multiplicativ "2/(,///n (K)) al matricelor inversabile peste

inelul K se noteaza GL, (K) si se numeste grupul liniar de ordinul n
peste inelul K.

Avem: GL, (K)={A e.#,(K) | det(A) e #(K)}.

Probleme regoluate

% 1. Sa se verifice daca matricea A =[

N> L
Wy >

Je Ay (25) este inver-

sabila, si in caz afirmativ, sa se afle A™.
Solutie

Se stie ca % (Z5) = {i 2,3,
Avem: det(A)=3-3-2.1=4-2=2¢cw (Z5), deci A este matrice inver-
sabila in ., (Z5).

Conform algoritmului de determinare a matricei inverse, se obtine:

o (33) . (3 ) (3 4)_
A=, _|siA = . _|=|. .|si
1 3 -2 3 3 3
L a1 (3 4) (3 4) (43
A"=2 - =34, _I=l. |
3 3 3 3 4 4

1
2. Se considera matricea A =| 2
0

>J>>

i
Q)

€ My (Xg). Sa se determine

—> >
—> O

a pentru care matricea A este inversabila.
Solutie

Avem det(A)= 2.a-1.

A~ A

Matricea A este inversabila daca 2-a-1e % (Zg) = {i 5}
Rezulta cazurile: e2.a=2 cu solutiile ae {i 41}
e2.a=1+5= 6 cu solutiile 3 e {6, §}

Asadar, A este inversabila pentru ae {(A) 1,3, 21}
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1.3. Inele de functii reale

Fie (R, + -) inelul numerelor reale, M c R o multime nevida si
J(M)z{f| f:M—)ID}.
Pe multimea 7 (M) se definesc operatiile de adunare si inmultire a
functiilor:
W+ T (M)xF (M) > 7 (M), (f, g) >f+g (f+g)(x)=f(x)+g(x), xeM,
“IF(M)xF(M)>F (M), (f.g)>f-g (f-g)(x)=1(x)-g(x), xeM.
Referitor la operatiile de adunare si inmultire a functiilor reale are
loc urmatorul rezultat:

= TEOREMA 3
Tripletul (4 (M), +, ) este inel comutativ, numit inelul functiilor
definite pe M cu valori in R.

Demonstratie
Verificarea axiomelor structurii de inel se face avand in vedere
proprietatile adunarii si inmultirii numerelor reale.

Axioma grupului: (4 (M), +) este grup comutativ.
* Asociativitatea. Fie f, g, h e #(M). Atunci, pentru x € M, avem:
((f+g)+h)(x) =(f+g)(x)+h(x) =(f(x)+g(x))+h(x) = f(x) +(g(x) +h(x)) =
=f(x)+(g+h)(x)=(f+(g+h))(x). Asadar: (f+g)+h="f+(g+h).
* Element neutru. Se observa usor ca functia nula, f:M—R, f(x) =0,
este element neutru fata de adunare.
* Elemente simetrizabile. Daca f € # (M), atunci functia —f € 7 (M)

este elementul simetric pentru functia f.
e Comutativitatea. Fie f, ge 7 (M). Atunci, pentru x € M avem:

(f+g)(x)=f(x)+g(x)=g(x)+f(x)=(g+f)(x), decif+ g =g +f.

Axioma monoidului: (/7 (M), ) este monoid comutativ.

* Asociativitatea. Fie f, g, h € 7 (M). Pentru x € M, avem:

((f-g) h)(x)=(f-g)(x) -h(x) =(f(x)-g(x)) h(x) =1(x)(g(x) h(x)) =
= f(x)-(gh)(x) = (f-(gh))(x). deci (fg)-h=1-(gh).

* Elementul neutru. Functia f e 7 (M), f :M > R, f(x) =1, x e R, este
element neutru in raport cu inmultirea functiilor.
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* Comutativitatea. Daca f, g e 7 (M) six € M, avem:

(-8)(x) = £(x)-8(x) = g(x) £ (x) = (g 1)(x). deci T-g=g-.

Axiomele de distributivitate
Fie f, g, he 7 (M) si x € M. Se obtine succesiv:

(f-(g+h))(x) =f(x)-(g+h)(x) =(x)-(g(x) + h(x)) =(x)-g(x) +

+f(x)-h(x)=(f-g)(x)+(f-h)(x)=(f-g+f-h)(x), deci f-(g+h)=f-g+f-h.

Analog se arataca (f+g)-h=f-h+g-h.
Asadar (7 (M), +, -) este inel comutativ.

<> OBSERVATII

1. In cazul in care functiile din multimea % (M) au anumite proprietati,

se obtin inele remarcabile de functii reale.

2. Exista inele de functii
reale nu numai in raport EI TEMA \
cu ad_l_’lnarea si inmultirea 1. Sa se demonstreze afirmatiile din obser-
functiilor. vatiile 1 si 2.
Daca (G, +) este un sub- 2. Tema de studiu.

grup al grupului aditiv
(ID, +), atunci tripletul | tripletul (2, +, -) este inel?
(End(G). + o) este inel ne- b) Daca # ={f:[a, b] > R | f integrabila

comutativ (inelul endo- Q& [a, b]}, tripletul (4, +, -) este inel? J
morfismelor lui G).

Daca ¢ ([a, b]) = {f :[a, b] > R | f continué}, se obtine inelul comu-
tativ (’(’([a, b]) +, ) al functiilor continue.

Daca @([a, b]) = {f ‘[a. b] >R | f derivabila}, se obtine inelul
comutativ (Q‘([a, b]) +, ) al functiilor derivabile.

Pentru ./ = {f M-oR|f marginita}, se obtine inelul comutativ
(-4, +, -) al functiilor marginite.

Pentru Pr = {f :R->R | f periodica de perioada T > O}, se obtine

inelul comutativ (Pr, +, -).

a) Daca 9={f:[a, b] —>l2|f are primitive},
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EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se studieze distributivitatea XxTy=xy-3x-3y+12;
legii de compozitie , T “ in raport bD)xly=x+y+2,
cu legea de compozitie , 1 *“, pe x T y=2xy+4x + 4y + 6;
multimea M, in cazurile: cJxly=x+y-5
a)M:Q,xTy:%xy, X Ty=xy-5x-5y+30.
x ly=2x+2y; E4. Sa se studieze daca adunarea si
b) M=Q, x T y = xy, inmultirea matricelor determini pe
Xxly=x+y+1L multimea M o structura de inel,
c) M=, x T y=2xy+4x+4y +86, pentru:
b
xly=x+y+2; a)m:{[a } a,bel?};
d M=R, x T y=-xy+3x+3y-6, 0 a
xly=x+y-3. a b
y y b)M={[b J a,beID};
E2. Pe multimea Z se considera opera- b a
def ((a 0 o
tiile algebrice x Ly = x+y+2 si
xTy=xy+2x+2y+2. c)M=3/0 b O a,be@Q;
a) Sa se arate ca (Z, L, T) este un 0 0 a+b
inel comutativ. a 2b O
b) Sa se determine elementele inver- A M=4{b a 0||abec@};
sabile ale inelului. 0 0 1
E3. Sa se studieze daca (Z, L, T) este . a+b 4b
inel si sa se determine elementele e) M= {[ b a- b] a,be Q}'
inversabile, in cazurile:
a)xly=x+y-3,
APROFUNDARE
Al. Pe multimea R se definesc opera- def
tiile algebrice: (x,y)>xTy=xy-3x+ay+bh.
def Sa se determine a, beZ, astfel
RxR->R (x, y)>xly = max{x, y}; o i .
def incat legea de compozitie , | “ sa
RxR->R, (x,y)>x Ty = min{x, y}. fie distributiva in raport cu , T “.
Sa se studieze distributivitatea ope- A3. Pe multimea € se considera ope-

ratiei ,, L “ iIn raport cu operatia
» 1 “ si a operatiei ,, T “ in raport
cu operatia ,, L “.

. Pe multimea Z se definesc legile

de compozitie:
def
IxZ-Z (xy)oxly=x+y-3;
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def
ratiile algebrice x Ly = x+y si
def
x Ty = xy+Im(x) - Im(y).
a) Sa se arate ca tripletul (C, 1, T)

este inel comutativ.
b) Sa se determine elementele
inversabile ale acestui inel.
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A4.

A6.

A7.

Q Reguli de calcul intr-un inel

Pe multimea M = (0, +») se defi-

nesc operatiile algebrice:
def def 1

xly=x-ysixTy=x"Y.

a) Sa se arate ca (M, 1, T) este

inel comutativ.
b) Sa se determine % (M).

. Fie a e R si multimea:

%:{Aee/fé(l))

G4

a) Sa se arate ca (,//{a, +, ) este inel.
b) Sa se determine % (M,).
Pe multimea A =R xR se definesc
operatiile algebrice:

def
(%, y)+(a, b) c (x+a, y+b),
(%, y)-(a, b) =(xa, xb + ya)
a) Sa se arate ca (A, +, ) este un
inel.
b) Sa se determine % (A).
Se considera multimea:
F={f,:I->2Z|f,(x)=a-x,acl}.

Sa se studieze daca urmatoarele
triplete formeaza inel si sa se afle

% (%) in fiecare caz:
a) (#,+ ) b) (&, +, o).

A8. Sa se arate ca multimea:

a5 )

impreuna cu adunarea si inmul-
tirea matricelor formeaza un inel.
Sa se determine numarul elemen-

telor acestui inel si % (M).

a,b,celz},

. Se considera multimea M= {a, b, c}.

a) Sa se arate ca (#(M), A, n) este
un inel comutativ.
b) Si se determine % (#(M)).

Al0.Fie (A, +, ) si (B, +, -) doua inele.

Pe multimea M = A x B se definesc
operatiile algebrice:

def
(al, bl) + (8.2, b2) = (al + 8.2, bl + b2)
def
$i (al, b].) . (az, bz) = (al . a2, b]. . bz).

a) Sa se arate ca (M, +, -) este un

inel, numit produsul inelelor A si B.
b) Sa se arate ca %(M)=%(A)-%(B).

All. Sa se determine produsul inelelor:

a) (Zy, + ) si (Zz, + );
b) (Zz, + ) si (Zs, + ).

Calculul algebric cu elementele unui inel (A, + -) respecta toate

regulile de calcul date pentru grup si monoid, cand sunt implicate
separat adunarea, respectiv inmultirea inelului. In afara de acestea,
intr-un inel exista si alte reguli de calcul specifice, care fac legatura intre

cele doua operatii algebrice ale inelului.

Fie (A, +, -) un inel cu elementul nul O si elementul unitate 1. Din

definitia acestora se obtineca: 0+0=0si 1-0=0-1=0.
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E TEOREMA 4 (inmultirea cu O in inel)

Fie (A, +, ) un inel nenul. Pentru oricare a € A, au loc relatiile:

a) a-0=0;
b) 0-a=0.
Demonstratie

a) Fie ace A si x=a-0.
Se obtine: x=a-0=a-(0+0)=a-0+a-0=x+x.
Aplicand regula reducerii in grupul (A, +) se obtine x =0, deci

a-0=0.
b) Se considera x =0-a si se obtine:
x=(0+0)-a=0-a+0-a=x+x, deunderezultaca x+x=x si x=0. B

< OBSERVATII
1. Daca intr-un inel (A, +, -) avem 1=0, atunci pentru a € A se obtine:

a=a-1=a-0=0, deci A ={0}. Inelul in care 1 =0 se numeste inel nul.
In continuare se va presupune ca 1+ 0 si inelul (A, +, ) nu este

inel nul.
2. Reciproca teoremei 4 nu este adevarata, deoarece exista inele (A, +, -)

in care un produs sa fie egal cu 0,, fara ca unul din factorii pro-
dusului sa fie Oy4.

5> Exemple
R 0 0)(1 O (O]
+ In inelul de matrice (.///2 (C). + ) avem: . = =0,.
0 110 O (O]

+ In inelul (Zg, +,-) avem: 2-3=0,3-4=0.

Divizori ai lui zero intr-un inel

+ DEFINITIE

e Fie (A, 1, T) un inel cu elementul nul 0,. Un element de A \ {0, }
se numeste divizor al lui zero daca exista d'€ A \ {0, }, astfel incat:

de,:OA sau d'Td:OA.
Dupa cum s-a constatat in exemplele date in observatia 2, inelele
(,///2 (€). + ) si (Zg, +, -) au divizori ai lui zero.
«» DEFINITIE
e Un inel comutativ nenul si fara divizori ai lui zero se numeste

domeniu de integritate sau inel integru.
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> 0BSERVATII

1. Inelele numerice Z, Q, R, € sunt domenii de integritate.

2. Fie (A, L, T) un domeniu de integritate. Atunci X Ty =0, < x=0,
sau y =0,.

3. Fie n>2 un numar natural compus. Atunci inelul (Z,, +, -) nu este
domeniu de integritate. Intr-adevar, daca n=p-q, cu p,q=>2, se
obtine: O=n-= f) - (Al deci f) si (A] sunt divizori ai lui zero.

4. Orice divizor al lui zero al inelului (A, +, ) nu este element inver-
sabil. Intr-adevar, fie a € A, divizor al lui zero. Daca a € #(A), exista
be W(A), astfel incat a-b=1 si b-a=1. Deoarece a este divizor al
lui zero rezulta ca exista ce A\ {0} astfel incat c-a = 0. Din relatia
a-b=1 se obtine c-(ab)=c si (ca)-b=c, deci 0=c, in contradictie
cu c#0. Asadar, a ¢ % (A).

Urmatoarea teorema da o caracterizare a divizorilor lui zero in
inelul claselor de resturi modulo n.

[ TEOREMA 5
Fie neN’ si Xe Z,. Clasa de resturi x este divizor al lui zero
daca si numai daca (x, n)=d>1.

Demonstratie
Sa presupunem ca (x, n)=d >1. Rezulta ca exista p,qe{2,3, ...,

n-1} astfel incat x=p-d si n=q-d.

—_—

Se obtine: x-q = (pd)g=p(qd)=p-n= 0, deci x este divizor al lui
zZero.

Reciproc, sa presupunem ca x este divizor al lui zero. Rezulta ca

(Q TEmA D)

. o 1. Sa se determine divizorii lui zero
ar exista r,se#Z, astfel incat in inelele Z4, Z;g, Zoy si Z1go-

exista f) el \ {6} , astfel incat

x-p=0. Daca am avea (x,n)=1,

rx+sn=1.

. _ . . 2. Sa se arate ca daci a, I’Seln
Din aceasta relatie se obtine:

ST T sunt divizori ai lui zero, atunci
l=rx+sn=rx+sn=r-x+0= a-b este divizor al lui zero.

A

—r-X, deci x e #(1,), ceea ce nu Elementul a+b este divizor al lui
zero in Z,?
se poate. Asadar, (x,n)>1. H 0 J
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Regula semnelor intr-un inel

Fie (A, +, ) un inel. Deoarece (A, +) este un grup comutativ, sunt

valabile regulile de calcul specifice grupului. Astfel, in notatie aditiva,
avem:

e —(-a)=a,VacA (1)
e —(a+b)=(-a)+(-b),Va becA (2)
cea+tb=0=b=-asia=-b,Va beA (3)
Daca in locul scrierii a + (—b) se foloseste scrierea a —b, relatia (2)
devine: —(a+b)=-a-b, sau, mai general:
~(aj+ag +...+ay)=-a;—ag —...—ap, ¥ a;, A9, ..., ap € A, neN".
In cazul inelelor numerice Z, Q, R, € se regaseste regula schim-

barii semnului termenilor unei sume dintr-o paranteza, daca in fata
acesteia se afla semnul minus.

= TEOREMA 6 (regula semnelor)
Fie (A, + ) un inel. Atunci:
a) (-a)-b=a-(-b)=—(ab), Va, be A;
b) (-a)-(-b)=ab, V a, be A.
Demonstratie
a) Fie a, b € A. Se obtine succesiv:
0=0-b=[a+(-a)]-b=a-b+(-a)-b, deci ab+(-a)-b=0.
Din aceasta egalitate rezulta ca (-a)b =—(ab).
Analog, se arata ca a-(-b)=—(ab).

b) Rezulta succesiv: (-a)-(-b) 2 (a-(-b))=—(—(ab))=ab. ®

> OBSERVATIE

e Ininelul (A, + ) au loc egalitatile: (-1)-a=-a si a-(-1)=-a, V acA.

MW

Fie (A, +,-) uninel si x € A. Sa se arate ca daca x e #(A), atunci
-X € ’//(A).

Solutie
Fie x € % (A). Rezulta ca exista x'e % (A), astfel incat x-x'=1.
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Se obtine: (-x)-(-x')=x-x"=1.
Asadar, —-x e % (A).

Mai mult, in inelul (A, +, -) se obtine: (—X)_l =-—x1L

Legi de simplificare in inele integre

Fie (A, + -) un inel. Deoarece (A, -) nu este grup, regulile de sim-
plificare in raport cu inmultirea inelului nu pot fi aplicate in orice inel.

Demonstratie
a) Din ax =ay rezulta succesiv:
ax +(—ay)=ay +(-ay) =0, (1).
Folosind regula semnelor in inel, relatia (1) se scrie:
O=ax+(-ay)=ax+a-(-y)=a[x+(-y)].
Deoarece inelul este integru si a#0, se obtine ca x+(-y)=0,
relatie care conduce la egalitatea x =—(-y)=y.

b) Se demonstreaza analog punctului a). (Tema) B
Legile de simplificare sunt utile in rezolvarea ecuatiilor intr-un do-
meniu de integritate.

Broblomd s
K  Sa se rezolve in Z, ecuatiile:

a) x2+x— 2-=0;

b) x3 ~3x+2=0.
Solutie

a) Ecuatia se transforma succesiv:

~

x2—i+x—i=6, (X—i)(X+i)+(X—i)=0
si se obtine (X —i)(x +§) =0.

Deoarece inelul Z; este inel

integru, rezulta ca x-1=0 sau

x+2=0, cu solutiile x=1 si x=5.
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Multimea solutiilor ecuatiei este S = {i t:)}

b) Ecuatia poate fi adusa la forma:

EXERCITII SI PROBLEME

(x—i)z-(x+

EXERSARE

El. Sa se determine elementele xe 7, + 2(ab +be + ca) .
care sunt divizori ai lui zero, in Ce devine aceasta egalitate in 7Z,?
cazurile: Dar in 7.2
a)n=4;b)n=6;c)n=8;dn=60. 3

E6. Sa se arate ca in inelul Z, au loc

E2. Si se arate cia urmaitoarele inele egalitatile:
nu sunt inele integre: a) (a+ b)2 —a+b;

a) (#(Z), +, -); b) (Mo (R), +, ). *
) (F(@). +) )( 2(R) ) b) (a+b)*=a+b,VneN.

E3. Pe multimea E =QxQ se definesc | £7, Sa se arate ci in inelul Z, au loc rela-
operatiile algebrice (a, b) +(x, y) = tiile:
=(a+x,b+y) si (a, b)-(x,¥)= a) (a+b)? =a? - 2ab+b?;
= (ax + 2by, ay + bx). b) (a—b)2=a2+§ab+b2;

5 5 . i 2 2
a) Sa se arate ca (E, +, -) este inel. o (a+ b)4 _ (a2 . b2) _ (a2 _ b2) .
b) Sa se determine divizorii lui zero
si %(E). E8. Sa se rezolve ecuatiile:
2 . 5_35 = .
+2=0 ¥ 4 Y £}
E4. Fie (A, +, -) un inel. Sa se arate ca: a) x ) mA 3 #1 %e
a) —(—a—b)=a+b; b) x*+x2+1=0in 23 si Z,;
b) (-a)-(-b-c)=ab +ac; c) x°+6=0 in 7.
¢) (-a+b)-(a+b)=b?-a? daca
E9. Fie (A, +, ) un inel comutativ si a,
ab = ba.

E5. Sa se arate ca intr-un inel comu- be A, astfel incat a®’=a, b®>=b
tativ (A, +, -) are loc egalitatea: si M={ab, 1-a, 1-b}. Sa se arate
(a+b+c)2=a2+b2+c2+ ca daca x e M, atunci x2 = x.

APROFUNDARE
Al. Sa se rezolve in Z,, sistemele: A2, Sa se rezolve in Zg sistemele:
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A3. Fie ( A, +, ) un inel si a, b e A. (inelul A se numeste inel boolean).
. . . Sa se arate ca:
Sa se arate ca daca x=1-ab este a) x+x=0,V X c A;
element inversabil, atunci 1-ba - ’
. o -1 -1 b) (x+ )2=x+ V X, yeA;
este inversabil si (1-ba) " =1+bx "a. y y. AR
c) inelul A este comutativ.
A4. Fie (A, +, ) uninel si a e A, astfel
incat a®— 0. Si se arate ci ele- A7. Sa se arate ca inelul (A, +, -) este
mentele 1—-a si 1+a sunt inver- comutativ daca are loc una dintre
sabile. ’ proprietatile:
a) x6=x,V xeA;
A5. Fie (A, +, -) uninel si a € A. Sa se
( ) ; € b)x12=x,‘v’xeA.
arate ca daca exista neN’, astfel
incat a® = 0, elementul 1-a este || A8. Fie (A, + ) uninelsi a, bcA neN.
inversabil. Sa se arate ca daca 1—(ab)n este
A6. Fie (A, +,:) un inel astfel incat inversabil, atunci si 1-(ba)" este
x2-%x,V xecA. inversabil.
DEZVOLTARE
D1. Fie (A, +, ‘) un inel nenul. a) (a+b)>=a2+b% V a, be A;
a) Cel mai mic numar neN, cu b) (a+b)2 —a?" +b2"’ Va beA,
proprietatea cd n-1=0, se nu- .
meste caracteristica inelului A. Sa neN.
se determine caracteristica inelelor < < ..
2o Zo L. G ali D3. Sa se arate ca orice inel cu carac-
2» £3, £4. eneralizare. teristica 4 are divizori ai lui zero.
b) Un inel (A, +, ) are caracteristica
N . . D4. Sa se arate cad orice inel integru
zero, daca pentru oricare neN, are caracteristica zero sau un nu-
n-1+0,. Sa se arate ca inelele mar prim.
numerice 7, Q, R, € au caracteris-
. D5. Sa se arate ca intr-un inel comutativ
tica zero. N
(A, +, -) cu caracteristica peN’, p
D2. Sa se arate ca intr-un inel (A, +, ) numar prim, exista relatia:
cu caracteristica 2 au loc relatiile: (a + b)P =aP +bP, vV a, be A.

e Corpuri

Inelele numerice (@, +, -), (R, +, -) si (C, +, -) au proprietatea remar-

cabila ca oricare element nenul este inversabil. Pentru aceste inele

multimea unitatilor este Q°, R,

respectiv C.
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+ DEFINITII

e Un inel nenul (K +, ) in care oricare element nenul este inversabil,

se numeste corp.
e Daca inelul K este comutativ, corpul K se numeste corp comutativ.

Tripletele (@, +, ), (R, +, -) si (C, +, -) sunt corpuri comutative.

< OBSERVATII
1. Pentru un corp (K, +, -) exista egalitatea: #(K)=K \ {0} =K.
Rezulta ca perechea (K*, ) este grup.
Asadar, tripletul (K, +, -) este corp daca verifica axiomele:
a) (K, +) este grup comutativ;
b) (K* ) este grup, numit grupul multiplicativ al corpului K;

c) inmultirea este distributiva fata de adunare.
2. Un corp (K, +, -) nu are divizori ai lui zero.
Intr-adevar, daca a, beK', astfel incat a-b =0, atunci se obtine:

ala-b=a'l-0saul-b=0, deci b=0, in contradictie cu b e K"

3. Inelele (@, +, -), (R, + -), (C, +, ) sunt corpuri deoarece oricare ele-
ment nenul este inversabil. Acestea sunt numite corpuri numerice.

Prodlome sovoloats
Fie deN  un numar natural liber de patrate si €©(vd)={a+bVd |
a, be}, €(iVd)={a+biVd |a bew).
Sa se arate ca (@(xﬁ), + ) (@(wa), + ) sunt corpuri comutative

(corpuri de numere patratice).

Solutie
Pentru x, y e @(J&), x =a+by/d, y =u+v+/d, se obtine:

x+y:a+u+(b+v)\/ae®(\/a) si x-y=au+bvd+(av+bu)\/ae'Q(\/a).

Rezulta ca @(J& ) este parte stabila a lui € in raport cu adunarea
si inmultirea.

Perechea (@ﬁ, +) este grup abelian, deoarece adunarea este aso-

ciativa si comutativa; numarul 0 =0+ 0/d e @(ﬁ ) este element neutru,
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jar daca x=a+bJde 'Q(\/a), atunci —x =(-a)+(-b)~/d e @ (\G) este
opusul lui x.
Perechea ('Q(\/a ) \ {0}, ) este grup comutativ.

Intr-adevar, inmultirea este asociativa si comutativa, elementul
1=1+0d e @(JH) \ {0} este element neutru.

Fie x =a+bﬁe®(\/8) \ {0}.
Sa determinam x' e @(J&) \ {0}, astfel ca xx'=1. Avem:
1 1 a-— b\/a a b
X === = = - Jd e @(+/d)\ {o}.
x a+bJd a?-b%d a?-b%d a’-b%d ( ) o}
Se observa ca a?-b%d #0, deoarece din a®>-b?d=0 ar rezulta
a=1by/d, in contradictie cu a e Q.

In concluzie, (@(J& ) \ {0}, ) este grup comutativ.
Deoarece inmultirea este distributiva in raport cu adunarea, se
obtine ca (@(J& ) +, ) este un corp comutativ.

Analog se arata ca (‘Q(ix/a ) +, ) este corp comutativ.

- 1 a —bi
In acest corp: x' = = + Jd e ©(ivd).
P a+bivJd aZ+b3d a?+b3d ( )

[ TEOREMA 8
Inelul (Z,, +, -) este corp daca si numai daca n este numar prim.
Demonstratie

Fie n numar prim. Atunci pentru orice x e, X e {1L.2,...,n-1}
avem (n, x)=1, deci Xel (Z,). Asadar, 7, este corp comutativ.

Reciproc, fie ca Z,, este corp. Daca, prin absurd, n nu este numar
prim, rezulta ca exista p,qeN \ {1}, astfel incat n=p-q. Se obtine
faa =n=0, deci X, are divizori ai lui zero, in contradictie cu faptul ca
4, este corp.

Asadar, n este numar prim. i

< OBSERVATII
1. Daca p € N este un numar prim, atunci exista corpuri cu p elemente.
Un astfel de corp este Z,,.
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2. Orice corp finit (K, +, ) are p" elemente,

unde p este numar prim.
In concluzie, nu exista corpuri cu 6, 10,
12 elemente.

3. Orice corp finit este comutativ, (Teorema
lui Wedderburn).

Corpuri de matrice

Inelul de matrice patratice (,/%’n (A), +, )
unde (A, + -) este inel, nu este in general
corp.

Intr-adevar, daca A = IR, atunci in inelul (JZZ (R), + ) matricea
01 0 1)(0 1 0 0

M= , este divizor al lui zero, avand . = =0,.
0O 0 0)l0 O 0O
Conditia ca inelul (Jﬁ/n (A), + ) sa fie corp este ca V M e ./, (A)

sa fie matrice inversabila, ceea ce revine la faptul ca det(M)e % (A).

EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
El. Pe multimea @ se definesc opera- || E2. Sa se arate ca tripletul (M, L, T)
def 5.
tiile algebrice x Ly = x+y-5 si este corp comutativ, daca:
def a) M=Q,x1ly=x+y-4,
xTy =-Xy+5x+5y-20. Sa se xTy=xy-4(x+y)+20;
studieze daca tripletul (Q, L, T) 3
b M=R, x Ly=x+y+—,
este corp. 4
x Ty=4xy+3x+3y+1,5;
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) M=R, xly=x+y-1 E4. Fie ¢ c € o solutie a ecuatiei x> +x+
X Ty=2xy-2x-2y+3; +1=0 si multimea |D(s)={a+bs\
M= ’ = - 2’ o o -
9 Roxly=x+y a, b e R. Sa se arate ca R(¢) impre-
xTys= 1 Xy — l(x +y)+3. una cu adunarea si inmultirea
4 2 numerelor complexe determina o
E3. Si se arate ca multimea M impre- structura de corp comutativ.
una cu adunarea si inmultirea
matricelor determina o structurd || E5. Sa se arate cd multimea M impreuna
de corp, daca: cu operatiile algebrice date deter-
a b mina o structurd de corp comutativ,
a) M= b a a,beR;}; daca:
def
a)M=R, xly=3x%+y° si
b) M = ( a,beQ def
XTy=x'Y;
a+b 4b def .
c) M= ( ] a,becQ}; b)M=(0,+oo),xJ_y=x-ysl
def 1
xTy=x1"7,
d M= aeC
) {[m o € }
APROFUNDARE
Al. Fie a, b, c e R. Pe multimea R se o f c ax, xeQ
definesc operatiile algebrice: A3. Fie f,: R R f, = 0,xcR\ Q@
x| yd:fax +by -2 si Sa se arate fé‘ adunareg $~i compu-
def nerea functiilor determina pe mul-
xTy = xy—-2x-2y+c. timea F={fa\aeQ} o structura
Sa se determine a, b, ¢ pentru care de corp comutativ.
(R, L, T) este corp comutativ.
A4. Fie K={0, 1, a, b} un corp cu patru
A2. Sa se arate ca adunarea si inmul-

tirea numerelor complexe determina
pe multimea M o structura de corp,
daca:

a) M=¢(+2);

b) M=Q(i)={a+bi|a be@};

c) M=Q(\/§, \/§)={a+b«/§+c\/§+
+dJ6 | a, b, ¢, d c €}.
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elemente. Sa se arate ca:

a) ab=ba=1;
b) aZ =
c) a% =1,

d) a2+a+1=0;
e)1+1=0.

Sa se scrie tabla lui Cayley pentru
operatiile corpului K.
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o Morfisme de inele si corpuri

Fie (A, o, *) si (B, L, T) doua inele.

« DEFINITII

¢ O functie f: A - B se numeste morfism de inele, daca:
a) f(xoy)=f(x)Lf(y), Vx yeA;
b) f(x*y)=f(x)Tf(y),Vx yeA;
c) f(1,)=1g.

e Functia f: A > B se numeste izomorfism de inele daca este mor-
fism de inele si este functie bijectiva.

¢ Inelele A si B se numesc inele izomorfe daca exista un izomorfism
f:A—B.

“ . “

Pastrand notatiile uzuale ,+“ si ,-“ pentru legile de compozitie
ale unui inel, functia f: A — B este morfism de inele daca:

o f(x+y)=f(x)+f(y). VX, y e A;

e f(x-y)=1f(x)f(y). VX, yeA.

e f(15)=1g.

Un morfism de inele f: A —» B este in particular un morfism de
grupuri. Rezulta ca f are proprietatile:

a) f(0,)=0g:

b) f(—x)=—-f(x),VxeA;

c) f(nx)=n-f(x),VxeA sinel.

I Exemple de morfisme de inele

+Fie (A, +, -) un inel. Functia identica f: A - A, f(x)=x este morfism (izomorfism)
de inele.
Un morfism de inele f: A - A se numeste endomorfism al inelului A. Multimea

endomorfismelor inelului A se noteazd End(A). Un izomorfism de inele f: A - A
se numeste automorfism al inelului A. Multimea automorfismelor inelului A se
noteaza Aut(A).

+Functia f:7 - Z,,, f(x)=x este morfism de la inelul (Z, +,-) la inelul (Z,, +, -),
numit morfism canonic.
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> OBSERVATII

1. Daca inelele (A, +,-) si (B, +, ) sunt inele izomorfe, atunci grupurile
(A, +) si (B, +) sunt izomorfe. Orice izomorfism f:A — B de inele
este in particular izomorfism al grupurilor (A, +) si (B, +). Reciproca
este adevarata?

2. Daca (M, +, ) si (A, +,-) sunt inele si Mc A, iar f: A —» A este auto-
morfism al lui A, atunci restrictia lui f la M este automorfism al lui M.

+» DEFINITIE
Fie (K, +, ) si (K, +, -) doua corpuri.
e Functia f:K —» K' se numeste morfism (izomorfism) de corpuri
daca f este morfism (izomorfism) de inele de la K la K'.

5> Exemple
* Functia f: € > C, f(z) = z este automorfism al corpului (€ + ).

¢ Functia f: 'Q(\/g) —->Q (\/g) f(a + b\/g) —a-byJ/5 este automorfism al corpului
(Q(x/g), +, )

M@W

[x] Fie M = {a 3bj
b a

3b
f: lQ(\/g) — Mo, f(a + b\/g) = (2 a j este izomorfism de la corpul

a,be 'ID} < ly (Q). Sa se arate ca functia

('Q (\/5) +, ) la corpul (M, +, -).

Solutie

) [a 3bj [X SyJ
Fie A = ,B= , A, BeM.
b a y X

a+x 3b+3y) .
si
b+y a+x )

i ax +3by 3ay +3bx
Se obtine: A+B = .

ay+bx ax+3by
Daca u=a+by/3 e'Q(\/g), V=X+Y\/§€®(\/§), avem:

f(u+v)=f(a+x+(b+y)\/§):[a+x 3b+3y]:A+B:f(u)+f(v).

b+y a+x
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Analog se obtine:
3by 3 3b
- f(ax+3by+(ay+bx)\/§) [ax+ yooay Xj A-B=

ay +bx ax+ 3by
)
Avand f(1+0V3) =(

1 3-0

0 1 J=Iz, rezulta ca f este morfism de

corpuri. Se verifica usor ca f este functie bijectiva. In concluzie, f este
izomorfism de corpuri.

Demonstratie

Deoarece (K, +), (K, +), (K", +) sunt grupuri, atunci functiile f si g
sunt morfisme de grupuri, deci si gof este morfism de grupuri.

Rezulta ca: (gof)(x+y)=(gof)(x)+(gf)(y). Vx. yeK.

In mod analog, rezulta ca gof este morfism (izomorfism) intre
grupurile (K*, ) si (K" \ {0}, ).

Rezulta ca: (gof)(xy) = (g+£)(x)-(¢1)(y). v x. y e K.

De asemenea, (gof)(1)=g(f(1))=g(1)=1.

In concluzie, g o f este morfism (izomorfism) de inele (corpuri). B

Demonstratie

Fie (K,+ )., (K + ) doua corpuri, f:K—»K' un morfism de
corpuri, si x,yeK, astfel incat f(x)=f(y). Daca presupunem prin
reducere la absurd ca x#y, rezulta ca x-y #0. Atunci x-y e %(K)
si exista a € % (K) astfel incat a(x-y)=1. Se obtine succesiv: 1=f(1) =
=f(a(x-y))=f(a)-f(x-y)=f(a)-[f(x)-f(y)]=0, in contradictic cu
1#0. Aceasta contradictie arata ca x=y si astfel f este functie
injectiva. &
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Gocbleme regyolvate
1. Sa se determine automorfismele corpurilor @, R, Z,.

Solutie
a) Fie f:€Q > € un automorfism de corpuri. Rezulta ca f este

automorfism al grupului (@, +), deci f(x)=x-f(1), V x € Q. Deoarece
f(1)=1 se obtine ca f(x)=x, Vxe@Q este singurul automorfism al

corpului Q.
b) Fie f:R >R un automorfism al corpului R. Vom arata ca
f(x)=x, VxeR. Pentru aceasta vom parcurge urmatoarele etape:

1. Se arata ca f(x)=x, Vx e Q.

2. Se arata ca f este monoton crescatoare pe R.

3. Se arata ca f este functia identica.

1. Functia f fiind automorfism al grupului (R, +), este automor-

fism si al grupului (@, +)si rezulta imediat ca f(x)=x, Vx e Q.

2. Aratam mai intai ca pentru x > Orezulta f(x)> 0.

Intr-adevar, din relatia f(x-y)=f(x)-f(y),V x, y R, pentru x>0
se obtine:

f(x) = £(Vx Vx) = (1(V)) >0.

Fie acumx <y. Rezulta ca z=y-x>0, si avem 0 <f(z)=f(y-x)=
=f(y)-f(x), deci f(x)<f(y).

Asadar, f este functie strict crescatoare pe R.

3. Sa aratam ca f(x)=x, VxeR. Sa presupunem ca exista
Xo € R, astfel incat f(xg) # X,.

Fie, de exemplu, f(xq)<Xx,. Consideram re@, astfel incat
f(xg)<r<xq. (1)

Din monotonia functiei f rezulta ca f(r) <f(xq).

Dar f(r)=r sise obtine r <f(x,), in contradictie cu relatia(1).

Analog se arata ca nu putem avea f(xq) > Xg.

In concluzie, f(x)=x, Vx e R.

c) Fie f: 7, - ¥, un automorfism. Rezulta ca f(x+y)="f(x)+f(y),

VX yel,.
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Pentru x =y =0 se obtine f(()) =0.

Pentru a e 7, \ {0}, avem a = 1+1+...+1si rezulta:
%,—/
a—ori

f(é)=f(i+i+...+i):f(i)+f(i)+...+f(i)=a. f(i):é.lz =
Asadar, singurul automorfisrrj_zﬁicorpului 1, este cel identic.

2. Sa se determine automorfismele corpului C, f: C - € cu pro--
prietatea f(x)=x, VxelR.
Solutie

Fie z=a+bieC si f: C — € un automorfism al corpului C.

Rezulta: f(z)=f(a+bi)=f(a)+f(bi)=f(a)+f(b)-f(i)=a+bf(i).
Asadar, automorfismul f este bine determinat de elementul f (i ( )
Avem: f(i)-f(i)= f(iz) =f(-1)=-1, de unde se obtine ca f(i)=+i.

In concluzie, automorfismele lui € verifica relatiile f(a +bi)=a +bi

si f(a+bi)=a—-bi, deci acestea sunt f(z)=z si f(z)=2, VzeC.

EXERCITII S1 PROBLEME

El.

E2.

E3.

EXERSARE

Pe multimea 7 se definesc operatiile 4 7

algebrice x Ly=x+y+6, xTy= x Ty=4xy—§(x+y)+§, X, ye@.
=Xy+6x+6y+30, x, ycZ. Sa se
studieze daca f:Z 7, f(x)=x-6
este morfism intre inelele (Z, +, -)

si (Z, L, T). Este f izomorfism?

Daca f: Q- Q, f(x)=§+%, sa se

arate ca:
a) f 17 €ste morfism intre inelele

(Z + ) si(@ L T);
Pe multimea I se definesc opera- b) f este 1z.omorfism intre corpurile
tiile algebrice x L y=x+y -1, (@ + ) si (€ L T).
x Ty=2xy-2x-2y+3, x,yeR. | E4. Se considera multimile de matrice:

: t a functia f: , a 8b
Sa se arate ca functia R->R M1={A=[b ] a,be@},
f(x)= ; +1 este izomorfism intre
a b
corpurile (R, +, -) si (R, L, T). Mo = a,beQ}.
8b a
Pe multimea Q se definesc opera- Sa se arate ca inelele (corpurile)
tiile algebrice x | y = x+y - l, (Jﬁ, +, ) si (le, +, ) sunt izo-

3 morfe.
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E5.

E6.

. {[o o}
Fie # =4|.
1a a

arate ca (M, +, -) este corp comu-

aec}. Sa se

tativ izomorf cu corpul (C, +, ).

Pe multimea Z5 se definesc ope-

ratiile algebrice x Ly=x+y+ i,

Al.

A4.

Pe multimea R se considera
operatiile algebrice x ly=x+y-
1 1
-2, xTy=—xy-—(x+y)+3,

y=,x-5(x+y)

Vx, yeR Sa se determine a, bek,
astfel f:R-oR,
f(x)= izomorfism
intre inelele (corpurile) (R, +, -) si
(R, L, 7).

incat functia

ax+b sa fie

] ~ * . .
Se considera deN si multimea

“-{la 2

Sa se arate ca:
a) (Mg, +, -) este inel comutativ;
b) inelul .4

zero daca si numai daca d este
patrat perfect;
c) daca d nu este patrat perfect, sa

se arate ca inelele (., + ) si

(Z(JE), +, ) sunt izomorfe.

a,bel}cdlz(l).

are divizori ai lui

Sa se arate ca inelele (l(\/i), +, )
si (l(\/g), + ) nu sunt izomorfe.
Generalizare.

Sa se arate ca urmatoarele inele
(corpuri) nu sunt izomorfe:

APROFUNDARE

A6.

A7.

AS8.
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XTy=xy+x+y, X,yels.

a) Sa se alcatuiasca tabla opera-
tiilor ,, L “si, T “.

b) Sa se arate ca (Zs, + ) =(Z5, L, T).
c) Care dintre functiile f, : Z5 - Z5,
f, (x) =x+a, este morfism (izomor-

fism) intre (Zs, +, ) si (Zs, L, T)?

a) (Z, + ) si (@ + );

b) (@ + ) si (R, +, -);

o) (@ + ) si (Q(V5), + );

d) (Q(J— ) si (Q (v3). + )

Fie (A, +, -) un inel si End(A)
multimea endomorfismelor de inel
ale lui A. Sa se arate ca

(End(A), +, ) este inel (,o* repre-
zinta compunerea functiilor).

Sa se determine:
End(Z), End(Q), End(Z,), End(Z,).

Sa se determine morfismele de inele
intre:

a) (l’ +, ) Si (14’ +, );

b) (Z, + ) si (Zg, + °);

c) (129 +, ') $i (149 +, ');

d) (Zy, + ) si (Zs, + ).

Fie d;, d, € N’ numere naturale li-
bere de patrate. Sa se arate ca ine-
lele (corpurile) @ («/dl) si Q (sz)

sunt izomorfe daca si numai daca
dl = d2.
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D1.

DEZVOLTARE
Fie (A, +, -) un inel in care x> =1, || D2. Fie (A, +, ) un inel in care x* =1,
VxeA\{0}. Sa se arate ca A VxeA\{0}. Sa se arate ca A
este izomorf cu inelul Z, sau Z3. este izomorf cu unul dintre inelele

12, 13 sau 15.

O1.

02.

O1.

02.

Testul 1
Pe multimea IR se considera operatiile algebrice:
Grupa 1 Grupa 2
xly=x+y-5 xly=x+y+2,
x Ty =3xy-15x - 15y + 80, XTy =Xy +2x+2y+2,
Vxyek Vxyekh.

Sa se studieze:

a) ce structuri algebrice reprezinta (R, 1) si (R, T);

b) daca operatia ,, | “ este distributiva in raport cu ,, T “;
c) daca (R, 1, T) este inel fara divizori ai lui zero.

(5 puncte)
Sa se rezolve in 7,4:
Grupa 1 Grupa 2
a) §x3+§x=6; a) 3x2 + 3x = 0;
2x+3y =1 2x+y=3
b TYT . b {SXTYTE
3x+2y=2 3x+3y=2
(4 puncte)
Testul 2

Pe multimea 7 se considera operatiile:
xly=x+y+a, xTy=xy+bx+3y+¢c, x,yel.

a) Sa se determine a, b, ccZ pentru care au loc relatiile: (2 1L 3) T1=41,
(21L1) T3=51si1T(2L.3)=(1T2)L(1T83).
b) Pentru valorile lui a, b, ¢ gasite, sa se precizeze daca (Z, L, T) este inel, sa
se afle % (Z) si multimea divizorilor lui zero.

(5 puncte)
a) Sa se determine n € N, n > 8, astfel incat in inelul (Z,, +, ) inversul
elementului 3 sa fie 7.
b) Pentru valorile lui n gasite sa se determine % (Z,,).

(4 puncte)
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O1.

02.

O1.

02.

Testul 3

Pe multimea E = R x R se introduc legile de compozitie:

(a, b)+(x y)=(a+x b+y);

(a, b)-(x, y) =(ax, ay + bx).

a) Sa se arate ca (E, +, ) este inel comutativ. Este acesta corp?

b) Sa se arate ca aplicatia f:E - #5(R), f(x, y)= (: y]' este morfism
x

intre inelele (E, +, -) si (.//{2 (R), +, )
(6 puncte)
(Univ. Bucuresti)
Fie A={0, 1, a, b} un inel cu patru elemente. Sa se arate ca:
a) functia f: A > A, f(x)=1+x este bijectiva;

b) ) f(x)=1+a+b sil+1+1+1=0.
xeA
c) daca A este corp, atunci 1 + 1 =0.
(3 puncte)
(Univ. Bucuresti, 1981)

Testul 4

Pe multimea € definim operatiile algebrice:
zy 12y =2,+29, 2) T23=2;-25 +(Imz,;)-(Imz,), V 2z, z, C.

a) Sa se arate ca tripletul (C, 1, T) este inel.
b) Sa se determine % (C).

X, ye D} sa se arate ca (.#, +, -) formeaza inel.

X
d) Sa se arate ca f:C > .4, f(x+iy)= [ o z) este izomorfism intre inelele

(€, L, T) si (4, + ).
(6 puncte)

2

Fie (A, +, ) un inel cu proprietatea ca x“ =x, V x € A. Sa se arate ca:

a)l+1=0;
b) inelul este comutativ;
c) daca A este corp, atunci A =7,.

(3 puncte)
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I1l. INELE DE POLINOAME

Multimea polinoamelor cu coeficienti
intr-un corp comutativ

In acest capitol se va considera un corp comutativ (K, +, ), unde
K reprezinta una dintre multimile @, R, € sau Z,, p numar prim.

1.1. Siruri de elemente din corpul K

+ DEFINITII
I- Se numeste sir de elemente din corpul K o functie f :N — K.
* Elementul a, =f(n)eK reprezinta termenul general al sirului.

Ordinea de scriere a numerelor naturale induce ordinea de scriere

a termenilor sirului si anume: ag, a;, ay, ..., a,, ... .

Pentru un sir de elemente din corpul K se va folosi notatia
f=(ag.a;, as,....a,,...) sau f ={a,}.

Doua siruri f=(ag,a,...,a,,...) si g=(bg. by, ..., by, ...) sunt
egale daca ag =bg, a; =by, a9 =by,...,a, =b,, ....
+ DEFINITIE
I- Un sir f=(ag,a;,....a,,...) se numeste sir finit daca exista un

numar natural p, astfel incat a,, =0, oricare ar fi m > p.

Asadar, un sir este finit daca are un numar finit de termeni
nenuli.

IS° Exemplu
«f,=(1,0,0,..0,..),f,=(9,005,00,...,0,..), fi,f cuelemente din R.

1.2. Operatii cu siruri de elemente din corpul K

Notam cu K™ multimea sirurilor de elemente din corpul K si cu
K™ multimea sirurilor finite cu elemente din K. Se observa ca are loc

incluziunea K(N) KN,
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+ DEFINITII
Fie f,geK™, f=(ag aj, ay,....a,,...), g=(bg, by, by, ..., by) doua
siruri.
eSirul heK™ h=(ag+bg, a; +by,...,a, +b,,...) se numeste suma
sirurilor f si g. Se noteaza h=f+g.
e Sirul heK™, h=(cg, ¢y, ..., ¢y, ...), unde pentru oricare meN avem
m
Cp =aoby +aiby g+ +agbg = Z ay -b,,_x se numeste produsul
k=0
sirurilor f si g. Se noteaza h=f-g.

15> Exemplu
*Fie K=Csif=(1L123-100,..),8=(0,1,10,0,10,0,...).
f-

Atunci f+g=(1,2,3,3,-1,10,0,..),f-g=(0,1,2,3,5,3,0,2,3,-1,0,0, ...).

E TEOREMA 1

Multimea K™ a sirurilor finite este parte stabila a multimii KN
in raport cu operatiile de adunare si inmultire a sirurilor.

Demonstratie
Fie f, g e K™, f =(agp. a5, ag, ..., 2y, 0,0, ...),
g =(bg. by, ..., by, 0,0, ...) astfel incat a,,, b, eK \ {0}.

a) Daca p > max(m, n), avem a, +b, =0 si astfel:

f+g:(a0 +b0, a1+b1,..., ap71+b O, O,...)EK(N).

p-1’
b) Fie p>m+n si f-g=(cq. ¢, Cg, C3, Cy, ...).

m p A
Rezulta c,, = kz‘bak b, x + D, &b, . In fiecare suma factorii

k=m+1

subliniati sunt nuli, deoarece ay,,; =ap.9 =...=a, =0 si by, =b, ;=

=...= bp = 0. Rezulta ca elementul Cp = 0.

Asadar, f-g= (CO, Cy, ...y Cp_15 0, 0, ) ceK™. =

< OBSERVATIE
e Daci p=m+n si a,, b, eK', atunci c,,, =a,, -b, eK'. Asadar,
m+n este rangul cel mai mare pentru care elementul c, este nenul.
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+ DEFINITII

¢ Orice element al multimii K™ pe care s-a definit adunarea si inmul-
tirea de siruri se numeste polinom cu coeficienti in corpul K.

*
eDaca feK™, f= (ag. a5, ag, ..., ay, 0,0, ...), unde a,, eK', elementele
ag, 4p, ..., a, se numesc coeficientii polinomului f, iar neN se
numeste gradul polinomului f si se noteaza n = grad(f).

e Coeficientul a, €K al polinomului f se numeste coeficient

dominant. Daca coeficientul dominant este egal cu 1, polinomul se
numeste polinom unitar sau moniec.

¢ Polinomul f = (O, 0,0,...,0,..) cu toti coeficientii zero se numeste
polinom nul. Polinomului nul i se atribuie gradul —o.

= TEOREMA 2
Tripletul (K(N), +, ) formeaza un inel comutativ fara divizori ai lui

zero (inel integru).
Demonstratie
Verificarea axiomelor de inel este lasata drept tema. Elementul

neutru in raport cu adunarea este polinomul nul e =(0,0.,...), iar fata
de inmultire este polinomul f =(1,0,0,...).

Sa aratam ca inelul este integru.

Fie f, ge K™ polinoame nenule, f =(ag.ay,....a2,,0,0,...), g=
=(bg. by, .... by, 0,0), grad(f)=n, grad(g)=m.

Notam f-g=(cg, ¢, ¢y, ...) produsul polinoamelor f si g. Numarul

Cmin =4, - by, este element nenul in corpul K, deci {-g este polinom

nenul. Asadar inelul este inel integru. B

> 0BSERVATIE
* Pentru p>m+n avem ¢, =0.

(] RETINEM!
grad(f - g) = grad(f) + grad(g).

Rezulta ca: grad(f-g)=m+n = grad(f)+grad(g).

0 TEMA

Sa se determine suma si produsul polinoamelor:
a)f=(1,2,-130,0,..),g=(-1,-2,1,1,0,0,..), f, g ®™;

b) £=(-1,0,0,0,1,0,0,..),g=(1,0,0,0,1,0,0, ...), f, gc @™;

A A A A A A A A A A A A A
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Q Forma algebrica a polinoamelor

2.1. Polinoame constante

Sa consideram multimea K&N) a polinoamelor de forma:

f=(a,0,0,...0,..),aekK

Daca f=(a,0,0,...),g=(b, 0,0, ...), a, beK, atunci:

f+g=(a+b,0,0,...)iar f-g=(ab, 0,0, ...).

Rezulta ca multimea KgN) este parte stabila a multimii K™ in
raport cu operatiile de adunare si de inmultire a polinoamelor.

Mai mult, functia F: K&N) —K,F(f)=a, unde f=(a,0,0,...) este
bijectiva si verifica egalitatile: F(f+g)=F(f)+F(g) si F(f-g)=F(f)-F(g).

Aceste proprietati ne permit sa identificam polinoamele de forma
f=(a,0,0,...) cu elementul acK. In acest mod multimea K%N) se
identifica cu multimea K.

Polinoamele de forma f=(a, 0,0,...) le vom numi polinoame
constante.

Daca xeK si f=(ag,a;,...,a,,0,0,...) € K™, atunci:
x-f=(x,0,0,..)(ag, a;, .... 2y, 0, 0, ...) = (xap, Xay, ..., xa, 0, 0, ...), (1).

Relatia (1) exprima regula de inmultire a unui polinom cu un
element din corpul K si anume:

Un polinom se inmulteste cu un element din K inmultind fiecare
coeficient al polinomului cu acest element.

2.2. Forma algebrica a unui monom

+ DEFINITIE

. N < .
eUn polinom fe KM se numeste monom daca are un singur
coeficient nenul.

5> Exemple
+£=(0,0,2,0,0,..),8=(,0,0,..,0,..),h=(0,10,0,...).

Un rol important in scrierea unui polinom il are monomul
X=(0,1,0,0,...) care se citeste ,nedeterminata X".
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Definim puterile nedeterminatei X in mod recurent:
X?=X-X,X"=X"1.X,n>2.

Se obtine:

X?=(0,0,1,0,0,...)

X% =(0,0,0,1,0,0,...)
X" =(0,0,...,0,0,0,0,..)
| S —

n zerouri
Se observa ca X2, X3, ..., X", ... reprezinta monoame.
Pentru monomul f, =(0, 0, ..., 0, @y, 0. ...), a, €K', avem scrierea:
f, =a, -(0,0,...,0,1,0,...) = agX*.

k zerouri

Asadar fi, =ay -X®, relatie care reprezinti forma algebrica a
monomului fj.

Numarul k e N reprezinta gradul monomului f,. Doua monoame
se numesc asemenea daca au acelasi grad.

2.3. Forma algebrica a unui polinom

Fie feRK™,f= (ag, aj, .2y, 0,0,...),a, €K un polinom de
gradul n.

Folosind operatiile cu polinoame avem:

f=(ag.0,0,..)+(0,a,,0,0,..)+(0,0, a5, 0, 0, ...) +... +

+0,0,...,0,2a,,0,0,..|=ay+a,X +a,X> +...+a,X".
%/—/

n zerouri

Asadar, f=ag+a;X+ a2X2 +...+a,X", scriere care reprezinta
forma algebrica a polinoamelor de gradul n in nedeterminata X.

Rezulta ca polinomul f este o suma de monoame.

Monomul ,a,X"“ se numeste monomul dominant al poli-
nomului f.

Scrierea unui polinom sub forma algebrica este unica, abstractie
facand de ordinea de scriere a monoamelor.
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Fie f, g e K™, f= ag+a;X+a,X? +...+a,X", g =by +b;X+b,X? +
+...+ b X™, grad(f)=n si grad(g)=m. Polinoamele f si g sunt egale
si scriem f=g, daca au acelasi grad si coeficientii respectiv egali:
M=% si ag=by, a; =by, ag =by, ... a, = b,. In particular, polinomul
f este egal cu polinomul nul daca toti coeficientii sai sunt nuli.

Pentru multimea K™ se va adopta notatia K[X] pentru a pune in

evidenta nedeterminata X.
In particular, avem multimile de polinoame Q[X], R[X], €[X],

Z, [X] adica multimile de polinoame in nedeterminata X cu coeficienti
in corpurile @, R, C, respectiv Z,,.

Se observi ca exista incluziunile @[X] e R[X] < €[X].
2.4. Valoarea unui polinom. Functii polinomiale

Fie f eK[X], f=ag +a,X +...+a,X", a,, K un polinom de gradul n.

+ DEFINITIE

Io Daca xeK, elementul f(x)=ay+a;x+..+a,x" €K se numeste

valoarea polinomului f in x.

IS Exemple
sFie feR[X]. f=1+X+X? si xe{-10,1}.

Atunci f(-1)=1-1+1=1f(0)=1+0+0% =1,f(1)=1+1+1=3.
¢ Fie f e €[X], f =2+ X*+X* si x e (i, iV3].
Atunci f(i)=2-1+1=2,f(iV3)=2-3+9=8.

< OBSERVATIE
Daca f, g € K[X], atunci au loc egalitatile:

e (f+g)(x)=f(x)+g(x),. VxeK;
e (f-g)(x)=1f(x)-g(x), VxeK;
o (f-g)(x)=1f(x)-g(x), VxekK
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«» DEFINITII
*Fie feK[X] un polinom nenul. Se numeste functie polinomiala
atasata polinomului f, functia f: K - K, f (x)=f(x), xeK.
e Functia f:K > K se numeste functie polinomiala daca exista un
polinom g € K[X], astfel incat f = g.

IS° Exemple
eFunctia f:€C—>¢C,f (z)=az+b,ace €’ este functie polinomiala atasata polino-
mului de gradul 1, f € €[X], f =b+aX.
*Functia f:#5 — 5, f (x) = 2x2 +3x +2 este functie polinomiala atasata polino-

mului f e Z5[X], f =2+ 3X + 2X2.

<> OBSERVATIE
e Daca f e K[X], atunci functia polinomiala f atasata lui f este unica.
Reciproca acestei afirmatii nu este adevarata.

I Exemplu
*Fie neN' si f, e #,[X], f, = X". Atunci fn (6) =0 si fn (i) =1. Asadar, pentru

oricare neN" functia f:Zy — Z,, f (6) =0, f (i) =1 este functia atasata pentru

fiecare polinom f,.

In cazul in care nu exista posibilitatea unei confuzii, se va nota cu
f functia atasata polinomului f € K[X].

0 Operatii cu polinoame scrise sub forma algebrica

3.1. Adunarea si inmultirea polinoamelor
scrise sub forma algebrica

Fie p eN si f, g e K[X] monoame de gradul p: f =a, X?, g = b, XP.
Avand in vedere modul de definire a adunarii polinoamelor obtinem:
(f+g)=ap +bp) X, (1).

Mai general, daca f, geK[X] sunt polinoame de gradul n,

respectiv m:
f=ay+a;X+a,X%+...+a,X",
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g=by+b,X+b,X*+...+b X",
polinomul suma se va scrie sub forma:

f+g=(ag+bg)+(a; +by) X +(ay +by)X> +...+(ap +bp)Xp . (2),
cu conventia ca a; =0, pentru i>n si b; =0, pentru j>m.

Relatia (2) ne arata ca suma a doua polinoame se face adunand
monoamele asemenea din cele doua polinoame.

I Exemple
sf=2+X+3X%2+6X3 g=1-2X+2Xx2-X5.
Avem f+g=(2+1)+(1-2)X+(3+2)X% +(6-1)X® =3-X +5X? +5X5.
of=-1+X-X2 g=1+X+X2 + X5,
Avem f+g=(-1+1)+(1+1)X+(-1+1)X?+(0+1)X> =0+2X +0-X? +1-X> = 2X + X°.

Fie f, g e K[X], f =la, XP, g = by X% doua monoame. Folosind defi-
nitia inmultirii polinoamelor se obtine: f-g=a,bg XP*d (3), deci

produsul a doua monoame de gradul p, respectiv de gradul q este un
monom de gradul p+q.

Analog, daca f, geK[X], f=ay +a;X+a,X> +...+a,X", g =by + b X +
+byX? +...+b X™ sunt polinoame de gradul n, respectiv m, vom
obtine, cu conventia ca a; =0, pentru i>n si b; =0 pentru j>m:

fg = ao ’bo +(a0b1 +alb0)X+(aob2 +a1b1 +azb0)X2 +...+
+(agbmin +@1Pman_y +---+amnbo ) XM, (4).

Produsul f-g este un polinom de gradul m+n. Relatia (4), care

da forma algebrica a polinomului produs f-g, poate fi usor obtinuta
daca avem in vedere inmultirea a doua sume, scriind:

f-g= (ao +a;X +a,X? +...+aan)(b0 +b, X + by X? +...+mem) si

efectuand calculele, avand in vedere regulile de inmultire a doua
paranteze si calculele cu sume si produse de monoame. De asemenea,
se are in vedere ca adunarea si inmultirea polinoamelor sunt comutative.

IS Exemple
s f=1+X+X2%g=1-X.
Se obtine: f-g=(1+X+X?)(1-X)=1-X+X-X?+X*-X? =1-X°

. f=(1+2X+X2)2 :(1+2X+X2)(1+2X+X2):1+2X+X2+2X+4X2+2X3+X2+

+2X3 + X% =1+4X +6X2%2 +4x3 + X4
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Sa se determine polinoamele f, g € €[X] de gradul 1, care verifica
egalitatile (X +1)f +(X-1)g=2X>-2 si {(2)=g(0).

Solutie
Fie f =aX +b, g=cX +d, a, ce C". Egalitatea data se scrie:
(X+1)(aX+b)+(X-1)(cX +d)=2X> -2.

Dupa efectuarea inmultirilor si adunarii se obtine:
(a+c)X®>+(a+b+d-c)X+b-d=2X>+0-X-2.
Egalitatea de polinoame conduce la egalitatile:

a+c=2,a+b+d-c=0,b-d=-2.

Rezultaca c=2-a,b=-a,d=2-a,a=aeC.
Asadar, f=oX -0, g=(2-a)X+2-a.
Din conditia {(2)=g(0) se obtine a =1 si f=X-1, g=X+1.

EXERCITII SI PROBLEME

El.

E2.

E3.

Sa se scrie sub forma algebrica
polinomul f si sid se specifice
gradul acestuia:

a)f=(1,0,1,2,3,-1,0,0,..)¢

e Q[X];
b) £=(0,0,0,1,2,-1,0,0,..)¢
eR[X];
¢) £=(0,1,0,1,0,i,-1,0,0,...)¢

e C[X];
€ 15 [X].

Sa se determine in functie de
parametrul m € R, gradul polino-

mului f e R[X]:

a) f=m+(m-1)X;

b) f=2+(m2—1)X +(m2—3m+
+2)X2.

Sa se determine gradul polino-
mului f, in cazurile:

EXERSARE
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E4.

a) feQ[X],f=2+(m-1)X%+
+(2m2 —3m+1) x3;

b) feZg[X], f=1+mX+
)

o) feZs[X], f=(m*+i)x%+
+(m+§)X+§;

d feC[X],f=m?>-1+2X+
+(m? - 3m +2) X% + (m? - 4) X%
e) f e C[X], f=1+(m2+1)X+

+mXx?2 +(m3 + m) x3.

Se considera feC[X],f=1+X+
+X2 + X3, sa se calculeze:
a) £(1+i), £(1-1), £(1+i3),

f(l— i\/g);
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E5.

E6.

E7.

b) £(1+42), £(1-42), £(3+242),
f(4+J§);

o) f[l"fju[“fj.
1+i 1-i

Sa se determine fe C[X], astfel
incat:

a) f=a+bX, f(i)=1, f(1-i)=1

b) f=a+bX+cX?, f(1)=f(i)=
=f(-i)+1=0.

Sa se efectueze suma polinoamelor
f, g C[X]:

a) f=1+X+X>+X3 g=1-X2—
-x3 4+ x%

b) f=1+(1+i)X+(1-1)X3 g=1+
+(1—i)X+(1+i)X3;

c) f=1+2iX+3X2,g=—1+iX2+
+(1+i)x3.

Sa se efectueze suma polinoamelor
f,ge2,[X]:

a) f=i+§X+:iX2,g=§+§X+
+X2+X3,p=5;
b) f=§+§X+X3,g=§+ZX+
+§X3—X4, P=7;

Al.

Sa se determine parametrii pentru
care polinoamele f si g sunt egale:

a) f, gcQ[X], f=2+3X+(m+1)X?,
g=(2m+4)+3X+(m2—1)X3;

b) f,geC[X], f=m+nX+(m+n)X2,
g=m2+n2X+2X2;

c) f,gel3[X],f=m+i+(m+§)X+

+2X32, g=n+ m?X + m®x2.

ES.

E9.

APROFUNDARE

A2,
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E10.

c) f=i+X+X2—X3,g=i+X—
-x2+x3_-x%*p=2.

Sa se efectueze produsul polinoa-
melor f, g ¢ C[X]:

a) f=X2+X+1,g=X2-X+1
b) f=X-1,g=X2+iX-1;

) f=1+X+X2+Xx3, g=1-X;
d f=(1+X)(2+X)(1-X),
g=(1-X)(2-X).

Sa se efectueze produsul polinoa-
melor f, g e Z,[X]:

a) f:i+X,g=i+X+X2,p=2;
b) f=2+X+X?% g=2+2X-X2,
p=3.

c) f=(i+§X)-X+X2,
g=(i+§x+x2)x,p=5.

Sa se determine polinoamele f, g
eR[X], f=aX+b, g=cX+d, in
cazurile:

a)X2 -f+(X2+1)g=X3+1;

b)(X+1)%(X+f)+(X+g)X=X3+1.

Fie feC[X], f=n2—1+(m+n)2X+
+(m2—1) X2. Pentru ce valori m,

n e C polinomul f este polinom nul?

. Se considera polinoamele f, g < C[X],

f=(a-b)X3+ (2a+b+1)X+a+1
si g=(2a-b-1)Xx3 +(a2+b2)X+
+1-Db. Pentru ce valori a, beC
polinoamele au acelasi grad?
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A4.

A6.

A7.

AS8.

A9.

Al10.Sa se determine a,beC,

Fie f e C[X], f=X?-aX - b. Sa se
determine a si b stiind ca f(1) =2,
f(-2)=8.

. Sa se determine f ¢ C[X]de gradul 2

daca f(1)=£(2)=0 si f(3)=6.
Sa se determine f € Z;[X] de gradul 2
daca f(i) =f(§) =2 si f(ﬁ) =3.

Fie f=1+aX+X?cC[X]. Sa se
demonstreze ca daca f(1+2z)=
=f(1-2),V zeC, atunci f este
patratul unui polinom de gradul 1.

Fie f cZ3[X], f=a+bX+cX?. Sa

se determine f stiind ca functia f
este egala cu functia polinomiala

atasata polinomului geZ;[X],

g=2-X+2x2,

Se considera polinomul f = 1+3x+
+X2 +2X3 c #5[X]. Sa se deter-
mine polinoamele gec Z;[X]|, de

grad cel mult 3, astfel incat f = g.

astfel
incat polinoamele f, geC[X], f=
g=2+bX

=a+ X, sa verifice

egalitatea f-g = X2 — 4.

All.

Al2.

Al3.

Al4.

Al5.

Sa se determine f ¢ C[X], daca:

a) f-(X2+2X+4)=X3—8;

b) f-(X2+X+1) =X+ X2+ 1;

o f-(1-X)(1+X%)=x°-1.

Fie f, geZ3[X], f=a+X+X?
g = b + aX. Pentru ce valori ale lui

»a“ si ,b" exista egalitatea:
(X+i)f—(x2 +§)g=x2 -X-X32

Aflati
cazurile:
a) grad(f)=2 si (f(x))2=f(x2),
V x e K;

b) grad(f)<2 si f(x*+1)=£(x)+1,
V xeK;

c) f(x—1)+2f(2—x)=x2+x+1,
V xe K.

polinoamele f e K[X], in

Sa se arate ca urmaitoarele functii
nu sunt functii polinomiale:

a) f:RoR f(x)=|x;

b) f:R> R, f(x)=x2+|x|;
c)f:C>C, f(z)=z+|z;
d f:C>C f(z)=2%+ z

Sa se arate ca oricare functie
f:Z; > Z3 este functie polino-
miala. Generalizare.

3.2. Impartirea polinoamelor

Fie (K,+ :) un corp comutativ si polinoamele f, geK[X], g

polinom nenul.

+ DEFINITIE

e A imparti polinomul f la polinomul nenul g in K[X] inseamna a

a)f=g-q+r;

114

determina polinoamele q, r e K[X], astfel incat:

b) grad(r) < grad(g).

(1)
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Polinomul {f se numeste deimpartit, g se numeste impartitor, iar
polinoamele g si r se numesc catul, respectiv restul impartirii.
Avand in vedere egalitatea f = g-q + 1, se obtine egalitatea:

grad(q) = grad(f)-grad(g).

In legatura cu impartirea a doua polinoame in inelul K[X] se pun
cateva probleme:

e Pentru oricare doua polinoame exista un cat si un rest al
Impartirii?

¢ Daca exista catul si restul impartirii, atunci acestea sunt unice?

¢ Prin ce algoritm se pot determina catul si restul impartirii?

Raspunsurile la aceste probleme sunt date de wurmatoarea
teorema.

E TEOREMA 3 (teorema impartirii cu rest)
Fie f, geK[X], g#0. Atunci exista si sunt unice polinoamele

q. r € K[X] cu proprietatile:
a)f=g-q+r;
b) grad(r) < grad(g).

Demonstratie
Unicitatea catului si restului
Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca exista poli-

noamele q;, gy, Ij, I, € K[X], astfel incat q, # gy, 1; # I, care verifica rela-
tille: f=g-q,+1,f=g-qy +1, si grad(n) < grad(g), grad(r,) < grad(g).

Atunci rezulta ca f=g-q; + =g-q, +1y, relatie din care rezulta
egalitatea g(q, —qy)=1, - 13.

Referitor la grade se obtine:

grad(g)+grad(q; —q,) = grad(r, —1;) < grad(g).

Contradictia rezultata conduce la egalitatea q; =q,, si apoi 1} =1,.

Existenta

Fie n = grad(f), m = grad(g). Deosebim cazurile:

1. Pentru n<m, avem f=0-g+f siseia q=0, r=1{.

2. Pentru n>m, fie f=ay+a,X+a,X> +...+a,X", g=by +b; X+
+by X2 +...+b XM,
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Consideram polinomul:

g =a, -b X*™.g=a X" +a,b, ;-bl -X"'+. . +bya, b X*™

Rezulta ca polinomul f; =f-g are gradul strict mai mic decat
gradul polinomului f.

Fie f; = co + ¢, X +CoX2 +...+ cnlxnl, n, <n.

e Daci n, <m, avem f; =f—a b X" ™g sau f=a, b X" Mg+f
siseia q=a, b X"™ sj r=f.

e Daca n; > m repetam procedeul anterior de micsorare a gradului
printr-o noua scadere, luand: gy =c, by XM ™.g si =1 -g,.
Evident n, = grad(fy)<n; <n.

Se repeta procedeul pentru perechile de polinoame (fy, g,) si se
obtin succesiv relatiile:

fi=f-g
£ = f Deoarece intre gradele polinoamelor
2 =1 g9 s o

f, i, £y, ..., £, ... exista relatiile:
f3 =15 - g3
.................. n>n; >ng>...>n, >... si me{l, 2, ..., nj,
fp+1 = fp —8pn1 atunci existid un numar seN’, astfel incat
.................. s < m.
fo =fs 1 -8

Adunand relatiile anterioare, se obtine:
f=f-g -85 —...— g grad(fy) =ng <m.

S
Asadar, f= (Z gk] +f, =g-q+1f,, deoarece fiecare polinom g,
k=1

m

verifica egalitatea g, =g-a- X" ™, cu aecK.

Luand r ={;, teorema este demonstrata. W

<> OBSERVATIE
e Teorema impartirii cu rest ofera un algoritm concret de determinare
a catului si a restului impartirii a doua polinoame.

IS Exemplu
+Fie feC[X], f=X3+X?+X+2,g=X?-X+1.
Construim polinoamele g; = X372 g=X-g= X3 -xX2% 4+ X.

Se obtine f; =f—g; =2X? +2, g5 =2g =2X? -2X+2 si f, =f; —g, =2X. Cum f,
are gradul mai mic decat gradul lui g, restul va fi r = 2X.
Avem f=f,+g +8, =fp +Xg=(X+2)-g+2X siastfel q=X+2 si r=2X.
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Algoritmul sugerat in demonstratia teoremei poate fi aranjat sub o
forma convenabila, urmand o cale analoaga impartirii cu rest a
numerelor intregi.

Se procedeaza astfel:

¢ Se imparte monomul dominant al deimpartitului la monomul
dominant al impartitorului. Se obtine astfel monomul dominant al catului.

¢ Se inmulteste monomul obtinut la cat cu impartitorul g si
produsul obtinut se scade din deimpartitul f. Se obtine polinomul f;.

e Se continua impartirea luand ca deimpartit polinomul f; si se
imparte monomul dominant al lui f; la monomul dominant al lui g
rezultand al doilea monom al catului.

¢ Se repeta procedeul anterior pana cand polinomul f; are gradul
inferior gradului polinomului g.

Polinomul f; va fi restul impartirii. Schema de calcul arata astfel:

(f): agX" +a, X" M+ v X+ag | bpX™ +by, XM .4y (8)

_aan _ anbm—lb;annfl —— anb;ann—m n - .
— .
primul monom al doilea
al catului monom
al catului
(f): (catul)

Restul (f;):

15> Exemplu
+ Sa se imparta polinomul f € €[X], f = X* + X2 +1 la polinomul g € €[X], g =X -1.
Secventele impartirii Schema impartirii
Monomul dominant al catului este deimpartitul

impartitorul

4-1 3 i =

X* =X°. Se obtine: (f) X4+ X241 X -1 (g)
o fi=f-X3g=f-X3(X-1)=X3+X>+1.
¢ Al doilea monom al catului este:

X3 =x2 (i) X>+Xx2+1

-x*+x3 X3 +X2+2X+2

catul

. 2 2
Se ob,tn.'le: LH=f-X gA: 2X- +1. _x3 4 X2
. Alztllellea monom al catului este ( fz) X2 +1
2X?1 =2X, jar f3=f, -2X-g=2X+1. )
e Al patrulea monom al catului este —2X" +2X
1-1 . (f3) 2X +1
2X7" =2, iar fy =f3 -2g =3 =restul.
—2X +2
(fy) 3

restul
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=)

OBSERVATII

1.In cadrul algoritmului anterior, asupra coeficientilor celor doua
polinoame f si g se efectueaza numai operatii de adunare si inmultire
in corpul K. Astfel, va rezulta ca polinoamele cat si rest vor avea

coeficienti in corpul K.

impartirii lui f la g.

.Fie f,geK[X] si f=gq+r, unde q este catul, iar r este restul

Daca impartim fla g, =ag, a € K, putem scrie { =agq; + 1.

Dar f=gq+r= ag(a’lq) +r=agq; +r si din unicitatea catului si

restului rezulta r, =t si q; =a 'q.

EXERCITII S1 PROBLEME

El

E2.

E3.

. Sa se efectueze impartirile de poli-
noame in C[X]:

a) f=X3+X+1,g=X-1

b) f=X*+2X3+X+2,
g=X2+X+1;

o) f=(X+1)(X+2)+X3,
g=(X-1)(X+1);

d) f=X3+xX*+x%2+1,g=x2+1;
e) f=X4+iX2+X+i,g=X+1;
Hf=X*+(1+1)X3-i+1, g=X>+i
Sa se efectueze impartirile de poli-
noame in 7,[X]:

a) f=x3+x%2+1,g=X+2,p=3;
b) f=2X4+§X+§,g=X+§,p=5;
) f=X3_-xX*+Xx-1,g=xX2+1,
P=2;

d) f=(X2+i)2+2(X3+§),
g=(X+i)2+i, p=3.

Sa se determine polinomul g e C[X]
stiind ca f=X>-X?+X+15¢C[X],

EXERSARE

118

E5.

impartit la g da catul q =X+2 si
restul r =1.

Sa se efectueze impartirile de poli-
noame in C[X]:

a) f=(x-1)%+(x+1)%,
g=(x-1)2+(x+1)%;

b) f=(X-1%(X+2)+(X+1)?(X+2),
g=X24+4X+1;

c) f=(X-1)(X+2)(X+3)+X,
g=X(X+1);

d f=X(X-i)(X-2i)(X-3i),

g =(X+i)(X-i).

Sa se efectueze in Z,[X], impar-
tirile:

a) f= (X+
= (x+2)(x+3)(x+3),

2
, p=5;

2
,Pp=3;

3)°, g=(x+i)
(2x+i)
=(X3+X+i)2,g=(X2+i)2,
P="7.
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Al.

A4.

Sa se determine catul si restul
impartirii polinomului f la g:

a) f=X6+§X4+§, g=X2+§, in
75 [X];

b) f=X8+2Xx*+X2+1, g=X*+X+1,
in Z;3[X];

c) f=2X0:3x8.:2X+2,g=X%+
+X*%+2, in 75[X].

. Sa se determine parametrii pentru

care restul impartirii polinomului
feK[X] la geK[X] este cel
specificat:

a) f=X'+X-a,g=2X+1r=0,
K=C;

b) f=ax3+bx2+2,g=x2-1,
r=2X, K=KR;

c) f=X3+ax2_-bxX+1,g=X2-
-3X+2, r=X-1,K=€;

d f=x%+ax?2+2X+1, g=X-
—2,1‘=1,K=l3;

e) f=X*+2x%31aX+b, g=2x>-
-1, r=X+1,K=1Z;.

. Fie r restul impartirii polinomului

f e C[X], f =X* + X% +1 la polinomul
g = X2+ 2X € C[X]. Sa se arate ca
sirul (r(n)) , este o progresie aritme-
tica.

Sa se afle restul impartirii polino-
mului f ¢ K[X] la polinomul
(X-a)(X-b), in cazurile:

a) a=1,b=2,K=Q, f(1)=3,
f(2)=2;

b)a=ib=1+i, K=C, f(i) =1,
f(1+i)=-i;

ca=1b=3 K=7 £(i)=0, £(-2) -1

APROFUNDARE

A5.

A6.

A7.

A9.
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AlO.

Sa se determine polinoamele de
gradul al treilea, fcR[X], stiind
ca f impartit la X% + X da restul
r=X+1 si impartit la X2-X da
restul r; =3X +1.

(Univ. Craiova, 1997)

Fie
Sa se determine a, beQ

feQ[X], f=X3-3X%+aX+b.
pentru

care f impartit la X -2 da restul O
si impartit la X -1 da restul 4.
(Univ. Transilvania, Brasov, 2002)

Polinomul fecR[X] are coefi-

cientul dominant 1. Sa se deter-
mine f si a, belR stiind ca f im-
partit la X-a da catul x2 -
-3X + 4, iar catul impartirii lui f

la X-b este X2 -4X +2.

Un polinom feR[X] prin impar-
tireala X-a, X-b, X-c da catu-
rile q;, 95, q3. Sa se arate ca
(b-a)q;(b)+(c-b)gy(c)+
+(a-c)qz(a)=0.

Un polinom fec C[X] impartit la

X-1,X+1 si X+4 da resturile

15, 7, respectiv —80.

a) Sa se afle restul r al impartirii

lui fla (X-1)(X+1)(X+4).

b) Sa se determine:
r(1)+r(2)+...+r(n)

n>01:2+2-3+..+n(n+1)

Sa se determine fecC[X], f=X*+

+aX3 +bX2% +cX + 3, stiind ca
impartit la X2 -1 da restul R;,
impartit la X2 +1 da restul R, si
R, -R, =5X2 - 28X +15.

(ASE, Bucuresti, 2000)
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All.Se considera polinomul fe C[X], || A12. Fie neN,P, @ T eR[X], P=X"+

f= (X + 1)10 , avand forma algebrica +x20+1 | x3n+2 Xn2+n—1’
f=ag+a;X+ayX” +...+a;0X"°. @=X"14x"2, . +X+1 si T
a) Sa se calculeze f(0). restul impartirii lui P la Q. Daca s

este suma patratelor coeficientilor
polinomului T, atunci:
n(n+1)
2 ;
c)s=0;d) s=n+5; e) s=16.
(ASE, Bucuresti, 2003)

b) Sa se calculeze suma coeficien-
tilor polinomului f.

c) Sa se arate ca a0+a2+...+a10=29. a)s=n12;b) s=
(Bacalaureat, august, 2002)

3.3. Impartirea la X - a. Schema lui Horner

Fie f eK[X], f=ag +a;X +a,X> +... +a,X" un polinom de gradul n
si g=X-aeK[X].

[ TEOREMA 4 (a restului)
Restul impartirii polinomului nenul feK[X], la polinomul
g = X-a e K[X] este egal cu valoarea f(a) a polinomului f in a.
Demonstratie
Din teorema impartirii cu rest se obtine: r=f(a)
f=(X-a)q+r, grad(r) <1, deci reK.
Rezulta ca f(a)=0-q(a)+r, deunde r=f(a). W

Teorema restului este eficienta pentru determinarea restului
impartirii unui polinom prin X —a, fara a efectua impartirea.

Se considera polinomul f e €[X], f = X*" +5X"*! +7. Sa se deter-
mine restul impartirii polinomului f la X -i stiind ca impartit la
X -2 darestul 151.
Solutie
Din teorema restului se obtine ca 151=r=f{(2) = 220 4 5.20%1 4 7,
Se obtine ecuatia exponentiala 22" +10-2" —~144 =0. Se noteaza 2" =a
si rezulta ecuatia a®+10a-144=0, cu solutiile ae {8, -18}. Avem
2" =8 cu solutia n=3. Asadar f = X% +5X* +7. Restul impartirii lui
la X—-i este r=f(i)=11.
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Schema lui Horner
Fie feK[X],f=ag+a;X+a,X?+...+a,X", polinom nenul de
graduln si g=X-aeK[X].

Notam q=bgy+b;X+byX? +...+b, ;X" catul impartirii polino-
mului f la g. Din teorema impartirii cu rest se obtine:
f= (X—a)(bo + b1X+...+bn_1Xn_1) +r=r-abg +(bg —ab; )X +

+(b; —aby ) X? +...+(b,_; —ab, ) X", (1).

Identificand coeficientii celor doua polinoame in relatia (1) se
obtine:
Aceste relatii permit deducerea in mod

A =bna
recursiv a coeficientilor catului b,_;, b,_o,

an1=byg—ab, . .
..., by, by si arestuluir.
Avem:

bn—l =an

dp-o = bn—3 - abn—2

bn—2 =ap 1+ abn—l
bn—S =ap o+ abn—2

In mod practic, pentru determinarea coeficientilor b, ;, b, 5, ...,
b,, by ai catului si a restului r se alcatuieste urmatoarea schema:

Coeficientii lui f in ordine descrescatoare a gradelor monoamelor
an an-1 adn-2 =51 A9
b,;=a, | bpja+a,; | byoa+a, o bja+a; | bga+a

bn—l bn—2 bn—3 bO r
Coeficientii catului Restul

Aceasta schema de lucru in care se opereaza numai cu elementul

bk zbk—l ratayg g, k E{l, 2, ..., 1'1—1}
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Frobleme reyolvale

1. Sa se efectueze impartirea polinomului f la g, daca:
a) f,geQ[X], f=X*-3X%+4X>-3X+1, g=X-2
b) f, g R[X], f=3X"-4X> +3X*-X-5,g=X+1
c) f,geR[X], [=8X>-2X?>+X+2,g=2X-1.

Solutie
a) Folosim schema lui Horner pentru a = 2. Avem:
1 -3 4 -3 1
a=2 1 1-2-3=-1 -1-2+4=2 | 2-2-3=11]1-2+1=38

Catul impartirii este q =1-X2 + (-1)- X2 +2X +1, iar restul r=3.

b) In acest caz avemg = X —(~1), deci a=-1. Schema lui Horner:
3 0 -4 3 -1 -5

ae 1|3 +0=](3)-CD) -4 =)D +3=|4-(D)-1=|(-5)-)-5=
-3 =i 4 -5 0

Se obtine q =3 X* +(-3) x3 +(-1) X2+ & X+ (-5) si r=10.

c) Scriem g =2(X—%j. Vom imparti mai intai polinomul f prin

X —é. Alcatuim schema lui Horner cu a = l

8 -2 1 2

1

a=— 8 2 2 3
2

Se obtine catul q; = 8X2 +2X +2 si restul r; = 3. Catul impartirii

luifla geste q = %ql =4X? + X +1, iarrestul r =1, =3 (vezi observatia 2,
§3.2.)

2. Fie f, ge#5[X], f =2X° - X* +2X%2 + mX +1, g = X +2. Sa se deter-

~

mine m € Z3, stiind ca restul impartirii lui fla g este r = 2.
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Solutie
Aflam restul impartirii polinomului f la g prin schema lui Horner.

Avem a=-2=1.

-1

~

m 1

A

1

>
N> [ N>

a=1

—> | O

O\

m m+1

m

Restul impartirii este r=m+1 si se obtine ecuatia m+1=2, deci

=1

EXERCITII SI PROBLEME

El.

E2.

E3.

Sa se determine restul impartirii
polinomului feK[X] la X-ae

e K[X], in cazurile:

a) f = X3 - 2007X? + 2006, a =1,
K=K;

b) f=2X8_-3x" +X+1,a=-1,

K=0Q;

c) f=X9+2X*+3,a=i, K=C;
d) f=§X7+:iX6+§X+§,a=§,

K=17;.

Sa se determine m € K cu propri-
etatea ca polinomul f e K[X], im-

partit la g =X -ac K[X] da restul
specificat:

a) f=X2+mx?+3X-m, a=2,
K=C, r=17;

b) f-X*+mx%2+2,a=--i, K=¢,
r=38+i;

c) f=§X4+§X3—mX+i,a=§,

~

K=l7, r=3.

Sa se determine catul si restul
impartirii polinomului feR[X] la

polinomul g € R[X]:

EXERSARE

E4.
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a) f=X5%+4xX*+3x%2+X-2,
g=X-2;

b) f=-2x*+3x3+5x%2-6x-1,
g=X-3;

c) f=3X%X%+2xX%*+2X2+X+2,
g=X+1

d f=Xx8+x%+x2+1,g=X+2;
e) f=6X3+2X+2,g=2X-1;

f=x*+3x2+X-6,g=2X+1.

Sa se imparta polinomul f e K[X]
la polinomul g ¢ K[X] prin schema
lui Horner:

a) f=X3+X2+X+1,g=X-1i,
K=C¢C;

b) f=X*-X3+X2_-X+2,g=X+i,
K=C;

c) f=2X3+X-i, g=X+2i, K=C;
d) f=X4+§X3+§X+i,g=X+§,
K=l5;

e) f=2xX%_-3x3+4X-4,g=2x-
-1, K=1;.
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Al.

A4.

A6.

Sa se determine melR, astfel
incat restul impartirii polinomului
feC[X], la X +i sa fie numar real,
daca:

a) f=X3+mX2+mX+3;

b) f=X4—(m2—1)X—8i.

. Sa se determine m < R astfel incat

restul impartirii polinomului f e
ceR[X], f=2X>-mxX?+X-7 la

X -2 sa fie 3.
(Univ. Transilvania, Brasov, 2002)

Se considera polinomul fecR[X], f=

=X*+X3%+aX+6a. Sa se deter-
mine parametrul acR, astfel
incat restul impartirii polinomului
f(X+2) la X+1 sa fie egal cu

-12.
(Univ. Transilvania, Brasov, 2002)

Impartind polinomul f e C[X], f=

=2X3_-mx2+nX-6 la X-3 si
X +1 se obtin resturi egale cu -2.
Sa se afle restul impartirii polino-
mului fla X - 2.

Sa se determine catul si restul impar-
tirii polinomului f = 3X3 + mXx2 +
+15 € R[X] la polinomul g = X -
-2eR[X], stiind ca restul impartirii
acestuia la 2X -1 este r = %

Sa se determine a, be Z5[X] sti-
ind ca impartind polinomul f e
eZ5[X], f=X3+ax2+4X+b, la po-
linoamele g,, g5 c Z5[X], g, =X -

APROFUNDARE

-1, go = X+1 se obtin resturile

A7. Sa se determine restul impartirii poli-
nomului f e C[X], f=X""-3X"+4
la X+2eC[X], stiind ca restul impar-

tirii lui fla X -2 este -12.

A8. Impartind polinomul fc C[X], f =

=X™4+X"+1 la polinomul X-
-2 e C[X] se obtine restul 13 si
impartindu-l11la X - 4 € C[X] se ob-

tine restul 81. Sa se determine
restul impartirii lui fla X - i.

A9. Polinomul fcK[X] impartit la
X-aecK[X] si X-beK[X] da
caturile q; si q,. Sa se arate ca

q1 (b) =q2 (a).

Al10.Sa se determine polinomul fe
eZ3[X], f=X%+ax” +2X3+ X + b,
stiind ca impartit la g=X-2 da

~

catul q si restul r=2, iar q im-

partitla g, =X+ 2 da restul = 0.

All.Se considera polinomul fe C[X],
f-x*+x3+ X%+ X+2. Sase deter-

mine catul impartirii polinomului f
la polinomul g=X-cosa+isinae
eC[X], ae [0, g), stiind ca restul

impartirii este r =1+ i(l + \/5)
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o Divizibilitatea polinoamelor

4.1. Relatia de divizibilitate pe multimea K[X]

Problomd el
Fie f, ge R[X], [ =2X° +3X? +3X +2, g = X +1.
Sa se determine catul si restul impartirii polinomului f la g.

Solutie
Aplicam schema lui Horner si rezulta:
2 3 3 2

Se obtine catul q = 2X2 +X+2 sirestul r=0.
Asadar f = g-(2X2 +X+2).

Se observa ca la aceasta impartire restul este polinomul nul. Ca si
in cazul impartirii numerelor intregi, impartirea cu rest zero constituie
un caz special.

«» DEFINITIE
e Fie (K, +, ) un corp comutativ si polinoamele f, g € K[X].
Spunem ca polinomul g divide polinomul f daca exista un polinom
h e K[X] astfel incat f =g-h, (1).

Daca polinomul g divide polinomul f vom scrie g | f (se citeste .g
divide f*) sau f : g (se citeste ,f este divizibil cu g).

Polinomul g se numeste divizor al polinomului f, iar polinomul f
se numeste multiplu al polinomului g.

<> 0BSERVATIE
e Polinomul feK[X] se divide cu polinomul geK[X], g+0, daca si
numai daca restul impartirii lui f la g este polinomul nul.

4.2. Proprietati ale relatiei de divizibilitate

Relatia de divizibilitate pe multimea de polinoame K[X] are

proprietati asemanatoare cu relatia de divizibilitate pe multimea 7Z a
numerelor intregi.
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P1. Relatia de divizibilitate pe multimea K|[X] este reflexiva
«f]f,vfeK[X].
Intr-adevar f =1-f, deci f | f.

P2. Relatia de divizibilitate pe multimea K[X] este tranzitiva
eDaca f, g, heK[X].f| g si g| h, atunci f | h.
Intr-adevar, din ipoteza rezulta ca 3Ju, veK[X], astfel incat

g=f-usih=g-v. Seobtineca h=g-v=(f-u)-v=f-(uv), deci f | h.

P3. Polinomul nul f =0 < K[X], este divizibil cu oricare poli-
nom g c K[X], deoarece 0=0-g. Se spune ca f =0 este cel mai mare

element in raport cu divizibilitatea pe K[X].

P4. Polinoamele constante f =a, ac K, sunt divizori pentru
orice polinom din K[X].

P5. Daca f, g, he K[X], astfel incat f| g si f| h, atunci
f| (ug + vh), V u, ve K[X].

Intr-adevar, fie o, B € K[X], astfel incat g=af, h=pf. Rezulta ca
ug+vh=u-(af)+v-pf =f-(au+pv), deci f| (ug+vh).

+ DEFINITIE

I * Polinoamele f, g € K[X] se numesc asociate in divizibilitate si se

noteaza f ~ g, daca f| g si g| f.

[ TEOREMA 5

Polinoamele nenule f, g e K[X] sunt asociate in divizibilitate daca

si numai daca 3a eK \ {0}, astfel incat f=a-g.
Demonstratie

Daca f=ag, atunci g|f si cum g=a ' f, rezulta f|g, deci
f~g.

Reciproc, fie f~g. Atunci f| g si g|f. deci exista u, veK[X],
astfel incat f =ug si g=vf. Se obtine ca f =uvf si cum f este nenul,
rezultd ca uv =1. Asadar u, ve K \ {0} si teorema este demonstrata. B
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IS Exemple
+ Polincamele f, ge €[X],f=2X?+X+1 si g=4X?+2X+2 sunt asociate in
divizibilitate, deoarece g = 2f.

* Polincamele f,ge#5[X],f=2X2+X+3 si g=X2+3X+4 sunt asociate in

divizibilitate deoarece g = 3f.

Probleme regoloate

1. Fie f eK[X]. Sase arateca f e “)//(K[X]) daca si numai daca f ~ 1.

Solutie
Presupunem ca f~1. Atunci exista ae K', astfel incat

f=a-1=aecK’, deci f este un element inversabil in inelul K[X].
Reciproc, fie f e #(K[X]). Rezulta ca exista geK[X], astfel incat
f-g=1. Atunci grad(f)+grad(g)=0, deci grad(f)=0, si cum f este

nenul se obtine ca f e K'. Asadar f ~1.

6n+1

2. Sa se arate ca polinomul f = (X +1) + X572 ¢ R[X] se divide

cu polinomul g =X? +X +1¢R[X].

Solutie
Avem g=X?+X+1 si X+1=g-X?. Folosind binomul lui Newton
rezulta ca:

(X N 1)6n+1 _ (g 3 X2 )6n+1

=9 8% 1k, 8% -(—X2 ) -
wognag (x2)" vegn (%2 s g n-x12, ),

Asadar, f=(X+1)°"" 4+ X602 g . p 4 X642 X142 _ gy _ X602,
(X% -1) = g-h X572 (X7 -1)(X°" +1), (.

Dar, X¥ -1=(X3)" -1=(X3 -1)(X32 + X300 4+ X% +1) =

:(X3 —1)-h1, iar din relatia (2) se obtine ca f =g-h-X®""?(X-1)gh,

deci f este divizibil cu g.
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4.3. Cel mai mare divizor comun al polinoamelor

+ DEFINITIE

* Fie f, g K[X]. Un polinom d e K[X] se numeste un cel mai mare
divizor comun al polinoamelor f si g daca:
1. d este divizor comun al lui f si g, adica d | f si d| g:
2. oricare ar fi alt divizor comun d; al polinoamelor f si g, atunci
d, | d

Daca d este un cel mai mare divizor comun pentru f si g, el se
noteaza cm.m.d.c.(f, g) sau, mai simplu (f, g).

+ DEFINITIE

I° Doua polinoame f, g e K[X] se numesc relativ prime (sau prime

intre ele) daca (f, g) ~ 1.

[ TEOREMA 6
Fie f, g € K[X] doua polinoame nenule si % ={d e K[X]| d este un
cmm.d.c.(f, g)}.
Daca d;, dy € 4, atunci d; ~ d,.

Demonstratie
Deoarece d),dy €%, atunci d;|d,, dar si dy|d,, conform

conditiei 2 din definitia cm.m.d.c.(f, g). Asadar d; ~d,. B

Teorema 6 ne asigura ca fiind date doua polinoame f, g e K[X],
polinomul (f, g) este unic, abstractie facand de un factor multiplicativ

E3
ackK.

In continuare vom considera ca polinom care sa desemneze (f, g)

polinomul wunitar, iar pentru polinoamele constante, polinomul
constant 1.

Rezulta ca doua polinoame f, g e K[X] sunt prime intre ele daca

(f. g)=1.
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Demonstratie
Din teorema impartirii cu rest, exista qeK[X] astfel incat

f=g-q+r, grad(r)<grad(g).
* Daca r =0, are locrelatia f=g-q si (f, g)=g=(g 0)=(g. r).
*Fier=0 si d=(f, g). d, =(g r).
Deoarece d|f si d| g rezulta ca d| (f-gq). deci d|r si astfel
d| (g r)=d
Din relatia d; =(g, r) si f =gq+r se obtine ca d, | f, deci d; este

divizor comun pentru f si g. Rezulta ca d, | d si, astfel d, ~d. W

Aceasta teorema ofera posibilitatea calcularii polinomului (f, g),
folosind polinoame de grad mai mic.

" Exemplu
Fie f, ge R[X], f=X*-3X%+2,g=X>-

Avem: f = g~X+- Rezulta ca (f, g) - Asadar problema s-a

redus la a calcula c.m.m.d.c.(X3 X, -2x2 +2). Avem g=X3-X=X(X-1)(X+1) si

r=-2(X-1)(X+1). Se obtine ca cmm.dc.(f, g) = (X-1)(X+1)=X> 1.

Demonstratie

a) In cazul f=g=0, polinomul nul este un c.m.m.d.c. al poli-
noamelor { si g.

b) Daca f#0 si g=0, avem (f, g)={, iar daca f=0, g+#0, avem

(f.g)=g.
c) Sa consideram f si g polinoame nenule. Din teorema impartirii
cu rest, exista polinoamele q,, r; € K[X], astfel incat:

f =gq, +1, grad(ry) < grad(g).
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Conform teoremei 7 avem ca (f, g)=(g, ).

e Daca 1, =0, atunci (f, g)=(g 0)=g si teorema este demon-
strata.

e Daca 1 #0, exista polinoamele gy, 1, € K[X], astfel incat
g=r1q, +1,, grad(r,)<grad(r) siastfel (g, 1) =(1, ).

Pentru 1, =0, (g 1) =1, siastfel (f, g)=n.

In cazul in care 1, #0 se continua procedeul obtinand sirul de
relatii:

f=gq,+n. grad(n ) < grad(q,)
g=n1(y + 1y, grad (1, ) < grad(n)
I = Ihqg + I3, grad(r3) < grad(ry)
-1 =In9ns +Inyas grad(rn+l) < grad(rn)

Deoarece grad(q)>grad(r)> grad(r,)>...>grad(r,)>...20, se for-
meaza un sir descrescator de numere naturale. Rezulta ca exista peN
astfel incat r, #0 si rp,; =0.

In acest caz se obtine:

(. 8)= (g 1) = (1 12) = o= (1. Tp) = (1. O) = 1.
Asadar, polinomul r, este un (

cmm.d.c.(f, g). &

Din demonstratia teoremei rezulta
si un algoritm de determinare pentru

cmm.d.c.(f, g). Acesta este ultimul rest

nenul in sirul de polinoame:
f,g1.0,.. , 0.

Acest algoritm poarta numele de
algoritmul lui Euclid de determinare a A fost i T y
= : ost unul dintre marii

c.m.m.d.c. pentru doua polinoame. matematicieni ai Antichitatii,
. . cu rezultate in toate ramurile
%é/etnaxwluala/ Qatematidi' J

Sa se determine cm.m.d.c.(f, g)

EUCLID din Alexandria
(325-265 L.Hr.)

pentru:
f,geR[X], f=X*-3X%+X*-3X+4,g=X>-1.
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Solutie
Alcatuim sirul de polinoame, prin impartiri succesive:

f,gn=X>-2X+1r,=8X%8 r; =0.
Rezulta ca (f, g)~3(X-1). Conform conventiei de a desemna

c.m.m.d.c. prin polinoame unitare, avem (f, g)=X-1.

<> OBSERVATIE
* Pentru obtinerea sirului de polinoame f, g 1, Iy, ..., I,, O conteaza

doar restul impartirilor efectuate. Acest fapt permite simplificarea
sau Inmultirea acestora cu elemente din corpul K pentru ca
impartirile sa fie mai comode.

Astfel, sirul anterior poate fi scris:
f,gn=X>-2X+1r, =X=1,1; =0.

E TEOREMA 9 (Etienne Bezout)
Fie f, g e K[X] si d=(f, g).

Atunci exista polinoamele u, v e K[X], astfel incat d = uf + vg,

Demonstratie
Aplicand algoritmul lui Euclid se obtine sirul de egalitati:
f=g-q+n (1) n =f-gq, =of+pg, 1)
1"
g=n(g +1 2) I =g-1qy =asf +Bog, (2
(29
I =Ixqg + 13 3) r3 =1 —Thqg = ogf +B3g, (3)

Ih 2 =T 19n + 6 =H1dn + d (n-2)

Prin inlocuire din aproape in aproape se obtine: 1, = oy + B g, (K'),
siinfinal d=r, =a, -+, -8

Luand u=a,, v=0,, teorema este demonstrata. &
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IS° Exemplu
sPentru f, geC[X], f=X*-3X%+X?-3X+4,g=X3-1 din problema rezolvata,

rezulta ca d =3(X-1)=1:(-X-2)+g-(X>-X-5).

+ DEFINITIE
*Fie f, geK[X]. Un polinom m e K[X] se numeste un cel mai mic
multiplu comun al polinoamelor f si g daca:
1. f | m si g| m (m este multiplu comun pentru f si g);

2. oricare ar fi m; e K[X], multiplu comun pentru f si g rezulta

m | m,.

Pentru un cel mai mic multiplu comun al polinoamelor f si g se
foloseste notatia c.m.m.m.c(f, g) sau [f, g].

Daca f, g e K[X] sunt polinoame nenule si m este un cm.m.m.c.(f, g),
atunci oricare polinom m; ~ m este un cm.m.m.c.(f, g).

Se va considera de regula ca polinomul [f, g] este polinomul
unitar.
Pentru determinarea [f, g] se foloseste relatia:

f-g~(f, g)[f. g]. (1).

< OBSERVATIE
e Se poate defini c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. pentru trei, patru sau mai
multe polinoame.

Astfel: (f, g, h)=((f, g). h) si [f, g h]=[[f. g]. h] etc.
Brobloms lwali
Sa se determine [f, g] pentru f=X*-3X> +X*>-3X +4 si g=X3-1.

Solutie
Din relatia (1), f-g ~ (f, g)-[f, g]. avand in vedere ca (f, g)=X-1 se

obtine: [f, g]~ (X* -3X%+ X* -3X +4)(X® -1): (X -1) = (X* -3X°% +

+X2 —3X+4)(X2+X+1)=X6—2X5—X4—5X3+2X2+X+4.
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EXERCITII S1 PROBLEME

El.

Sa se arate ca polinomul f e C[X]
se divide cu polinomul g e C[X] si
sa se determine catul impartirii lui
flag:

a) f=X*-x3+X2_-X-4,g=X+1;
b) f=2X%+Xx*-3x%-4X+4,
g=X-1

¢ f=X"-X*_3X+3, g=(X-1)%;

EXERSARE

c) f=x*+4x3+3x2-4Xx-4,
g=x3-2xX2_5X+6,K=R;

d f=x*-3x2+2,g=x%+4,
K=175;

e) f=X6+X5+§X+§,g=X3—X2+
+X+1, K=13.

2 2 2 2 E4. Sa se determine parametrul m € K
Q) £=(2X*+X+2) +(2X>-X+2) - .
pentru care polinomul f ¢ K[X] se
-2X%, g=xX%+1; divide cu polinomul g € K[X]:
e f=X%+(x-1)*, g=X2-X+1. a) f=X3+mx2+4,g=X-2K=¢;
w4 3 B _
E2. Sa se arate ca polinomul f e Z,[X] b) £=X"+mX" +(m-1), g=2X+3,
K=K;
se divide cu polinomul g e 7Z,[X], . s .
in cazurile: c) f=X"+X"+mX+m, g=X+2,
a) f=X*+Xx2+1,g=%X2+X-2, K=15;
p=3; d)f=X4+(m+i)X+§m+§,
-x%4.3%2,ax_1 = 3 ~
b) f=X"+3X“+4X-1,g=X+3, g-X-3, K=1s.
P=5;
o) f=-x®4+x%_-3x*_4x3+x2%_ E5. Sa se determine c.m.m.m.c. pentru
-2X+2,g=X2+X-3, p=5. polinoamele f, g c K[X]:
f-x2-1,g-X>-X,K-@
E3. Sa se determine c.m.m.d.c. al poli- a) g e
noamelor f, g ¢ K[X]: b) f=X2>+1,g=X2-iX, K=C;
a) f=Xx2-2X, g=x3-2x-14, c) f=X*+x%2+1,g=x3+X2+X,
K=0C; KelR;
b) f=X°-1,g=X3+X>+X+1, d f=X2+X+1,g=X*+2,K=17,.
K=0;
APROFUNDARE
Al. Sa se determine a, be K pentru c) f=X*+x3+ax2+X+b,

care polinomul fe K[X] se divide
cu polinomul g € K[X], in cazurile:
a) f=2x2+aX+2,g=X+a, K=1Z3;
b) f=X4+X3+aX+i, g=§X+i,
K=175;
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g=X2+1,K=12g;

d) f=X5+X3+aX2+i.g=X2+a,
K=173;

e) f=X4+aX2+i,g=X2+bX+i,
K=1Z3.
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A2,

A4.

Fie f e R[X], f=X?+2X + m. Sa se
determine m € R pentru care poli-
nomul geR[X], g= f(X2 +2X) se

divide cu f.
(Univ. Tehnica Cluj-Napoca, 2000)

Pentru n e N’ se considera polinoa-
mele f=X(X+1***"+(m-1)X"¢
eR[X], g=X?>+X+1eR[X]. Daca
M={meR| f divizibil cug} si S=

=) m?2, atunci:

meM
a) S=1; b)S=2; c) S=3;
d) S=4; e) S=5.

(ASE Bucuresti, 2005)
Sa se determine m e R stiind ca
polinomul f e R[X], f=X>-3mx? +
+4(m2 + I)X— m> -5 se divide cu

g=X-1eR[X].

. Sa se determine a, b, c ¢ C, astfel

incat polinomul feC[X] sa se
divida cu g € C[X]:

a) f=X*-3x3+bXx2 +aX+b,
g=x>-1

b) f=aXx3 + bX2 - 73X + 102,
g=X2_-5X+6;

c) f=ax3 +bx2-37X +14,
g=X2+X-2;
d)f=X4+aX3+iX2+b,g=X2—i;
e)f=X4+aX3—bX2—cX+8,
g=(X-1)(X-bX+8);

f) f=Xx%_ax*-2x3%_-bx2-3x+
+c,g=X3+1.

A6.

X-2,X-3,X-4
egale.

A7.
+d, g =3aX? +2bX +c, ackh;.

se demonstreze ca daca polinomul
f se divide cu g, atunci f si g sunt
puteri ale unui polinom de grad 1.

+m, g = X3 _7X+m. Sa se deter-

mine meR stiind ca (f, g) este

polinom de gradul 1.

A9.

=x3_-X2+ax+b, g=X3+X2%+

+X+1. Sa se determine a, be @

pentru care polinomul (f, g) are

gradul 2 si sa se afle apoi [f, g].

Al0.Fie f, g c Z5[X], f=X3+ X% +a,

g=X3+X+ 2. Sa se determine:

a) valorile lui a € Z3 pentru care

polinomul (f, g) are gradul 1;

b) cmm.m.c.(f, g) pentru ,a* deter-

minat.

All.Sa se arate ca polinomul
f=(1+X+X2+...+X“)2—Xn €
e Q[X] se dividecu g=1+X+
+X2 1.+ X" e Q[X].

Al2.Sa se arate ca polinomul f e C[X]

se divide cu g € C[X], in cazurile:

a) f= (X2 + X+ 1)4n+l

=+

+(x2—x+1)4n+l, g=X2+1;
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Sa se determine polinoamele f e
€ C[X] de gradul 3, stiind ca se
divid cu X +1, iar la impartirea cu
resturile sunt

Fie f, g cR[X], f = aX® + bX? + cX +

. Fie f, geR[X], f=X%-4x%+X+

Se dau polinoamele f, g c Q[X], f=
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b) f=(X-1)""2 4 x20+1,
g=X2_-X+1;

o) f=(X_1)2n+1 _(_X)n+2’
g=X2_-X+1L

a f=(x+1*""?+x+2,
g=X2+3X+3.

Al13.Se consideri polinomul f=X™ +
+(X-1)" +1e R[X]. Pentru ce va-
lori meN' polinomul f este divi-
zibilcu g = X2 - X +1ecR[X]?

Al4.Sa se determine a, be €C si pro-
dusul polinoamelor f, g e C[X] sti-
ind ca (f, g)= X% +2X si [f, g]=
=X*+ax®+8X+b.

Al5.Pentru care valori ale lui neN’
polinoamele f, ge C[X], f=X+1i,
g=1+X+X2+...+X" sunt prime
intre ele?

Al16.Sa se determine f, g e R[X], sti-
ind ca f(-1)=3, g(0)=1 si (f, g)=
=X2+1,[f, g]=X*-3X%+3x% -
-3X +2.

6 Descompunerea polinoamelor in factori ireductibili

5.1. Radacini ale polinoamelor

Fie f € K[X] un polinom nenul.

+ DEFINITIE

*Elementul o €K se numeste radacina a polinomului f € K[X] daca

f(a)=0.

1> Exemple

* Polinomul de gradul 1, f € C[X], f =aX +b, are radacina reprezentatd de numarul

b
complex [ = ——.
a

+ Pentru polinomul de gradul 2, f e €[X], [f=aX® +bX +¢, radacinile sunt date de

“b+~A

formulele: joy 9 = 5
a

A <O.

-btiv-A
a

, daca A =b?-4ac>0, respectiv aj0 =—————, daca

2

Urmatoarea teorema pune in evidenta o legatura intre radacinile
unui polinom f € K[X] si divizibilitatea polinoamelor pe multimea K[X].
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Demonstratie

a) Fie a €K si X-o eK[X]. Din teorema impartirii cu rest rezulta
ca exista h si reK[X] astfel incat
f= h~(X—oc)+r, rekK, (1).

Din teorema restului rezulta ca r = f(a)
si relatia (1) se scrie f=(X-a)-h+f(a),
(2).

Din relatia (2) rezulta ca daca o este
radacina pentru f, atunci f(a)=0 si
f=(X-a)-h, decif se divide cu X-o.

Reciproc, daca f se divide cu X -a,
din relatia (2) se obtine ca f(a)=0.

b) Daca f se divide cu g, atunci exista
h e K[X], astfel incat f =g-h. Rezulta ca f(a)=g(a) -h(a)=0, deci a
este radacina a polinomului f. B

Pooblomd fwadii
Fie f, g €C[X], f=X>+3X*>+aX+b, g=X>-3X+2. Sa se deter-
mine a, be € pentru care polino-
mul f se divide cu g. Sa se afle
apoi radacinile lui f.
Solutie
Radacinile polinomului g sunt
date de ecuatia x2-3x+2=0.
Se obtine x; =2, x5 =1.

Se impun conditiile f(2)=0 si
f(1)=0.

a+b=-4
2a+b=-20

a=-16
b=12 °

Rezulta sistemul { cu solutia {
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Se obtine f=X?+3X>-16X +12=(X>-8X+2)(X+6), iar rada-

cinile lui f sunt x; =2, x, =1, x5 = -6.

5.2. Radacini multiple ale unui polinom

+ DEFINITII
*Fie feK[X] un polinom nenul si meN. Elementul aeK se
numeste radacina multipla de ordinul m daca polinomul f se divide
cu (X-a)™, dar nu se divide cu (X—on)mﬂ.
e Numarul m se numeste ordinul de multiplicitate al radacinii o.
eDaca m=1 radacina o se numeste radacina simpla. Daca
m =2, 3, ... radacina a se numeste radacina dubla, tripla, ... .
Asadar, daca aeK este radacina multipla de ordinul m,
polinomul f se poate scrie sub forma f=(X-a)" g unde geK[X] si

g(a)eK'.

Prooblomd ks
B Fie feR[X], f= X3 +aX+b. Sa se determine a, beR, stiind ca
o =1 este radacina dubla pentru f.

Solutia 1 (metoda coeficientilor nedeterminati):
Deoarece o =1 este radacina dubla, polinomul f se divide cu

(X—oc)z. Avem f=(X—1)2(X+C)=X3+X2(c—2)+X(1—2c)+C=X3+
+aX +b.

Folosind egalitatea polinoamelor, prin identificarea coeficientilor
monoamelor asemenea, rezulta: c=2,a=1-2c,b=c, deci a=-3,b=2

sif= (X—l)2 (X +2). Radacinile lui f sunt o; =ay =1 si az =-2.

Solutia 2
Daca a =1 este radacina dubla a polinomului f, atunci f se divide

cu (X- 1)2 . Efectuam prin schema lui Horner impartirea polinomului f
cu X -1 sia catului rezultat cu X-1. Avem:

1 0 a b
o= 1 1 a+l a+b+l=n
o= 1 2 a+3=r1,
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Resturile sunt r; =a+b+1 si r, =a+3. Punand conditia r; =1, =0,
se obtine a=-3 si b=2.

> OBSERVATIE
e Considerand functia polinomiala asociata EI TEMA \

lui f, a =1 este radacina dubla daca f(1)= Pentru ce valori a e R

polinomul f=X3+3x2+

+aX+beR[X] are rada-

obtine f (1)=1+a+b=0 si { (1)=3+a=0, |Cind dubld o=-1? Dar
tripla?

cu solutiile a=-3, b=2. \ j

=0 si f'(l) =0. Cu aceasta observatie se

5.3. Ecuatii algebrice

Fie (K, + :) un corp comutativ si f e K[X] un polinom de gradul

*
n, neN.

+ DEFINITIE
I * O ecuatie de forma f(x)=0 se numeste ecuatie algebrica de gradul n
cu coeficienti in K si necunoscuta x.

Daca f=ag+a,X+a,X>+...+2,X" eK[X], ecuatia algebrica de
gradul n are forma a, x" +a, ;x" ' +...+a;x+ag =0, (1).

Numerele ag, a,, ..., a, € K se numesc coeficientii ecuatiei, iar n
se numeste gradul ecuatiei.

Elementul o € K cu proprietatea ca f(a)=0 se numeste solutie a
ecua,tjei.

In legatura cu ecuatiile algebrice sunt studiate cateva probleme
importante.

1. Existenta solutiilor in corpul K.

2. Numarul solutiilor ecuatiei in corpul K.

3. Existenta unor formule generale de rezolvare a ecuatiilor alge-
brice de diferite grade.

In cazul corpului € al numerelor complexe au fost demonstrate
cateva proprietati generale care rezolva cele trei probleme puse.
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Aceasta teorema a fost data de catre matematicienii J. L. D’Alembert
si C. Gauss.
Problema 3 a fost rezolvata de matematicienii N. Abel si A. Ruffini.

<> OBSERVATII
e Din teorema fundamentala a algebrei
rezulta ca o ecuatie algebrica de gradul

* . . .
n e N cu coeficienti complecsi are exact
n solutii complexe.

* Deoarece polinomul f e €C[X], de gradul

* 3 - . . I~ -
neN, are exact n radacini complexe, rezulta ca el nu poate lua
valoarea zero decat de n ori. Astfel, daca polinomul se anuleaza de
mai mult de n ori, atunci el este polinom nul.

Froblemd veyolvald
& Fie feC[X], cu proprietatea ca f(a)=f(a+1),VoaeC. Sa se
arate ca f este polinom constant.

Solutie

Pentru a =0, 1,2, ..., se obtine ca f(0)=f(1)=f(2)=....

Notam a =f(0)=f(1)=... valoarea comuna si fie g=f-a e C[X].
Atunci 0=g(0)=g(1)=g(2)=.... deci polinomul g are o infinitate de
radacini. Rezulta ca el este polinom nul si astfel f = a € C.
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5.4. Polinoame ireductibile in K[X]

Fie (K, +, -) un corp comutativ.

+ DEFINITII

ePolinomul nenul feK[X] se numeste reductibil peste corpul K

daca exista polinoamele g, h € K[X] de grad cel putin 1, astfel incat
f=g-h.

*Un polinom f € K[X] cu grad(f)>1, care nu este reductibil peste K,

se numeste ireductibil peste K.

<> OBSERVATII

1

. Orice polinom de gradul 1 din K[X] este polinom ireductibil peste K.
2.

Daca un polinom f € K[X], de grad cel putin 2 este ireductibil peste

K, atunci el nu are radacini in K.
Intr-adevar, daca f ar avea elementul o € K radacina, atunci f se divi-

de cu X -o si am putea scrie f =(X-a)-g, deci f nu ar fi ireductibil.

. Daca polinomul f € K[X] are gradul 2 sau 3 si nu admite radacini in

K, atunci el este polinom ireductibil peste K.
Intr-adevar, daca f ar fi reductibil peste K, atunci el s-ar scrie sub
forma f=g-h, unde g sau h ar avea gradul 1. Daca g=aX+Db,

atunci g(—ba’l) =0 si se contrazice ipoteza ca f nu are radacini in K.

I Exemple

+ Polinomul f = X% -2 € ©[X] este ireductibil peste €. Daca f ar fi reductibil peste @,
atunci el ar avea o radacina ae@ Dar f(a)=0 conduce la a? =2, deci

ae {—\/5 \/5} ceea ce nu se poate.
+ Polinomul f = X2 - 2 € R[X] este reductibil peste R deoarece f = (X -2 )(X + «/5)
+ Polinomul f e #5[X],f =X>®-2 este reductibil peste Z3 deoarece f (Q) =0 si

~\3 ~
f= (X - 2) , dar este ireductibil peste Z;, deoarece f(a)=0, V a e ;.

Dupa cum s-a observat din exemplele anterioare, descompunerea

in factori ireductibili depinde de corpul K in care polinomul are
coeficientii.
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Cazul K=C
Fie f € €[X] un polinom nenul de grad n, neN". Daca n>2, din

teorema fundamentala a algebrei rezulta ca f{ are cel putin o radacina
o € C, iar din teorema lui Bezout se obtine ca f se divide cu polinomul

g =X -o e €[X]. Asadar f nu este ireductibil pentru n > 2.
In concluzie, un polinom nenul f e €[X] este ireductibil peste €
daca si numai daca are gradul 1.

Cazul K=R
Daca f € R[X] este un polinom nenul, el este ireductibil numai in

urmatoarele doua cazuri:
e f are gradul 1;
e f are gradul 2 si nu are radacini reale.
Rezulta ca orice polinom f € R[X] de grad n, n>3, este polinom

reductibil peste B, deci el se poate scrie ca produs de polinoame de
grad cel putin 1.

Cazul K=Q si K=17,, p prim
In inelele de polinoame ©[X] si Z,[X] exista polinoame ireductibile

de orice grad n, neN. De exemplu f=X"-2ecQ[X] este ireductibil
peste Q.

5.5. Descompunerea polinoamelor in factori ireductibili

= TEOREMA 13

Fie K un corp comutativ si f € K[X] un polinom de grad neN’".
Au loc urmatoarele rezultate:

a) Polinomul f se descompune intr-un produs finit de polinoame
ireductibile peste K.

b) Daca f=f] -f5-...-f, =g, -8y -...- g sunt doua descompuneri in
produs de polinoame ireductibile ale lui f, atunci m =k si exista
o permutare ¢ €Sy, cu proprietatea ca f; ~ g.;). i€ {12, ..., m}.

Demonstratie

a) Folosim inductia matematica.

Daca n=1, atunci f este ireductibil peste K si afirmatia este
adevarata.

Presupunem n>1 si ca afirmatia este adevarata pentru
polinoame de grad mai mic decat n. Daca f este ireductibil peste K,
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atunci demonstratia este incheiata. In caz contrar, exista g, heK[X]
astfel incat f =g-h si grad(g) <n, grad(h) <n. Din ipoteza de inductie,
polinoamele g si h se scriu ca produs finit de polinoame ireductibile
peste K, deci f =g-h este produs de polinoame ireductibile peste K.

b) Demonstratia ramane tema. ll

Teorema anterioara demonstreaza numai existenta si unicitatea
descompunerii in produs de polinoame ireductibile, dar nu ofera si o
modalitate concreta de gasire a acesteia.

In cazul inelului €[X] exista o legatura directa intre descom-
punerea in factori ireductibili si radacinile polinomului.

Demonstratie

a) Daca a; € € este radacina a lui f, atunci f se divide cu X -0,
deci exista g e C[X] astfel incat f =(X-a,)g.

Deoarece o, este radacina a polinomului f, se observa usor ca
trebuie sa fie radacina pentru g. Asadar g se divide cu X —a,.

Rezulta ca exista g; € C[X] cu proprietatea ca g=(X-oy)g;, iar

f=(X-0))(X-09)g;.

Se continua rationamentul pentru os si g;, ay si gy etc., si se
obtine in final descompunerea dorita.

b) Demonstratia ramane tema. l

Daca feR[X], atunci f poate fi privit si ca element al inelului

C[X], deci el va avea radacinile complexe a;, o, ..., o, € C.
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Fie a4,a9, ..., oy € R radacinile reale ale lui f. Atunci f se divide in
R[X] cu polinomul g=(X-0o;)™ (X-0ay)"...(X-a )™, unde my,
My, ..., My € N sunt multiplicitatile radacinilor «,, oy, ..., o . Rezulta

ca f se scrie sub forma f=g-h, unde heR[X] si h nu are radacini
reale, ci numai radacini z, =a, +b,ie € \ R. Dar, se observa usor ca
daca h(z,)=0, atunci si h(Z) =0 si astfel polinomul h se divide cu
hy =(X -2, )(X -2 ) = X* -2a, X + a} + b} e R[X].

In concluzie, polinomul f e R[X] va avea urmaitoarea descompu-
nere in polinoame ireductibile:

f=a,(X—ay)™ . (X-a)™ (X*+a,X + b

n, n,
9

2
(X +apX+bp)
* . — 3
unde m;, My, ..., My, Ny, Ny, ..., N, €N 8i a4, 0y, ..., 0 € R sunt rada-
cinile reale ale lui f, iar polinoamele X* +a,X +bg, s={L 2, ..., p} nuau
radacini reale.

Problome regoluale

X 1. Sa se descompuna in factori ireductibili peste corpurile @, R, C,

polinoamele:
a) f=X*+X?+1; b) f=X®+X*-X3-X2-2X-2.
Solutie

a) Avem f=X*+2X>+1-X* =(X> +1)2 -X? = (X% + X +1)(X* - X +1).
Aceasta este descompunerea lui f in factori ireductibili peste @ si R.
Peste corpul € f are descompunerea f =(X- s)(X - 82)(X &) (X -¢g5),
unde ¢ este o radacina a polinomului X2+ X +1, iar €], €9 sunt ra-
dacinile polinomului X% -X+1.

b) Se observa ca f(-1)=0, deci f se divide cu X+1.

Folosind schema lui Horner se obtine:

f=(X+1)(X* -X*-2) = (X+1)(X> +1)(X* -2).

Rezulta ca f are urmatoarele descompuneri:

o [ = (X+1)(X2 + 1)(X2 —2) peste ©;

o f= (X+1)(X2 + 1)(X—\/§)(X+\E) peste K;

o £=(X+1)(X-1)(X+1)(X-+2)(X+2) peste €.
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X 2. Sa se determine c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. pentru polinoamele:
f,ge@Q[X], f=(X-1)(X*-1)(X+2)*, g=(X>-3X+2)(X>-4).

Solutie
Vom descompune in factori ireductibili cele doua polinoame.

Avem f=(X-1*(X+1)(X+2)* si g=(X-1)(X-2)(X-2)(X+2)=

= (X-1)(X-2)*(X+2).
Folosind descompunerile in factori ireductibili se obtine:
(f. g)=(X-1)(X+2) (se aleg factorii ireductibili comuni la puterea

cea mai mica), iar [f, g]=(X- 1)2 (X+1)(X - 2)2 (X + 2)2 (se aleg factorii
comuni si necomuni la puterea cea mai mare).

RETINEM!

Daca polinoamele f, geK[X] sunt descompuse in produse de
factori ireductibili, atunci:

e (f, g) este produsul factorilor ireductibili comuni, luati la pu-

terea cea mai mica;
* [f, g] este produsul factorilor ireductibili comuni sau necomuni,

luati la puterea cea mai mare.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se determine care dintre ele- a) f = X2 (X _ 1)3 (2X _ 1)4 .
mentele specificate sunt radacini ’
ale polinomului f: b) f = X2 (X2 _ X)3 ( x2 _ 1)2 .
a)f=X3—3X2+2eC[X], 2 3
—(x2_x_ 2 _ .
acft i 1+8); c)f_(x X 2) (zx 3x+1)
2
b) f=X°-X*+X®+X2-X+1¢ '(Xz—l) .
c @[x], oe {_1, 1 +2h/§}; E3. Sa se determine a, beZ, astfel

6 A incat polinomul f € Z,[X] sa admi-
©) f=X"+6<I;[X], ta radacinile indicate si sa se afle
ae {i 3.3 15 é} . apoi celelalte radacini ale lui f:
a) f=X31X21a, P=3, oc=§;
E2. Sa se determine pentru polinomul b) f=X*+ax?+1, P=5,a= 3;
f e R[X] radacinile si ordinul de ¢) f=X*+3%X2+aX +b,p=3,
multiplicitate al acestora:

we{i 3).
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E4. Sa se arate ca polinomul f ¢ K[X] Nf=x3+ax2+2c12, [X];
admite radacina dubla indicata si 3 2 A
apoi sa se afle celelalte radacini g f=X"+X"+X+1el3[X].
ale lui f:
a) f=X3-8X+2,K=0Q a=1 E6. Fie feC[X], f=X"+(m+n)X?-
b) f=X*-6Xx3%+13X%2-12X +4, -X2+mX+n-1. Sa se determine
K=Q, o=2; radacinile polinomului f, stiind ca
4 3 2 oy =-1 si ap=-2 sunt radacini
c) f=X"-2iX" -5X“ + 8iX + 4, .
ale acestuia.
K=C,a=1i;
d f-x*_x34+3x2_3x+14, E7. Sa se determine c.m.m.d.c. si
N c.m.m.m.c. al polinoamelor:
K=17Z5, a=2.
5 & a) f=(x-1%(x+1)*(X-2)(X+3),
E5. Sa se descompuna in factori ire- g= (X2 _ 1)2 (X + 1)5 (X2 _ 4) ,
ductibili polinoamele:
a) f=X*-3x3%+2x% e R[X]; f. g < Q[X];
\3 \2 2
b) £=X%-1eC[X]; b) f=(X-1)"(X+1)"(X+1)",
2
o) f=X%-XeC[X]; g=(x*+1) (x*-1). £, g C[X];
4 2 .
d) f=X*+3X +4G1C[X], c) f=Xx6 -1, g=x9_1’ £, gE|D[X].
e) f=X2+ielz[X];
APROFUNDARE
Al. Sa se determine radacinile polino- a) f=(X-1)(X+2)(X-a);
lui f i itiil :
mului f in condltuedate3 , b) f = (X +1)(X—3)(X—a)(X—6a);
a) feR[X], f=(2+3)X%+3%X%+ ” ”
c) f=(x2-1) -(x%+a) .
+(1+2\/§)X+3\/§, stiind ca are o . ( ) ( )
radacina ratlonal:; 2 A3. Sa se rezolve ecuatiile in € stiind
b) f e €[X], f=2X"+(i+5)X"-2iX+ ca au solutiile indicate:
+3(-1-1i), stiind ca are o radacina a) x3-3x2+x+2=0, X, =2;
reala; b) x*-2x3+4x2-2x+3=0,
c) feC[X], f=(1+2i)X%+ %, =1, xp = —i;
+(2m-i)X-(3+mi), daca meR ) z*-82%+2244-0, 2, = 2 solu-
si f are o radacina reala; . <.
feC[X], f=X3+(3+i)Xx? e dubla;
Q) feC| ]' B “+( +l). - d) z8%-2%-4224+72-3-0,2,=1
—-3X-m-i, daci meR sifareo solutie tripla.
radacina reala.
3 . . _ |l A4. Sa se determine meR pentru
A2, Sa .se determine acC ?tun({ (ia care polinomul f e C[X], f=x%_
polinomul fe C[X] admite rada-
cini reale duble: -mX3+X2+m+1 are radacina
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dublda o =2. Sa se afle apoi cele-
lalte radacini ale polinomului.

A5. Sa se afle radacinile polinomului
feC[X],f=X>-X*+ax3+bX+c
stiind ca are radacina tripla o =1.

A6. Sa se determine acR stiind ca

polinomul feR[X] are radacina
reala dubla:

a) f=x3_-5%X2+8X+a;

b) f=X3—2X2+aX+8;

c) f=Xx2+ax%+7X-3.

A7. Sa se determine parametrii stiind
ca polinomul feR[X] are o rada-
cina tripla. Sa se descompuna apoi
in factori ireductibili polinomul f:

a) f=X2-6X2+aX+b;
b) f=X3+aX2+3X+b;
c) f=X*-5xX%+9%X2 +bX +a.

AS8. Sa se determine a € Z3 pentru care
polinomul f e Z3[X], f = X3 +aX? +
+ (a + ﬁ) X +a are trei radacini in

z,.

A9. Se considera polinomul f=X2"_
-4X™*1 + 5X" - 4X + 4 c R[X].
Daca o =2 este radacina a lui f, sa
se determine ordinul sau de mul-
tiplicitate.

A10.Sa se determine f e Z,[X] de gra-

dul 4, stiind ca x =2 este rada-
cina tripla in cazurile p € {2, 3}.

All.Sa se determine polinoamele ire-
ductibile f e Z3[X], f =aX? +bX +

+2.

Al2.Sa se determine polinoamele de
gradul 4 ireductibile in Z, [X].

Al13.Sa se afle valoarea parametrului ,.a“
pentru care polinomul feZ,[X]

este ireductibil:

a) f=§X3+(a+§)X+i, P=3;

b) f=X%+aX+5,p=7;

c) f=X4+aX2+(a+i)X+§, p=>5.

Al4. Sa se descompuna in factori ireduc-
tibili polinoamele:

a) f=X%+X*+1eQ[X];
b) f=X8-1,e7,[X];
o) f=X°-1c7;[X].

Al15.Fie f=X%+bX%+cX+acQ[X],
astfel incat a, b,ccZ si ab+ac
este numar impar. Sa se arate ca f
este ireductibil peste 7.

A1l6.Sa se arate ca polinomul:
f=(X-1)(X-2)(X-3)-1cQ[X]
este polinom ireductibil peste 7.

Al7.Fie p numar prim. Sa se descom-
puna in factori ireductibili poli-
nomul f =XP +acZ,[X].

Al18.Sa se arate ca polinomul f e Q[X],

f=(Xx-1%(X-2)%....(X-n)" +1
este ireductibil peste 7.

Al19.Se considera polinomul f e R[X]
astfel incat f(1)+f(2)+...+f(n)=
=n3,VvneN. Si se determine
radacinile polinomului f si sa se
descompuna in factori ireductibili
peste R.

A20.Sa se determine f e R[X] si sa se
descompuna in factori, stiind ca
(x+3)f(x) =(x—1)f'(x+1), VxekR
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A21.Fie feZ5[X], f=X* + mx3 + 2x2 + c) Ac
+4X + 1. Daca A={mel5 | fare
doua radacini distincte in Z5} si
B={me15\g=f+§x+71are A A
radacina tripla in 15} atunci: ¢) B= {2' 3}; 4 B= {1' 2};

i)a)Ac{ﬁ,i};b)Ac{i, ?1}; e)B={Z}'

(ASE, Bucuresti, iulie, 2000)
0 Relatiile lui Viéte

Fie feC[X],f=2ay,X?>+a,X+a, un polinom de gradul al doilea.
Daca z,,z, € C sunt radacinile polinomului f, atunci acesta are
descompunerea in factori ireductibili:

f=ay(X-2)(X-2), (1).

Efectuand produsul in relatia (1) obtinem ca:

f=a,X? —ag (2 +29) X +292129, (2).

Din identificarea celor doua exprimari ale polinomului f obtinem
relatiile intre radacinile si coeficientii acestuia:
feal
Zy+29 =——
a9
a 9
Zl . Z2 = —2
a9

(relatiile lui Viéte pentru polinomul de gradul 2).

In mod analog, pentru un polinom de gradul trei, fe C[X],
f =ay,X® +a,X% +a,X +a3, avem descompunerea in factori ireductibili

f=ay(X-2)(X-2y)(X~-23), unde z],2z5,23eC sunt radacinile
polinomului.

Din egalitatea a,X>+a,X> +a,X+ag=aq(X-2)(X-2,)(X-23)
se obtine ca a,X® +a,X> +a,X +ag =agX° —ag (7 + 2 +25) X +

+aq (2129 + 2123 + 2923 ) X — 02,2923, (3).
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Din identificarea coeficientilor se obtin relatiile:

el
Zl +Zz +Z3 - -

=h)

a . .
212 + 2175 + Z9Z5 = —2, numite relatiile
Ao

ag
L2923 = ——

ap
lui Viéte pentru polinomul de gradul 3.
Mai general, procedand in mod

analog pentru un polinom fe C[X],

— *
f=aoX"+a,X" ' +..+a, X +a,,a5cC,
cu radacinile z,, z,, ..., z, € C, se obtin
relatiile lui Viete:

Francois VIETE (1540-1603)
matematician francez

Este unul dintre creatorii
algebrei avand rezultate impor-
tante in domeniul trigonome-
Q‘iei si geometriei analitice. J

Sl
Sl ZZl+Zz +...+Zn :_a_
0
o)
Sz = Z1Z2 +Z123 +...+Z1Zn +22Z3 +...+Zn_1Zn Za—
0
(S) .............................................
_ _ 1 k dg
Sk = 2129 Zy + 212300 Zy ) F oot Ly ji] oo Ly 2y =(—1) —

N

Dupa cum se observa, suma s, este suma tuturor produselor a k

dintre radacinile polinomului f. Rezulta ci suma s, are CX termeni.

< 0BSERVATII

1. Pentru ecuatia algebrica f(x)=0 solutiile z,, z,, ..., z, sunt rada-
cinile polinomului f si, astfel, ele verifica acelasi sistem de relatii ale

lui Viete.

2. Relatiile lui Viéte se pot scrie pentru un polinom f € K[X], de gradul

* . . -~ T
neN, care are toate cele n radacini a4, ay, ..., a, in corpul K. In
caz contrar, nu se pot scrie relatiile lui Viéte.

Astfel, polinomul f e Q[X], f =X" -2, n>2, nu are nici o radacina in

Q. deci nu putem scrie sistemul (S) de relatii ale lui Viéte.
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Splicatic ale relafiilor lui Viele

1. Relatiile lui Viéete se dovedesc utile in aflarea radacinilor unui
polinom fe€[X], in cazul cand aceste radacini verifica relatii
suplimentare.

Froblemdi veyolvald
B  Sa se rezolve in € ecuatia z° —z2 -z-2 =0, stiind ca doua dintre
solutiile sale verifica relatia z; +z, =-1.

Solutie
Din prima relatie a lui Viete, z; +z, +23 =1, se obtine z3 =1-2z; -z, =
=1-(z, +25)=2. Considerand polinomul f € €[X], f = X® - X® - X -2, care
are radacina 2, obtinem cu ajutorul schemei lui Horner descompunerea:
f=(X-2)(X*+X+1).
Rezulta ca ecuatia algebrica atasata se scrie sub forma:
-1+iJ3

(z- 2)(22 +Z+ 1) =0 si are solutiile z3 =2, z,, = 5

2. Daca sunt cunoscute solutiile unei ecuatii algebrice de gradul

* . . .
neN, z,, Z,, ..., Z,, atunci se cunosc sumele s;, so, ..., s, si ecuatia se
poate scrie sub forma:

— — n
Z" =512 48,27 % — . +(-1)"s, =0, (1).

Frobleme reyolvale

X 1. Sa se scrie ecuatia de gradul 3 cu coeficienti complecsi, care
are solutiile z; =1, z5 =1, z3 =1-1.

Solutie

Avem S| =27y + 2o +23 =2, Sg =Z)Zg + Z9gZ3 + 2123 =2 +1, Sg =2,Z9Z3 =
=1+1i. Avand in vedere relatia (1), obtinem ecuatia:

25— 272 +(2+i)z-(1+1)=0.

B 2. Fie feC[X],f=X®+X+1 cu radacinile x;, X,, X3 € C. Sa se

scrie polinomul unitar de gradul 3 care are radacinile:
yl :1+X1, y2 :1+X2, y3 :1+X3.
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Solutia 1

Polinomul cautat este g = X> —s,'X? + s, X —s5, unde:

S1’ :yl +y1 +y3 :3+(X1 +X2 +X3) :3+S1

So =Y1V2 +Y1¥s +¥ays = (1+ %) (1+xg)+(1+x)(1+x3)+(1+x5)-
(1+x3) =3+2(X; +Xg +X3) + X Xg + X X3 + XgX3 = 3+2S] +S

SS' - YIY2y3 - (1+X1)(1+X2)(1+X3) - 1+(X1 +X2 +X3)+
+(X1Xg + XX3 + X9X3) + X1 XoXg =1+8) +85 +53, unde s;, sy, s3 sunt date
de relatiile lui Viéte pentru polinomul f.

Rezultd s; =0, sy =1, 53 =1 siseobtine s, =3, s, =4, 55 =1.

Polinomul ciutat este g = X -3X% +4X -1.

Solutia 2
Din relatiile date se obtine:

X1=y1-LXg=y2-Lx3=y3-1.
Cu substitutia x =y -1, ecuatia f(x)=0 atasata polinomului f se

transforma astfel: (y - 1)3 +(y-1)+1=0, care adusa la forma cea mai

simpla devine: y3 —3y2 +4y-1=0. Rezulta ca polinomul g care are

atasata aceasta ecuatie este g = X3 -3X2+4X-1.

Xl 3. Sa se rezolve in € sistemele de ecuatii:

X+y+z=1 x+ay+atzz=a3

a) X2+Y2+Zz=3; b) X+by+b22=b3,a, b, c e € distincte.

x3+y3+23:1 x+cy+czz=c3

Solutie

a) Consideram numerele X, y, z € € ca radacini ale unui polinom f
de gradul 3. Rezulta ca f=X?-5X?+s,X-s3, unde s, =x+y+z=1,
Sog =Xy +yZ+2zX Si S3 = XyZ.

Din relatia x%+y? +z% = (x+y+ z)2 -2(xy +yz+2zx) se obtine ca
3=1-2s,, adica sq =-1.

Deoarece X, y, z sunt radacini ale polinomului f, obtinem:

x> —slx2 +89X—-83=0

3 2

Y =81y 483y —83=0 .

zs—slz2+szz—s3 =0
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Prin adunarea acestor egalitati se obtine:

X3+y3+ZS

—sl(x2 +y? +zz)+s2(x+y+z)—3s3 =0.

Avand in vedere sistemul dat rezulta ca s3 =-1.

Asadar, f=X-X*-X+1=X>(X-1)-(X-1)=(X-1)(X*-1) si
are radacinile x; =1, x5 =1, x5 =-1.

Obtinem ca x=1y=1z=-1 sau x=1Ly=-1,z=1 sau x=-1,
y=1 z=1.

b) Consideram polinomul f € €[X], f = X® - zX® - yX - x.

Avem f(a)=0,f(b)=0,f(c)=0, deci a, b, ¢ sunt radacinile poli-
nomului f. Din relatiile lui Viéte pentru f, obtinem:

a+b+c=2z ab+bc+ac=-y, abc=x si astfel sistemul are solutia

x =abc, y=—(ab+bc+ac),z=a+b+c.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE

El. Sa se scrie relatiile lui Viéte a) f=3X2+7X2-18X+8, z; +
pentru polinoamele f ¢ C[X]: r2y = -8;

a) f=X3-3x2+4X-10;

b) f=X*-3X+1;

c) f= x5 _1;

d) f=3X5—X4+2;

b)f =5X3 -27X2 + 7X +15, z, - 2, = 5;
c) f=X3-7X214X+12, z; = 3z,;
d) f=x3-10x2+27X-18, z; =

)f =2lez;

e) f=(X-1)(X-2)(X-3);

(X-1)(x-2)(X-3) ) f=X*_ X2 112X - 36, 2,2, +
d)f:(Xz—X+1)(X+2). +2424 = O.

E2. Sa se arate ca polinomul f € 7, [X]

are toate radacinile in Z, si sa se E4. Se considera polinomul fe C[X],

3 2 .
scrie relatiile lui Viéte pentru f=X"-3X"+X+3 si 2z, 25, 23¢
acesta: e C radacinile sale. Sa se calculeze:
a) f=X*+1ec2,[X]; a) zZ+23+2z3; b) zd +23 +23;

-x3.1 .
b) f=X3+1eZ3[X]; oL, 1,1
o f=-x®+1eZ5[X]; 211 Z: z:
- x3_x2 a d S +=5+—5
aQ f=-x3-X?+X+4el[X]. 2 272
E3. Sa se determine radacinile polino- e Z %y __Z3
mului f e C[X], stiind ca are loc 1+2z, l+zy, 1l+2zg

relatia specificata:
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E5. Sa se rezolve in C ecuatiile, stiind || g7, pie fc Z [X], f=xX*.:x2:1 Daca
ca au loc relatiile date: X 3% s
3 2 04, Og,03,04 € 3 sunt radacinile
a) z° - 6z" ~az+12=0, 2; + 23 = z; polinomului f, si se calculeze:
3 2
b)Z -11z +az—36=0,zl=zzz3; a) (X%'F(X%'FG%'FGE;
3 2 - - - -
C)Z -12z +az—60=0,zl+z2= b) 0.11+0.21+(131+(X41;
= 223. ¢) o +a3+03+a5;
A . daot+al+0l+a?, neN.
E6. Se considera polinomul f e C[X], 1 7% TE3 T %
f=1+X-2X2+X® cu radacinile . . a 2
2y, Zg, Z3. Si se formeze polinoa- E8. Se considera ecuatia x~ —3x“ - 6x—
X 4% st -2=0 in C, cu solutiile x,, x5,
mele care au radacinile: ’
a) y1=1-21, y2 =1-25, y3 =1-23; x3, x4 €C si S=11 *1 ;
€) V1 =22 +23, Y2 = 2) + 23, Y3 = TExL At
=2 + Z3; + I 1 + 1 . Atunci:
) V1 = 2223, Y2 = 2123, Y3 = Z1Z3} TEs Lt Xa
1 1 1 a) S=2; b) S=-2;
d) Vi=, - ¥2= V3= - c) S=0; d) s=1.
! 2 3 (Univ. Transilvania, Brasov, 2000)
APROFUNDARE
Al. Daca xj, Xp, X3 €C sunt radacinile poli- | A3. Sa se rezolve ecuatiile in C, stiind
nomului f=X3_-2X24+2X+17 ¢ c.i ?.u solutiile in progresie aritme-
tica, pentru meR:
X; X X3 3 2
. . a) x* -6x“ +mx-2=0;
eC[X] si A=|xy X3 x;|, atunci:
X3 X; Xg b) 2% -3mz2 + 6z-4=0;
a) A=0; b) A = 4; c) z* -10z% + mz2 - 50z +24 = 0;
c) A=1; d A=2. d) z° -20z%* +azZ+bz+c=0.
(Univ. Transilvania, Brasov, 2000)
A4. Sa se rezolve in multimea C ecua-
A2. Sa se determine radacinile polino- tiile stiind ca au solutiile in
mului f e C[X], stiind ca radaci- progresie  geometrica, pentru
nile sale verifica relatia data: m E;D: ,
a) f=X3+mX2-4X+4,2,+2,=0; a) x° -mx” - 6x+27=0;
4 3 2 -0
b) f=X3+2X2+aX+2, 2z + 29 =-3; b) 82‘ _30: +35x" +mx +2=0;
-14 =0.
) f=X3-2X2+aX +6, 2,2y = 3; ©) x* -14x" +56x + m = 0
d) f-X3-3%X2_-4X+a, 2z, = 3z,; || AB- Se considerd polinomul fe c[x],
3 2 o
e) f=Xx3 —(a+2)X2 +(2a+1)X -a, f =aX”® + bX“ +cX +d, astfel incat
3 2 2 a,b,c,de R’ sunt in progresie
z, 2z, 23 geometrica cu ratia q<(0, +x).
4 3
f)f = X" -3X" +12X + 2,225 = 2324. Sa se calculeze S, = x] + x5 + xJ.
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A6. Fie f=X3+aX+be C[X] cu rada- A8. Sa se rezolYe in multimea nume-
relor reale sistemele:

(x+y+z=2
ca daca a, be Z, atunci: 2 2 2

a) {x“+y“+2°=6;
Xyz = -2
X+y+z=2

b) x2+y2+22=6;

cinile x,, x,, x3 €. Sa se arate

.
xI'+x3eZ,VneN.

A7. Se considera polinomul f=X3-
-mX? + aX + m € C[X]. Sa se deter-

. . X x4 st 3,,3,.,3_
mine a, m € R stiind ca radacinile x+y +2°=8
lui f verifica relatia o +ad + Xx+y+z=3

3,.,3,.,3
c) {x° + +2z°=3.
+a3 =m3. ) y

\x5+y5+25=3

0 Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficienti
inz, Q,R,C

Teorema lui Abel-Ruffini afirma ca pentru ecuatia algebrica de
grad neN’, n>5, nu exista formule generale de rezolvare. Aceasta face

suplimentare asupra ecuatiei.

De asemenea, corpul in care ecuatia are coeficienti poate conduce
la obtinerea unor solutii particulare si astfel, rezolvarea ecuatiei sa fie
redusa la ecuatii algebrice de grad inferior.

7.1. Ecuatii algebrice cu coeficienti in 7

-1

Fie apgx"” +a;x"" +...+a,_;x+a, =0, (1), ecuatie algebrica de gradul

neN’, cu coeficientii ag, a, ..., a, € Z.
Pentru ecuatia de tipul (1) se pot determina solutiile din 7 si @ pe
baza urmatorului rezultat:

=] TEOREMA 15
Fie apx” +a;x" ! +...+a, =0, ecuatie algebrica de gradul n eN"
cu coeficienti in Z.
a) Daca a € Z este solutie a ecuatiei, atunci o divide a,,.

b) Daca a=£e®, (p.q)=1, este solutie a ecuatiei, atunci p
q
divide a,, iar q divide a,.

153



Algebra e lll. Inele de polinoame

Demonstratie
a) Daca o e Z este solutie pentru ecuatie, rezulta ca: aya" +

n-1

+alocn‘1 +...+a,_ja+a, =0 sau, altfel scris, a(aoa +...+an_1) =-a,, (2).

Din relatia (2) rezulta ca o divide a,,.

n
b) Daca azBeD este solutie a ecuatiei, rezulta ca a, (Bj +
n-1
+a,; LBJ +...+a, (BjJran =0, egalitate care se poate scrie sub
q q
formele: p-(aopn’1 +a, -p g ...+ an_lqn’l) =-a,5-q" respectiv,

q (alpn_1 + azpn_zq +o+ anqn) =-ag-p".

Deoarece (p, q) =1, se obtine ca p divide a,, si q divide a,. B

Teorema ofera o modalitate simpla de a determina solutiile o € Z,

respectiv o _P €@ ale unei ecuatii algebrice cu coeficienti numere

intregi. Astfel:
e solutiile o € 7 ale ecuatiei se cauta printre divizorii termenului
liber a,;

e solutiile o =2 e, (p. q) =1, se cauta printre numerele rationale

de forma E, unde p este un divizor al termenului liber a,, iar q este

un divizor al coeficientului dominant a,.

Problomd el
Sa se rezolve in multimea € ecuatiile:
a) x*-x3-5x2-x-6=0;
b) 2x3 +x%2+x-1=0.

Solutie

a) Cautam solutiile intregi ale ecuatiei printre divizorii lui 6. Avem:
Ds ={£1, £2, £ 3, £6}.

154



Algebra e lll. Inele de polinoame

Alcatuim schema lui Horner pentru acesti divizori:

1 -1 -5 -1 -6

a=1 1 0 -5 -6 12 | oa=1nueste solutie

a=-1 |1 -2 -3 2 -8 | o =-1nu este solutie

a=-2 |1 -3 1 3 | R=0| a=-2este solutie

a=2 1 -1 -1 -5 \ o = 2 nu este solutie

a=3 1 0 1 | R=0 | o = 3 este solutie

Asadar s-au gasit doua solutii intregi {5 yemi O\
o =—2, 09 =3. Rezulta ca ecuatia se -
Rezolvati ecuatiile:

scrie: (x+2)(x—3)(x2 +1) =0, si va «x3_3x212-0;
avea solutiile o; =-2, oy =3, 03 4 = *i. ex*+x®-x*-2x-2-0;

4 3 2
e x* +2x° -3x —4x+4=0y

b) Se obtine usor ca ecuatia nu are
radacini intregi.

Termenul liber al ecuatiei este —1 si are multimea divizorilor
@_,={-1,1}, iar termenul dominant este 2 cu %, ={-11 -2, 2}.

Numerele rationale, care nu sunt in Z, ce pot fi solutii, apartin multimii

s-[-1 1)
2 2

Se alcatuieste schema lui Horner:

2 1 1 -1
3
a=-L]2 0 1 2 =L nueste solutie
2 2 2
1 1 .
oc=§ 2 2 2 | R=0 a=§ este solutie

Asadar o =% este solutie, iar ecuatia poate fi scrisa sub forma

_1+i
(X —éj(2x2 +2x + 2) =0. Se gasesc solutiile o, =% siag 3= I_Th/g

In cazul in care termenii a,, a, € Z au multi divizori, apar prea

multe fractii P € @ care trebuie incercate daca sunt solutii. Vom arata

q
unele modalitati practice de indepartare a unora dintre aceste fractii.
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e Fie f € €[X], un polinom de gradul neN" cu coeficienti intregi

sia= P Q. (p. q)=1 o radacina a sa. Rezulta ca polinomul f este divi-
q

zibil cu X -2 si fz(X—BJ-C(X) sau f =(qX-p)C,(X), unde C, este
q q

un polinom cu coeficienti in Z. Atunci vom obtine: f(1)=(q-p)C,(1) si
F(-1)=(-a-p)Cy (-1).

Deoarece C;(1), C;(-1) e Z, este necesar ca p — q sa divida f(1) si
p + q sa divida f(-1).

Asadar, daca p - q nu divide f(1) sau p + q nu divide f(-1),

atunci P € @ nu este solutie a ecuatiei.

q

Broblome vl
Xl Sa se rezolve ecuatia 4x* -8x3-11x? +13x-3=0.

Solutie

e Cautam solutii intregi printre divizorii lui 3. Va rezulta ca
ecuatia nu are solutii in Z.

e Cautam solutii rationale. Acestea pot fi:
Be{l 11 13 3838 3}
q 27 274" 4°2° 274" 4]

Avem f=4X*-8X®-11X?+13X-3 polinomul asociat si
f(1)=-5 si f(-1)=-15. Inlaturam fractiile care nu pot fi solutii:

p [ a]s|s3[8]3
q 2 4 4 2 2 4 4
p+q| 3 1 5 3 5 -1 7 1 | f(-1)=-15
p-q|-1| -8 | -8 | -5 1 -5 | -1 | =7 | f(1)=-5

Se observa ca au mai ramas de probat daca sunt solutii numai

fractiile P {l _—1 § ﬁ}
q
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Facand proba prin schema lui Horner se constata ca sunt solutii

o =l, Olo =—§ si se obtine ecuatia: X—l X+§ (X2 —3X+1)=O.
2 2 2 2
+
Rezulta ca ag 4 = 3 _2\/5.

7.2. Ecuatii algebrice cu coeficienti rationali

Fie a, b, ce @, astfel incatb =0, ¢ > 0 si Jeep\ @

Numerele reale de forma u=a+bJ/c se numesc numere
irationale patratice.

Numarul irational patratic u=a-b+Jc se numeste conjugatul
numirului u =a +bvec.

Se observa usor ca oricare numar irational patratic u=a+bJc se
poate scrie sub una din formele o+ \/E sau o - \/B unde o, fe@Q,

B>0,p eR\Q, avand in vedere introducerea sau scoaterea factorilor
de sub radicali.
Folosind formula binomului lui Newton, rezulta ca daca u=a++/b

este numar irational patratic, atunci u" = (a ++/b )n =a, +.b,, unde

a,, b,eQ si b,>0,.,b, eR\Q Asadar u" este numar irational

- . = ~x .1 n
patratic. De asemenea se observaca u =a, —./b, = (u )

= TEOREMA 16
Fie f e Q[X], f =ag +a;X+a,X> +...+2a,X", un polinom de gradul n,
neN si u=a++b numar irational patratic.
Daca u este radacina a polinomului {, atunci:
a) u=a-+/b este radacina a lui f;
b) u si u au acelasi ordin de multiplicitate.

Demonstratie
a) Avem succesiv:

f(a)zao +a1(a—\/g)+...+an(a—\/g)n =a +a1(a1—\/ﬁ)+
+a2(oc2—\/@)+...+an(an—\/g)=ao +a1(a1+\/ﬁ)+a2(a2 +\/E)+...+

+an(an +Bn ) =f(u)=0, deci u este radacina a polinomului f.
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b) Fie m, m; eN ordinele de multiplicitate ale radacinilor u si u.
Polinomul f se scrie: f =(X—u)m -(X—a)m1 -g, (1), unde geQ[X] si
g(u)=0, g(a) #0.

Sa presupunem ca m < m;. Atunci, din relatia (1), se obtine:
f=(x?-2aX+a?-b)" -(X-u)" " g=(X*-2aX+a?-b) -h, (@)

m,;—

—m.-m _
Polinomul h = (X - u) g e Q[X] si h(u) = 0. Din punctul a) al

—\Im; —m
teoremei se obtine ca h(u)=0, deci (u—u) -g(u)=0. Dar

u-u =0, deci este necesar ca g(u)=0, in contradictie cu g(u) = 0.
Asadar nu se poate ca m < m;. Analog se arata ca nu are loc inega-
litatea m; < m. In concluzie m = m; si teorema este demonstrata. B

WW

Sa se rezolve in R ecuatia x5 +2x2 +ax+b =0, stind caa, b € Q
si ca admite solutia x; =1+ J2.

Solutie
Consideram f € Q[X], f = X® +2X? +aX +b. Polinomul f admite rada-
cina x; =1++/2, deci conform teoremei 6 TEMA \
anterioare admite si radacina x, =1-+/2. Si se rezolve urmatoarele
Din relatiile lui Viéte se obtine: | ecuatii, daca:
X] +Xg +Xg =-2 si xg3 =—4. e x3_4x%2+3x+2-0,
Asadar: x; =1++/2;
f=(X-1442)(X-1-v2)(X +4) = «x3_5x2+5x-1=0,
=X3+2X?-9X -4 sise obtine ca X =2+3;
a=-9,b=-14. e x*_ax®12x®>_4x+1=0,
xl = 2 - \/5.
) TEMA DE STUDIU AU /

Fie fcQ[X] un polinom de gradul neN’, cu radicina x; =+a ++/b,
a,beQ) siJa,VbeR\Q

a) Sa se studieze daca numerele +a - Vb, b -+a, -J/a —+/b sunt radacini

ale polinomului f.
b) Care este gradul minim al polinomului £?
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7.3. Ecuatii algebrice cu coeficienti reali

Demonstratie (Tema)

<> 0BSERVATII
Fie f € €[X], un polinom cu coeficienti reali de gradul n e N

Polinomul f are un numar par de radacini z € € \ R.
Daca n este impar, atunci polinomul f are cel putin o radacina reala.
Mai mult, numarul de radacini reale este impar.

Frobleme reyolvale

® 1. Sa se rezolve in € ecuatia z% - z2 +2 =0, stiind ca admite solutia
Zl = 1 + i.

Solutie
Fie feC€[X],f=X>-X?+2, polinomul
cu coeficienti reali atasat ecuatiei date.
Rezulta ca f are radacina z; =1+1, deci
va avea si radacina z5 =1-1i. Din relatiile lui

Viete rezulta ca z; +z4 +2z5 =1, deci z3 =-1.
2. Sa se determine numerele reale a, b si sa se rezolve ecuatia
2% +22* +22° + 47% +az+ b = 0, stiind ca admite solutia dubla z =1

Solutie

Deoarece ecuatia admite solutia z; =i, ea va admite si solutia
z3 =z, = —1, solutie dubla. Asadar sunt cunoscute solutiile: z, =z, =1,
z3 =74 =—i. Din relatia lui Viéte z, +z4 +z3 +2z, +z5 = -2 se obtine ca

25 = 2. Asadar f=(X-1)? -(X+1)? -(X+2)=(X*+1) (X +2).
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Impartind polinomul f prin X? +1 (sau folosind relatiile lui Viéte)
se obtinecaa=1sib=2.

3

3. Sa se rezolve ecuatia x2-3x*+x%+ax?+bx+c=0,a, b, ce,

stiind ca admite solutiile x; =1+1 si x5 =1- J2.
Solutie
Fie feC[X],f=X"-3X*+X®+aX?+bX+c, polinomul atasat

ecuatiei. Deoarece a, b, ¢ € Q, rezulta ca { admite si solutiile x5 =1+ J2,
x4 =1-1i. Din relatia lui Viéte: x;+X,+X3+X4+X5=3 se obtine
x5 =—1. Rezulta ca f are forma f = (X -1-i)(X-1+i)(X-1+2)(X-1-+2)-
(X+1) = (X2 -2X + 2)(X2 -2X — 1) (X+1). Impartind polinomul f la
X2 -2X+2 si X +1, sau folosind relatiile lui Viéte corespunzatoare, se

obtinea=3,b=-4, c=-2.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se determine solutiile intregi || E4. Sa se rezolve ecuatiile, stiind ca au
ale ecuatiilor: solutia indicata:
a) x4—x3—x2+x—2=0; a) x4—4x3—4x2+16x+12=0,
b) x*-2x3-3x2+8x-4=0; X1=1—«/§:
c) x% +3x* -5x3 -15x% + b) x*-2x3_-2x-1-=0,
+4x+12=0. x; =1++/2;
E2. Sa se determine solutiile rationale c) z*-72% +142%2 -2z-12-0,
ale ecuatiilor: z, =1-4/3;

3 2 — O
a) 2x” +3x" +6x-4=0; d) z* -10z% + 3122 - 34z +12 =0,

b) 4x* 1 8x% +7x%2+8x+3=0; 21:3_\5;

5 _ 4 3 1=
c) 12x 23x* +10x” +2x-1=0. e) 24 _23_222 _3z_1-0,

E3. Sa se determine polinoamele z; =1++2;
f € [X] de gradul 4, care au rada- f) 222 -723+522+2z-1=0,
cinile:
a) 1,2, 2+3; 2 =1-42.
b) -2 dubla, 1-+/2; E5. Sa se rezolve ecuatiile stiind solutia
¢) 1-+3 dubla; indicata:
d) 2-3 si 3-42. a) z* + 622 +152% +18z +10 = 0,
z;=-1-1i;
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b) z* -222+322-2z+2=0,
zl=i;

c) z*+2%3+422+2+3=0, z; =1i;
d) 3z -5z2+322+4z-2-0,
z;=1+1i;

Al.

A4.

Sa se determine a € 7 si radacinile
polinomului f e Q[X], f=X>-ax?+
+3X + 2, stiind ca acesta admite
radacini numere intregi.

. Fie f e Q[X], f = X3 + ax? + bX - 2,

a,beZ. Sa se rezolve ecuatia
f(x)=0 stiind ca are cel putin
doua solutii in 7.

. Sa se determine a € Z stiind ca

polinomul f € Q[X] admite radacini
rationale:

a) f=X3+aX2+3X—3;

b) f = X* + ax® - 3;

c) f=2x3+4Xx2+axX-6;

d) f=-4x*-12x3+7Xx%+ax-2.
Sa se determine m < si apoi sa

se rezolve ecuatiile obtinute stiind
ca admit si solutiile indicate:

a) x2+5x+m=0,x,=/2-1;

b) x* +2x%2-64x+m=0, x; =2+/3;
c) x3+mx2+2m+8=0,x1=\/§+1.
Sa se rezolve ecuatiile date, daca
a, b € Q si admit solutia indicata:
a) z2+2z2+az+b=0, zl=x/§—1;
b) z2-422 +az+b=0, z, =2 - /3;
c) z* 1223 _2az2 1 2bz+1=0,

z; =3 - 2;

APROFUNDARE

A6.

A7.

AS8.

A9.
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e) 2z3 -3z212z+2=0, z;=1+1i;

f) z* - 823 + 2622 -40z+25=0,
Zl=2—i.

d) z¥14z% 1azZ1bz+4=0,
Zl=3—\/g.

Sa se determine a, b ¢ Q, stiind ca

ecuatia x3-4x%2 -5x+a=0 admite
solutia x; = b ++/2.

Sa se rezolve ecuatiile si sa se

determine a, b € R, in cazurile:

a) z* - 2% + az?

-z+1=0, zlz—i;
b) z* +32% + azZ + 21z + b = 0,

z; =1-2i;

c) z* +22% +az? + bz + 39 =0,
Zl=3—2i;

d) z3 +az2 +bz+2 =0, z;=1-1i.
Sa se rezolve ecuatiile stiind ca a,

b € Z si ca admit o solutie dubla
numar intreg:

a) x3+ax2+bx+1=0;

b) x* +ax® +bx%2 +2x+2=0;

Sa se rezolve ecuatiile urmatoare,
in conditiile date:

a) z5—5z4+923—7zz+2:0,
z,=1+2, 25 =1+1i;

b) 2% - 4z% + 4z* —82% 1+ 422 4
+32z2+16=0, z; = z, =1+ /3;

c) z8 - 5z° + 19z% — 3923 1 3822 —
-34z+20=0, z; =1, zo =1+ 3i;
d) z% - 423 1422 +42-8-0,
zl=\/§, 22 =1-1i.
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Al0.Fie a,.b,‘c, d € Q. Sa se rezolve a) x3 + (m - 3) x2 _ (3m +4)x -
ecuatiile in conditiile specificate: 4m < O:
a) x% + ax® + bx* + 4x3 + 23x2 + 3 '2 2
+cx+d =0, daca x; =3 -+11, b) x” - x —(m +m+2)x+
Xy = 2 - /5; +2m? + 2m = 0.
b) 2x% + ax® +bx* +cx® - x2 +dx +
+8=0, x; =5-i/3, x5 =1++/2. Al4.Se considera ecuatia: (p2 - 1) x* -

2 3 2 2
- 3 -3 1
All. Se da ecuatia x% + 3x% —12x* - (p * )x ( P+ )x +

-42x%-19x%2 +ax+b=0,a, be Q. +(5p2 + 3)x - 2(p2 - 1) =0, unde
Sa se rezolve ecuatia, stiind ca

PeC\R, |p|>1, cu solutiile x;, x5,
admite solutia x; = /2 + /5.

X3, X4. Daca x;, X, sunt solutiile
reale independente de p si

Al2.Sa se scrie ecuatia cu coeficienti
S =Re(x3)+ Re(x,), atunci:

rationali de gradul cel mai mic neN,
care admite solutia x; in cazurile: a) Sef0, + oo); b) Se (_oo, - 25);
a) x; =2 +3; b) x; =2 +/5;
c) x; = J5 - /3.

Al3.Sa se rezolve ecuatiile stiind ca

admit solutii independente de para-
metrul m € C:

c) Se(-4,-3); d Se(-2,-1);

e) Se(-1, 0).
(ASE, Bucuresti, 2002)

0 Rezolvarea unor ecuatii algebrice de grad superior
cu coeficienti in C

8.1. Ecuatii bipatrate

O ecuatie bipatrata cu coeficienti in € este o ecuatie algebrica de
forma az* +bz® +¢=0, a,b,ceC, a=0.

Pentru rezolvare se parcurg urmatorii pasi:

e se noteaza 2z°= y si se obtine ecuatia de gradul doi:
ay2 + by + ¢ = 0, numita ecuatia rezolventa a ecuatiei bipatrate;

e se rezolva ecuatia rezolventa in multimea € obtinandu-se
solutiile y,, y9 € C;

e se scriu si se rezolva ecuatiile z? =y, si z? =y, obtinandu-se
solutiile z,, z,5, z5, z4, ale ecuatiei bipatrate.
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1> Exemplu
+ Sa se rezolve ecuatiile in C:
a) z*-322-4=0;b) z* +(1- )22—1—0.
Solutie
Ecuatiile sunt bipatrate.

a) Fie z° = y. Se obtine ecuatia rezolventa y2 -3y -4 =0 cu solutiilley; =-1,
yo = 4. Rezulta z?2 = -1 si z? =4 cu solutiile zy =1, zg = —i, respectiv z3 =2, z4 =-2.

b) Notand z® =y se obtine ecuatia rezolventa y®+(1-i)y-i=0 cu solutiile
y1 =-1 si yy =i Rezulta ecuatiile: 22 =-1 si z2 =i. Din prima ecuatie se obtine
z1 =1, z9 = —i. Pentru a rezolva a doua ecuatie consideram z=a+bieC,a, beR sise
obtine: (a + bi) =i sau a®-b? +2abi =i. Din egalitatea de numere complexe se obtine
sistemul {az -b - 0. Substituind b = i in prima ecuatie a sistemului se obtine ecuatia

2ab=1
V2 J2

4a* =1 cu solutiile reale a = ig. Rezulta ca b = i?, iar z3 4 = J_r?(l +1).

Problomss sovoloali

~ _ T
X Sa se arate ca cosg =

\/g+1

4

Solutie

Stim ca O = sinn = sin 2n 3n =sin%-cosﬁ+sini-cos—n, (*).
5 5 5 5 5

Notand x = cosg si avand in vedere ca sin3a =3sina-— 4 sin® q,
cos3a =4 cos® o.— 3cosa, din relatia (*) se obtine ecuatia:
(16){4 —12x% + 1) -x=0.

f+1 \/g—l}.

Rezulta ca x e
4 4

\/§+1

4

Se obtine solutia convenabila x =

8.2. Ecuatii binome

O ecuatie binoma cu coeficienti in multimea € este o ecuatie
algebrica de forma: z" —a=0, unde neN,acC. (1)
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Scriind ecuatia binoma (1) sub 6 \
' NE REAMINTIM!
forma z"™ = a, rezolvarea ei se reduce la

. o1 e . Pentru z € C, se cunosc:
determinarea radacinilor de ordinul

" ® z =a+bi, forma algebrica;
N A i . [
n e N ale numarului complex a o I - 2% + b2, modulul lui z:
Daca a=r(cost+isint) este scri-

. Z=|z|(cost+isint), cost = i,

erea sub forma trigonometrica a numa- l2|

rului a, atunci se obtine: b
sint = — forma trigonometrica;

Zk = %(Cosﬂ+isinﬂj, |Z|

. (cost+ismt)n = cosnt +isinnt,

ke {O, L2 ..,n- 1} , (2), formula lui Moivre. j
(radacinile complexe ale lui z € ).

15> Exemplu

+ Sa se rezolve ecuatia binoma zt-i=o0.
Solutie

. .. = . . . T T A
Forma trigonometrica a numarului a = i este: i= cosg + 1sm§. Avand in vedere

T okn T okn
2 +isinZ—— k<{0.1,2 3},

relatia (2) rezulta solutiile: z, = cos

8.3. Ecuatii reciproce

++ DEFINITIE
ePolinomul f eK[X], f=aq +a;X+a,X? +...+a,X", de gradul neN’
se numeste polinom reciproc daca intre coeficientii sai exista
relatiile: aj =a,_,, ke{0,12,...,n}. (1)

5> Exemple

Polinoamele reciproce f € K[X] de gradul 1, 2, 3 si 4 au formele:
e fi=aX+a, fy =aX? +bX +a, f3 = aX® + bX2 + bX +a, respectiv f, = ax* +bX3 +

+c¢X? +bX +a, unde a, b, cecK si acK'.

++ DEFINITIE

e Se numeste ecuatie algebrica reciproca de gradul neN o ecuatie
de forma f(x) =0, unde f e K[X] este un polinom reciproc de gradul n.

Forma particulara a polinoamelor (ecuatiilor) reciproce de gradul n
conduce la cateva observatii generale:
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1. Orice ecuatie algebrica reciproca de grad impar admite solutia
Xl = _1.

Intr-adevar, polinomul f se poate scrie sub forma f=a, (1 + Xn) +
+a, (X+Xn’1) +ay (X2 +Xn’2) +... si se obtine f(-1)=0.

2. Prin impartirea polinomului reciproc f de grad impar n la X + 1 se
obtine un cat care este polinom reciproc de grad n — 1.

3. Daca ecuatia reciproca are solutia a, atunci are si solutia —.
a

Rezolvarea ecuatiei reciproce de gradul 3

Ecuatia reciproca de gradul 3 cu coeficienti in corpul € are forma:
ax® +bx”+bx+a=0. Ecuatia se poate scrie succesiv: a(x3 + 1) +

+bx(x+1)=0 sau (x+1)(ax2 +(b—a)x+a) =0. (1)
Forma de scriere (1) arata ca ecuatia are solutia x; = -1 si alte doua

solutii date de ecuatia reciproca de gradul 2: ax? + (b - a)x +a =0.

1> Exemplu
+ Sa se rezolve in C ecuatia 2x3 +3x2 +3x+2=0.
Solutie
Ecuatia se scrie: (x+ l)(2x2 + X+ 2) =0 si are solutiile: x;=-1 si
-1+£iV1b
X2‘ 3 = T.

Rezolvarea ecuatiei reciproce de gradul 4

Forma generala a ecuatiei reciproce de gradul 4 cu coeficienti

intregi este: az* +bz® +cz” +bz+a=0.
Se observa ca ecuatia nu admite solutia x = O.

Pentru rezolvare se parcurg urmatorii pasi:
. . b a
2 si se obtine: az? +bz+c+—+—2 =0.
zZ z
e Se grupeaza termenii care au coeficienti egali:

a(zz+i2)+b(z+lj+c=0.
V4 Z

* Se imparte prin z
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e Se noteaza z+ 1 =y si rezulta ca 722+ Lz = y2 —2. Se obtine
V4 v/

ecuatia de gradul 2 in y: a(y2 —2)+by+c=0 sau ay2+by+c—2a=0

numita ecuatia rezolventa a ecuatiei reciproce de gradul 4.
¢ Se rezolva ecuatia rezolventa obtinand solutiile y,, y, € C.

y " 1 . 1
¢ Se rezolva ecuatiile z+— =y, si z+— =y, care se aduc la forma:
z z

2 —y,z+1=0 si z% - y,z+1=0. Rezulta astfel solutiile z,, z,, z5, z, € C
ale ecuatiei reciproce.

Asadar, rezolvarea ecuatiei reciproce de gradul 4 se reduce la
rezolvarea a trei ecuatii de gradul 2.

1> Exemplu

.- Sa se rezolve ecuatia reciproca 2t +z28-4z22+z2+1=0.
Solutie

2 2

1
Dupa impartirea cu z? se obtine: z2+ 1 4+ 1 + 1 =0 sau (22 + ij + (Z + fj -
V/ z z z z

2

—4 = 0. Cu notatia y=z+l, obtinem z +i2=y2—2 si ecuatia rezolventa y2+y—6=0
zZ z

cu solutiile y; =-3, yo = 2.

1 [ TEMA
Avem ecuatiile: z+—=-3 si z+—=2 .
z zZ Sa se rezolve ecuatiile:
sau z2+32z+1=0 si z2-2z+1=0. Se obtin e 2z* -32% 1222 -3z+2=0;
-3+5 e z*+323-822+3z+1=0.

solutiile z; 5 =1 si z3 4 = 5

<> OBSERVATII

1. Daca feC[X], este polinom reciproc de gradul neN, n numar

impar, atunci rezolvarea ecuatiei reciproce de gradul n se reduce la
rezolvarea ecuatiei z + 1 = O si a unei ecuatii reciproce de gradul n — 1.

IS° Exemplu
+ Sa se rezolve ecuatia x?-3x*+2x3+2x%2-3x+1=0.
Solutie
Deoarece x = -1 este solutie a ecuatiei, prin impartirea polinomului

f=x°-3x*+2x3+2X2-3X+1 la g=X+1 obtinem descompunerea f=(X+1):
-(X4 -4xX3 +6X%2-4X + 1). Rezulta ecuatia (x+ 1)(){4 ~4x% +6x% —4x + 1) =0. Avem

x; = -1, iar celelalte 4 solutii sunt date de ecuatia reciproca x* -4x3 +6x% -4x+1=0.
Se obtine x5 3 4. 5 =1.
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2.Daca feC[X], este un polinom reciproc de gradul n, n = 2k,
rezolvarea ecuatiei reciproce atasate se poate reduce la rezolvarea

. .. 1 . .
unei ecuatii de gradul k cu necunoscuta y =z+—, si a k ecuatii de
z

gradul 2 date de ecuatiile z +l =yp-Pe{l 2, ..., k}.
v

5> Exemplu
¢ Sa se rezolve ecuatia reciproca de gradul 6 in multimea C:

28525 +42* +472 -5z+1=0.
Solutie

3 2

Impartind cu z% se obtine: z° + 1 5(22 + Lj + 4(2 + lj =0. Daca |z +l =y,
z z Z z

atunci zz+i2:y2—2 si 23+i3 =(z+l)(22+%—1]=y(y2— ) Se obtine ecuatia
z z z z

rezolventa de gradul 3 in y: y3 —5y2 +y+10=0 care se descompune astfel:

(y —2)(y2 -3y - 5) = 0. Se obtin solutiile: y; =2, y, = 3 _2 29 ,¥3 = 3 +229 si se obtin
ecuatiile in z de forma: z +l =y, sau z2 - yz+1=0, unde y € {2, 3 _2 29 , 3 +229}.
zZ

3.In cazul unei ecuatii reciproce cu coeficienti intr-un corp K se
procedeaza in mod analog.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE

El. Sa se rezolve in multimea C ecua- || E2. Sa se rezolve ecuatiile binome in
tiile bipatrate: multimea C:
a) z'-2z2+1-0; a) z2 -125=0;
b) z* + 222 +1=0; b) z* - 625=0;
c) z* -10z%2 +9 = 0; c) z2 +8=0;
d) 9z* -10z% +1=0; d) z% +125=0;
e) z* 1722 +16 = 0; e) z*+16=0;
f) 252 - 2622 +1=0; fz'+i=0;
g) zt+22+2=-0; g) ze—i=0;
h) z* + 2922 + 100 = 0; h) z® -3 =o.
i) z¥-2z2_-15-=0.
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E3. Sa se rezolve in C ecuatiile reci- d) 7x*—x3_12x2 _x+7=0;
proce de gradul 3: 4 3 2
a) x3+x%1x+1=0; e)x4—7x3+12x2—7x+1=0;
b) x3_5x%2_Bx+1=0: f) 2x* -5x° +10x“ -5x+2=0.
c) 2x3-7x%> -7x+2=0; E5. Sa se rezolve in € ecuatiile reci-
d) 4x3 _x%2_x+4-=0; proc5e: " 3 9
a) X" +x  +x°+x°+x+1=0;
e) V2x3+x2 +x+2=0; ) s 4 s y
b) 2x° +x* -3x" -3x“ +x+2=0;
f 2x3 5x2 5x+2=0. )
c) 3x° +2x* -5x3 -5x2 +2x+3=0;
E4. Sa se rezolve in C ecuatiile reci- d) x5+x5+x*—6x3+x2+x+1=0.
proce de gradul 4:
a) 6x* +x%-14x®>+x+6=0; E6. Sa se rezolve in C:
b) x*+2x%-6x2+2x+1=0; a) (x—1)4+(x+1)4=82;
) 2x* - x%-2x? - x+2-0; b) (x-i)* +(x+i)* =16.
APROFUNDARE
Al. Sa se rezolve ecuatiile bipatrate in | A4. Sa se rezolve ecuatiile in multimea
multimea C: numerelor complexe:
a) x*+x2+1=0; a) x3 +ix2 +ix+1=0;
b) x* +17x% +16 = 0; b) ix® + (1+i)x®> +(1+i)x+i=0;
2 3 2 — 3 _
) x2+(2j - 40 c) z°-ez°-ez+1=0, ¢’ =1.
X
2 A5. Pentru care valori ale lui a € R,
d) x2 - [E] =5. ecuatia x3 +ax? +ax+1=0 admite
X solutii multiple?
A2, Sa se rezolve in Zg ecuatiile: A6. Sa se rezolve in C ecuatia x* +
a) x*-x2+1=0; +(a+1)x® + bx? + 5x+1=0, stiind
Aa 2 5 A ca este ecuatie reciproca si admite
b) 2x” +x"+2=0; o solutie dubla.
3wl L 2x2 . 2 _ O
c) 3x” +4x” +3=0; A7. Sa se arate ci daci o ecuatie reci-
A4 a2 a2 A proca de gradul 4 cu coeficienti in
d) 2x*+3x“+1=0. . . * .
corpul K admite solutia a cK, atunci
A3. Si se determine a, b ¢ R pentru ea admite si solutia o' € K. Gene-
care ecuatia x*+ (a2 +b% —2ab + ralizare.
+2b— 23) %3 _ (3a+3b-2) %2 _ AS8. Ssa sz rezc;lve ezcuatlile reciproce in C:
— — 1= ;
-(a+b-7)x+3(ab+a-b-1)=0, a) x6 x5 x : (; )
este ecuatie bipatrata si sa se b) x° —x” +3x" - 6x” + 3x” -
rezolve in acest caz. -x+1=0.
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A9. Sa se determine a ¢ IR stiind ca

ecuatia z®+azZ+az+1=0 are

numai solutii reale.

A10. Pentru ce valori ale lui a € R ecuatia

reciproca x*+x2+ax+x+1=0

are toate solutiile reale?

All.Sa se rezolve in multimea € ecuatiile
de grad superior:

a) x*+x312x2412x44=0;
b) x* + x® - 24x% - 6x+36 =0;
c) x* +x%-4a%x? +ax+a%2=0.
Al2.Sa se rezolve ecuatiile in multi-
mea C:
4 4
a) (x-1)" +(x+1)" =82;

b) (x+a)*+(x-a)*=b,a, bek;

o (x+a)*+(x+b)*=c,a, b ceR;
2

d) (x2+x+1) +1=0;

e) (x+ a)(x3 + a3) =x%,ach

A13. Sa se rezolve ecuatia:
log2x 6+ log% (1] +log 4 [l) +
+log g x + 3. 0.
4
(Admitere, ASE, Bucuresti)

Al4. Sa se calculeze:
T

.2 ., W
sin—, sin—, cos .
10

5 10

Testul 1

Q1. Polinomul f=X*-4X2+4X2+mX+neQ [X] se divide cu polinomul

g =X?-4X+3 < Q[X], pentru:

m=-4 m=-4
a){ ; b){ ;
n=3 n=4

m=4 m=2
c) ; d) .
n=-3 n=-1
(Univ. Maritimd, Constanta, 2002)
(3 puncte)

Se considera polinomul f = X%+ mX? +2X + m-1¢R[X], avand radacinile

3

1 +Xg + Xg > 3(X1X2X3)2 .

c) Sa se determine m pentru care polinomul f se divide cu X - 1 si, in acest

(Univ. Bucuresti, Facultatea de Matematicad si Informaticad, 2002)

(4 puncte)

02.
X5, X9, Xg3.
9 5 w3, o3, o3 _ 3
a) Sa se arate ca xj + x5 + X3 =-m" + 3m + 3.
b) Sa se determine m pentru care x
caz, sa se gaseasca radacinile sale.
Q3. Si se rezolve ecuatia x?-2x3 —x

2_2x-2=0 in multimea C, stiind ca

admite ca radicina numarul x; =1-+/3.

(Univ. de Nord, Baia-Mare, 2002)
(3 puncte)
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Testul 2

Se considera polinomul f=X*-X3+ X2 -X+1, cu radacinile X1, Xg, X3, X4 €C.
a) Sa se calculeze f(1) si f(-1).

b) Sa se determine a e C, astfel incit sa avem identitatea
f=a(X-x)(X-x;3)(X-x%x3)(X-x%4).

c) Si se arate ca (1-x;)(1-%x3)(1-x%x3)(1-%x4)=1.

d) Sa se arate ca (1+x;)(1+x5)(1+x3)(1+x4)=5.

(Bacalaureat, iulie 2002)
(4 puncte)

Fie f=X*-7x3 + (m +13) x2 - (4m + 3)X + m € C[X]. Sa se rezolve ecuatia
f(x) = 0, stiind ci m < @, admite solutia x, = 2 + /3, iar x5 = 2x,.

(Univ. Lucian Blaga, Sibiu, 1998)

(3 puncte)

Sa se descompunad in factori ireductibili peste @, R, € polinomul

f=x*+x3_-x2_2X-2, stiind ca admite radacina z, = —% + i?.
(Univ. Babes Bolyai, Cluj-Napoca, 1996)
(3 puncte)
Testul 3

Si se determine radacinile x;, x5, x3 ale polinomului f = X> - mX? -2 C[X],

daca x{ + x5 + x5 = 0.

(Univ. Lucian Blaga, Sibiu, 2002)

(3 puncte)
Ecuatia x*-x3+mx?2+2x+n=0, m, necR admite solutia x; =1+1i pentru:
ajm=2,n-=-3; b)m=0,n=2; cim=-1,n=0;
dm=1,n=4; e im=n=0.

(Univ. Maritimd, Constanta, 2000)
(3 puncte)

Se considera ecuatia x* —(m -1)x® + mx? -(m-1)x+1=0.
Fie M = {m el \ ecuatia are doua radacini reale, distincte si negative} .

Atunci:
a) M= (-0, 0); b) M=[0, +©); ¢) M=(—0, —-1]; d) M=(-1,1); ey M=2.

(ASE, Cibernetica, 1997)
(3 puncte)

170



Analiza matematica e I. Primitive

ELEMENTE DE
ANALIZA MATEMATICA

I. PRIMITIVE

In clasa a XI-a s-a vazut ca notiunea de derivata a unei functii a
fost introdusa pornind de la cateva considerente practice. Astfel, in
domeniul fizicii, viteza instantanee a unui mobil este descrisa de o
functie care reprezinta derivata functiei ,,spatiu®.

Fizica experimentala ridica insa si problema oarecum inversa celei
de derivata, in sensul ca impune determinarea proprietatilor unei
functii care modeleaza un fenomen, folosind valori ale derivatei rezul-
tate dintr-un experiment.

Relativ la astfel de situatii practice a aparut conceptul de
.integrala“. Denumirea de ,integrala“ rezulta din ideea deducerii unei
concluzii asupra intregului, idee formulata avand in vedere concluzii
asupra partilor intregului, (integer = intreg, in limba latina).

0 Probleme care conduc la notiunea de integrala

Problema spatiului parcurs de un mobil in miscarea rectilinie

Se considera un punct mobil M care se deplaseaza rectiliniu, in
acelasi sens, pe o axa, cu viteza instantanee la momentul x egala cu

v(x). Daca S(x) este distanta parcursa de mobil de la momentul
initial t=0 la momentul t=x, atunci, conform definitiei vitezei
instantanee, are loc egalitatea v(x)=S'(x).

Problema se poate pune insa si invers: daca se cunoaste viteza
instantanee V(X) in fiecare moment x, atunci se poate determina
distanta parcursa de mobil in intervalul de timp [0, x]|?

Din punct de vedere matematic, problema revine la a studia daca
exista o functie S care verifica egalitatea S'(x)=v(x). Cu alte cuvinte,

problema revine la a determina functia cand se cunoaste derivata sa,
determinare care face obiectivul capitolelor urmatoare.
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Problema ariei unei suprafete plane

Se considera f:[a, b] > R o functie continua si pozitiva.

Se noteaza cu S functia care asociaza fiecarui x e [a, b] aria S(X)
a suprafetei plane marginite de curba y =f(x), axa Ox pe intervalul
[a, x] si segmentele [AA"], [MM'] unde A(a, 0), A’(a, f(a)), M(x, 0),
M'(X, f(x)) (figura 1).

yﬂ

\N

XM N(x+h, 0)

O
>
V)
)
=
X
2
><
e

Figura 1

Functia S, numita functia ,arie”, este derivabila pe intervalul [a, x].

Intr-adevar, fie NeOx, N(x+h, 0), h>0 si x,,, Xy €[x, x+h] puncte
in care f ia valoare minima, respectiv valoare maxima pe intervalul
[x, x+h].

Deoarece aria suprafetei curbilinii [MM'N'N] este cuprinsa intre
ariile dreptunghiurilor cu baza [MN] si cu inaltimile egale cu f(x,,).
respectiv f(xy;), au loc relatiile:

h-f(x,)<S(x+h)-S(x)<h-f(xy). De aici se obtine:

S(x+h)-S
< SEE =S ()
h
Pentru h — 0 avem: lim f(x,,)="f(x)=limf(xy).
h—0 h—0

~—

<f(xy). (1)

Prin trecere la limita dupa h — 0 in relatia (1) si folosind definitia
derivatei se obtine:

5(x) :Illig(l)S(x+hlz—S(x) _f(x).
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Asadar, functia S este derivabila si S'(x)=f(x), x e[a, b], (2),
relatie care exprima derivata functiei /
~arie” cu ajutorul functiei f.

O problema care se pune in lega-
tura cu relatia (2) este: ,Sa se deter-
mine aria suprafetei plane asociate
functiei f pe un interval [a, b], in

ipoteza ca se cunoaste derivata sa.“.
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716) a notat aceasta arie cu simbolul

5 Gotffried Wilhelm LEIBNIZ
I f(x)dx, citit ,integrala delaalab (1646-1716)
a matematician german
din f(x)dx*“.
Rezolvarea deplina a problemelor e Sy
rential si integral, avand contri-

care cer determinarea functiei cand se | puii remarcabile in analiza com-
cunoaste derivata sa se va face intro- | pinatorie, calculul probabilitdtilor,
ducand noile concepte matematice: | aritmetica si mecanica.
~primitiva“ si ,integrala definita“. \ /

Primitivele unei functii
Integrala nedefinita a unei functii

Fie I ¢ R un interval de numere reale si functia f:1 - R.

3 DEFINITII

e Functia f:I »> R admite primitive pe intervalul I daca exista o
functie F :1 — R astfel incat:
a) F este functie derivabila pe intervalul I;
b) F'(x)=f(x), Vxel

e Functia F cu proprietatile de mai sus se numeste functia primitiva
(sau antiderivata) a functiei f pe intervalul I.

e Daca functia F exista, se spune ca functia f este primitivabila pe
intervalul I.

IS> Exemple
¢ Functia nula f: R - R, f(x) = 0, admite primitive pe R.

Intr-adevar, pentru orice numar real c, functia F: R > R, F(x) =c este functie
derivabila pe R si F'(x)=0=f(x), VxeR.
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3
+ Fie functia f:R >R f(x)=x2 Functile F:R >R, F(x)= X? si G:R-> R

3
G(x) =21k k e R, sunt primitive ale functiei f pe .
3

Intr-adevar, functiile F si G sunt derivabile pe R si F'(x) =x? =G (x) =f(x),
vx el

¢ Functia F:(0, +©) > R, F(x)=Inx este o primitivi a functiei f:(0, +») >R,

De asemenea G : (0, +») > R, G(x) =Inx +1 este o primitiva a functiei f pe (0, +x).

Din exemplele de mai sus se observa ca functiile alese admit mai
multe primitive pe intervalul de definitie. Relatia dintre diferitele
primitive ale unei functii pe un interval este data de urmatorul rezultat:

Demonstratie

Functiile Fj, F, fiind primitive ale functiei { pe intervalul I, sunt
derivabile pe I si Fj (x)=f(x)=Fy(x), Vxel

Folosind operatiile cu functii derivabile, rezulta ca functia F, - F,
este derivabila si (F; - F,) (x) =F (x)-F5(x)=0, Vvx e

Deoarece functia F; -F, are derivata nula pe intervalul I, din
consecinta teoremei lui Lagrange rezulta ca exista ceR astfel incat
(F,-Fy)(x)=c, Vxel

Asadar Fj(x)-Fy(x)=c, Vxel W

Teorema afirma ca doua
primitive ale unei functii primiti-
vabile pe un interval difera printr-o
constanta. Daca F este o primi-
tiva a functiei f:1— R, atunci
orice alta primitiva G a lui f este
de forma G=F+c, unde c este
functie constanta pe I.
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Se deduce astfel ca daca functia f admite o primitiva, atunci
admite o infinitate de primitive.

+> DEFINITII

Fie Ic R un interval si { : 1 » R o functie care admite primitive pe I.
e Multimea tuturor primitivelor functiei f pe intervalul I se numeste

integrala nedefinita a functiei f si se noteaza If (x)dx.

e Operatia prin care se determina multimea primitivelor unei functii se
numeste operatia de integrare.

<> 0BSERVATII
Fie f:1 — R o functie primitivabila si F o primitiva a functiei f pe I.

1. Din teorema 1 se deduce ca multimea primitivelor functiei f pe
intervalul I satisface egalitatea:

If (x)dx = {F +c | c este functie constanta.

2. Daca se noteaza ¢ = {c IR | c este functie constanté}, atunci
.[ f(x)dx =F+.

Precizari

* Daca 7 (I)={f |f: 1> R} si #,% c 7 (I), se definesc operatiile:

a) 7+4={f+g|fes gey};

b) L7 ={M [feF| Lek;

c) f+29={f+h | he(g}, feg(I).

e Pentru multimea ¢ a functiilor constante pe intervalul I au loc
egalitatile:

€+ =% L€¢=%, pentru LeR'.

3. Cu ajutorul notatiilor utilizate pentru integrala nedefinita, cele trei
exemple conduc la urmatoarele egalitati:
Ide =, xek;

<3
.[dex :?M(/, x el

Ildx =lnx+%¢, xe (O, +oo).
be
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0 Proprietati ale integralei nedefinite

Demonstratie (extindere)

Fie F, G:I - R primitive ale functiilor f, g pe intervalul I. Functiile
F si G sunt derivabile pe I si F'=f si G'=g. Folosind operatiile cu
functii derivabile pe un interval, rezulta ca functia F+G este functie
derivabila pe I si are loc egalitatea (F + G) =F'+G'=f+g.

Asadar, functia f+¢g admite primitive pe intervalul I si functia
F + G este o primitiva a acesteia pe intervalul I.

Totodata au loc urmatoarele egalitati:
[f(x)dx=F+%, (1)

[g(x)ax =G+, 2)

[[f(x)+g(x)]dx=(F+G)+?. (3)

Folosind relatia ¢ + ¢ = ¢ si egalitatile (1), (2), (3) se obtine:
If(x)dx+fg(x)dx=(F+%)+(G+€€)=(F+G)+(§€+€€)=(F+G)+%=

= [[f(x)+g(x)]dx. m

Demonstratie

Fie F o primitiva a functiei f pe intervalul I. Rezulta ca F este functie
derivabila pe I si F' =f. Conform operatiilor cu functii derivabile se obtine
ca functia AF este derivabila pe I si (XF)' =AF' = Af. Asadar, functia Af
admite primitive pe intervalul I si functia AF este o primitiva a ei.
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Totodata are loc eialitatea:

Din faptul caA¢=¢ VvreR', se obtine:
kff F +%) AF + € = I kf dx si teorema este demon-

strata.

< OBSERVATII X
1. Pentru A =0, egalitatea (4) nu este adevarata. Intr-adevar, pentru

L =0 avem: I(Xf)(x)dx = IOdX =¥, iar xj.f(x)dx = O-If(x)dx ={0}.
2. Pentru X €R are loc egalitatea: J'(kf)(x)dx = kjf(x)dx +€.

e i ol
Xl 1. Sa se determine functia f: D — R pentru care o primitiva a sa
este de forma:

a) F(x)=e* (X2 +6x), x el

2-x

b) F(x)=—=-e*¥* xc;

) () 1+x2 ©
~x2

c) F(x)=arccos x > 0.

1+x2

Solutie

Se aplica definitia primitivei unei functii, aratand ca functia F este
functie derivabila si F'(x)=f(x).

a) Functia F este derivabila pe R ca produs de functii derivabile si

f(x)=F'(x) =[eX (x2 +6x)] =e* -(x2 +6x)+eX (2x+6), xeR.

Rezulta ca f(x)=e" (x2 +8x + 6), x e .
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b) Functia F este derivabila pe R fiind exprimata cu ajutorul
operatiilor cu functii derivabile.

. =F'(x)= 2-x ,‘earctx_'_
Avem: 1(x)=F'(x) [\/1+X2J g / NE REAMINTIM! \

2-x .(earctgx)': )_f’ g+f-g

+—
\/1+X2

f =f’-g—f-g'
—",1+X2 —(2 -x L (gj g2
_ ( ) \/1+X2 . earctgx | (\/E)' =L_u,

1+ x>
2-Xx I arctgx _ (arctgu) =

+ . e = 1+u
J1+x2 1+x°

— earctgx . 1-3x _— Qccosu / J
(1 + Xz)\/I +x2

c) Functia F este derivabila pe intervalul (0, + oo) si:
' 2
-1 '(1—x2] (1) gy 2

5 = x> 0.
1—x2 2 (1+x
1—-| — 2
(I—FXZJ

Vax? (1+X2 )2 1+x°
2. Fie functia f: R > R, f(x) = e?* .sinx. Sa se determine constan-

1 0
2 u

f(x)=F'(x)=

tele reale m si n astfel incat functia F: R - R, F(x) = e2x (msinx +

+ncosx) sa fie o primitiva a functiei f pe R.

Solutie
Din ipoteza ca F este o primitiva a functiei f, rezulta ca F este

derivabila si F'(x)=f(x), V x e R
Se obtine egalitatea:
2x [(Zm —-n)sinx +(m+2n)cos X:| - e?*sinx, V x e R.

Pentru x =0, se obtine m +2n =0, iar pentru ng, se obtine 2m —

—-n =1. Rezulta, in final, ca m =% si n= —%, valori care verifica condi-

tiile din enunt.
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y . - . e, x>0
3. Sa se studieze daca functia f:R-> R, f(x)=
2x+m,x<0
admite primitive pe R, unde m € R.

Solutie
O primitiva a functiei f; : [0, +©) > R, f; (x) =e* este functia:
F, [0, +0) 5> R, Fy(x)=e* +¢,.

O primitiva a functiei f, : (—», 0) > R, fy (X) =2x + m, este functia:

F, :(—», 0) > R, Fy (x) = x> + mx + c,.

Rezulta ca o primitiva a functiei f pe IR va avea forma:
e* + ¢y, x €[0, +
F (X) _ { 1 [ )

x? +mX +Cy, X € (-~ O)'
Constantele c; si cy vor fi determinate astfel incat functia F sa fie
derivabila pe R, in particular sa fie continua pe R. Astfel, conditia de con-

tinuitate in x =0, lil’l’(l) F(x)=F(0), conduce la egalitatile 1+¢; =c, =c.
xX—

e*+c—1, x>0
Rezulta ca F(x)= ) .
Xx“+mx+c, x<0

Conditia de derivabilitate a functiei F in x =0 conduce la egali-
tatile Fy (0)=1=F; (0) =m.
Asadar, existenta primitivelor pentru functia f depinde de valorile

parametrului m:
e pentru m =1, functia f admite primitive pe R si o primitiva este

e*-1+c, x>0

2

functia F:R >R, F(x) = ;
x“+x+¢,x<0

e pentru m € R \ {1}, functia f nu admite primitive pe .

> COMENTARIU METODIC

Din problema rezolvata anterior se contureaza cateva idei care
vizeaza existenta sau neexistenta primitivelor unei functii.

a) Pentru m =1, functia f este continua pe R si admite primitive
pe K.

Mai general, are loc urmatorul rezultat:

Orice functie continua f : I —» IR admite primitive pe intervalul I.
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b) Pentru me R \ {1} functia f are dis-
continuitati de speta I si nu are primitive pe IR.
Mai general, are loc urmatorul rezultat:
Orice functie f: I - P care are discon- 1
tinuitati de speta I nu admite primitive pe

intervalul 1.

¢) Deoarece functia f are discontinuitati | p) f(x) = x :
de speta I pe R, nu are proprietatea lui o, x=0
Darboux pe R. 1, xeQ

Mai general, daca o functie f: I > P
nu are proprietatea lui Darboux pe inter-

valul I, atunci nu are primitive pe I.

EXERCITII S1 PROBLEME

El.

E2.

Sa se determine functia f:D > R
pentru care o primitiva a sa este
de forma:

a) F(x)=2x3—4x2—5x+9, xek;

b) F(x):%/x_2+4x2«/g, xe(0, +);
c) F(x)=xsinx, xclR;
d) F(x)=x(Inx-1), x (0, +);

3
x° - 2x
O Fx)="01

» x€(0, +x);
f) F(x)=e*(x-1)+4, xR

g F(x)= tg?x + tg x, xe(o, %]

Sa se verifice daca functia F: R > R,

2% 2
1 + - 17 9 S 1
F(x)= n2 n2 este
x2 3
—+2x-—, x>1
2 2
primitivi a functiei f:R-> R,

2¥4+1,x<1
X+ 2, x>1

f(x)={

EXERSARE
E3.

E4.
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6 TEMA \

Au primitive functiile
f:RoR:

—, Xx<1
a) f(x)=1x%+1 ;

Inex, x>1

sinl, x*0

2 f(x)={—1, xeD\9

Se considera functiile F;,F, : R,

X3 2

—+—+x+1,x<0
F]_ (X) = 3 2 ’
e +1, x>0
3 2
*x L x x,x<0
Fp(x)={3 2 .
e* -1,
Sunt aceste functii primitive ale
functiei f:R-> R,

f(x) = {e:

x“+x+1,x<0

x>0

x>0
o

Folosind afirmatia ca o functie con-
tinua pe un interval admite primi-
tive pe acest interval, sa se arate
ca urmatoarele functii admit primi-
tive pe domeniul de definitie:

a) f(x)=x>-4x2+x+3, xel;

sinx

b) £(x) = 5 ,x¢0;
1, x=0
2 .1

o f(x)= b 4 sm;,x;to;
o, x=0
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sin3x o E5. Pentru functia f:R—>R, f(x)=3x>+
d) f(x)=¢x%+x ; +2x, sa se determine primitiva F
3 x=0 care verifica relatia F(-1) = 2.
V2x+1-1
—,x20
e) f(X) = X .
1, x=0
APROFUNDARE

Al.

Sa se determine functiile f:D >R,
care au primitive de forma:

a) F(x)= 1:(1112x—1nx2 +1),

xe(O, +oo);
b) F(x)=e**! (x2 - 4x), xel;

¢) F(x)=2xsinx +2cosx - x2,

xelk;

d) F(x):E\/Q—x2 +garcsin§,
2 2 3

x (-8, 3);

e) F(X):%\/x2 +1+

+%ln(x+\/x2 +1), xelk;

Xn+1 1
f) F(x)= n+1(lnx—n+1j, x> 0;
¢ F(x) - [sin(lnx)+;:os(lnx)]x’
x>0;

h) F(x)= mcsin(me) _

—2arcsinx, xe (-1, 1);

i) F(x):;[ln:H+
x“-x+1

+1'arctg2x_1) x>0
V3 V3 ) )
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A2. Functiile Fy :R> R, ke{l, 2, 3}

si Fl(x)=§+£sin(g)—

16 3
3V3 4x
- cos| — |,
16 3
3 . (n 2x
R =355 %)
F3(X)=§—%cos(%+%), sunt

primitive ale functiei f : R > R,

f (x) = cos? [% - %)"

. Sa se arate ca urmatoarele functii

admit primitive pe domeniul de
definitie:

(x-1)? :

7x% +4x -1, x21

a) f(x) =1

ﬁ x<0
b) f(x)=‘x4+X2’ :

x3—3x2+1,X20

e*+Inx, x (0, 1]

c) f(x)=7 1 ;
xx-1, xe (L, +x)
1-cosx®

@ £(1)=] 1-cosx * *S[HHMO,

V2, x=0
_ nx
e) £(x) - lim cosx+\xnxl\e .
n-»o 1+e
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A4. Se considera functia f:R > R,

x+1
f(x)={e L x<-1
2+x,x>-1

Sa se arate

ca f admite primitive pe R si sa se
determine o primitivi F cu pro-

prietatea ca F(2)= %

A5. Se considera functia f:R> R, f(x)=
= max{l, x2} . Sa se arate ca f admite

primitive pe R si sa se determine
o primitiva F care verifica relatia:

4F [— %) - 3F(%J = 3F(2).

AG6. Sa se determine constantele a, be R

astfel incat functia F:(0, +©) >R,

In?x, xc (0, €] 5
F(x)= sa fie
ax+b, x (e, +)

primitiva a unei functii.

A7. Se considera functia F: R - R,

x2+ax+3,xsl

F(x)=13x+b
x2+2’
Exista valori pentru a, b ¢ R astfel

x>1.

incat functia F sa fie antiderivata
unei functii?
A8. Se considera functia f:(0, +») >R,

x-1
Jx

Sa se determine constantele a, beR

f(x)=

astfel incat functia F:(0, +x) >R,

F(x)=(ax+b)Vx sa fie o antideri-
vata a functiei f.

A9. Fie functiile f, g: (0, +©) > R,
x
x+1

1
=;[c+bx+aln(x+1)].

f(x)= -In(x+1) si g(x)=

Exista valori ale constantelor
a, b, ce R astfel incat functia g

sa fie o primitivda a functiei
h:(0, +©) > R, h(x)=&§)?
x
A10.Se considera functia f:[0, 3] > R,

x2 +ax+b, xe[0, 1]

2x +1, xe(l, 2).Sa se
X + 3a, xe(2, 3]

determine a, b ¢ R astfel incit f sa

f(x)=

admita primitive pe [0, 3].

A11.Sa se afle constantele a, bc R astfel
incat functia f: (0, + ©) > R,

e iInx, xe(0, 1)
f(x)=<ax+b, xe(l, 2]
V3x-2-2Vx+2, xe(2, +x)

sa admita primitive pe (0, + ).

Al2.Sa se arate ca urmatoarele functii
f:R >R nu admit primitive pe
R, daca:

a) £(x) = [x];
b) f(x)=[x]-2x;
c) f(x)=sgnx;

d) f(x):{

x+1, x<0
sinx, x>0’

,Xe@Q
xz,erD\‘D.

X

e) f(x)={
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DEZVOLTARE
D1. Se considera functia f:[a, b] > R si b) f(x)=|x-1+[x+1, xR

ce(a, b). Daca f admite primitive
D3. Fie f:I - R o functie care admite

pe intervalele [a, c| si [c, b], sa se primitive pe I Daci acl si

arate ca f admite primitive pe f(x), xeI\ {a)
[a, B]. g: 1D g(x)= {b,x—aslb;tf( )’
D2. Sa se arate ca urmatoarele functii sa se arate ca functia g nu admite

admit primitive si sa se determine
o primitiva daca:
a) f(x)= yXelR;

o Primitive uzuale

O problema esentiala care se pune relativ la noul concept de
Lprimitiva a unei functii“ este aceea a determinarii multimii primitivelor
pentru o clasa cat mai larga de functii.

Fie I un interval de numere reale si f:I — R o functie care admite
primitive pe I.

Daca F:I—> R este o primitiva a ei, atunci F este o functie
derivabila si F'(x)=f(x), V xel

Astfel, definitia primitivei da posibilitatea determinarii acesteia in
stransa legatura cu folosirea formulelor de derivare invatate in clasa
a Xl-a.

Ca urmare, apar urmatoarele posibilitati:

primitive pe I.

4.1. Primitive deduse din derivatele
functiilor elementare

[lustram acest procedeu prin cateva exemple:
a) Fie f: R > R, f(x)=sinx.

Avem (sin X)' = cosX, X € R, si astfel se obtine Icosxdx =sinx + €.
b) Fie f:(0, +o) > R, f(x)=Inx.

Avem (lnx)' :l, x € (0, + ), si se obtine Ildx=lnx+%.
X X
n
Fie f:|—-——, — R, f(x tg x.
c) Fie ( %" 2)—> (x)=tgx

r 1
Avem (tgx) = ——— si se obtine I
cos” x cos? x

dx =tgx+¢.
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Procedand analog pentru alte functii, se obtine urmatorul tabel de
integrale nedefinite.

Nr. Functia Multimea primitivelor
crt. ’ (integrala nedefinita)
n+l1
1. | RSB f(x)=x", neN x"dx =247
n+l1l
f:I->R f(x)=x",1c(0, +x), r+l
2. (x) ( ) [xfax="—+¢
reiR\{-1} r+1
. _ X X
3. f:R->R f(x)=a%a>0a=1 Jade: a® o,
Ina
4. f:I—)ID,f(x)zl,Ich“ IldX=ln|X|+f€
X X
1
f:I1->Rf = , _
5. (x) x2-a2 I 21 2dx=zilnﬁ+‘6’
IcR\{#a},a#0 X' -a a Ix+a
1
f:R->R f(x)= ,az0 1 1 X
6 (x) x2 + a2 IX2+a2dX=garctg;+%’
f:R-> R f(x)=sinx fsinde:—cosx+f€
f:R>R f(x)=cosx Icosxdx:sinx+’6’
f:I->R f(x)=tgx,
. tgxdx = —In|cosx|+ ¥
9 IcD\{(2k+l)g kel} Jtgxdx =-Injcosx]
f:I1-R,f =ctgx,
10. (x) = ctgx fctgxdx =In|sin x|+ ¢
Ick\ {krn |keZ}
f:I1-R f(x)= 12 ,
11. oS ¥ [—5—dx=tgx+7
IcD\{(2k+1)g kel} cos™x
f:I1oR f(x)= ,
12. () sin” x f_lz dx =-ctgx+ @
Ick\ {krn |keZ} st x
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1
13. f:I_)ID’f(X): a2—x2’ j dx arcsm +’(’
Ic(-a,a), a>0 va
1 1
fI—)lp,fX =, — dx =1 ‘ + 2_,2 + ¢
14. SN fm o
Ic(—», —a) sau I < (a, + )
1
f|D—)|D,f(X)= , \/27 7Z
15. x2 +a2 j % (X+ x“+a )+6
a=0

(EWWW
Sa se determine integralele nedefinite pentru urmatoarele functii
folosind proprietatile integralei nedefinite si tabelul de integrale

nedefinite:
a) f(x)=x3—3x2+\/§,x>0;
cos2x -3 e
b) f(x)= ,xe(O,—j;
( ) sin? x - cos? x 2
2 2
o) f(X):\/l—x +\/x +6’ e(—l,l);
\/(x2 +6)(1 —xz)
x* +8x% +17
d f(x)=———"—""-,x€.
( ) x2+4
Solutie

a) Avem I(X3—3X2+«/;)dX=IX3dX—I3x2dx+j&dx=§_

1 4 3 Xg“ 4
—3jX2dX+jX2dx=——3-—+ re=2 %3 +— xJx + €.
1 4
—+1
2
b) Se prelucreaza expresia de la numarator si rezulta:

2 2 2 2

cos2x —3 =cos X + CcoS x)=—2coszx—4sin X.

x —sin? x —3(Sil’1

Multimea de primitive va fi:

2
2cos” x
dx= [ 2S5 X |
sin“ x cos“ x

—4sin? x

—————dx= _2J'
sin” x cos” x

dx —

I cos2x -3

s.in2 X cos2 X

_4J'

Sll’l X

dx =2ctgx -4tgx + €.
cos? x
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¢) Se distribuie numitorul comun la termenii numaratorului si se
obtine:

Iﬁxxa)t a8 e )

dx = ln(x +\/X2 +6)+arcsinx + €.

o —
Vl—x2
(x2 +4)2 +1
d) Avem: I A

x> +4

x*18x%2+17

dx = [ dx = [(x? +4)dx+j

x2+4 2+4

3
= X—+4X+latrctg§+ .
3 2 2

4.2. Primitive deduse din derivarea
functiilor compuse

[lustram procedeul prin cateva exemple:

a) Fie IcR un interval, u:I1—>R functie derivabila pe I si
f:R-> R f(x)=sinu(x).

Avem f'(x)= (sinu(x))’ =cosu(x)-u'(x).

Rezulta ca sinu(x) este primitiva pentru cosu(x)-u'(x), deci

.[cosu(x) -u'(x)dx =sinu(x)+¢.

b) Fie u:1— (0, +x)functie derivabila pe I si f:(0,+x)—>R,

f(x)=Inu(x). Avem f'(x)= (lnu(x))’ U (x) si ca urmare se obtine:

u(x)

I (X)

u(x

= 1n|u(x)| +@.

In mod analog se pot obtine integralele nedefinite si pentru alte
functii obtinute prin derivarea unor functii compuse.
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Astfel, daca u:I1— J este functie derivabila pe intervalul I, se obtine
urmatorul tabel de integrale nedefinite.

Nr. Integrala nedefinita
crt.
1 u” (x) u’(x)dx—un+l(x)+? neN
) I " n+l1 O’ -
. ur+1(X)
2. | Ju'(x)-u'(x)dx = 1 +@, reR\ {-1}, u(I)c (0, + o)
r+
3. jau(x) u'(x)dx = a" +#, ac (O, +oo) \ {1}
Ina
4. f%d}(zlnm(x)ﬂ@, u(X);tO, xel
u'(x) 1 u(x)-a
5 [— s dx=—1In +@, u(x)#+a,Vxela#0
u’(x)-a 2a |u(x)+a
6 f 2u (x) 5 dx = —arctg (X)+%, az0
u®(x)+a a

-u'(x)dx =-cosu(x )+Q”
u'(x)dx =sinu(x)+@

j'tgu(x)-u'(x)dx=—ln|cosu(x)|+ €, u(x)=+ (2k+1)%, ke, xel

10. jctgu(x)-u( )dx—ln|smu(x)| u(x)zkn, ke, xel
11. j%dx:tgu(x)+@,u(x)¢(2k+1)£,ke7[,XeI

cos” u(x) 2
12. j%dx:—ctgu(x)+f6/, u(x)zkn, ke, xel

sin® u(x)

u'(x) _u(x)
13. j dx = arcsin +€,a>0, u(I) c (—a, a)
a’ -u®(x) a

j&dX=ln‘ +‘Iu ‘+¢ a>o0, u() (—oo —a)

14. uz(x)—a2

15. | | dx:In[u(x)+ u2(x)+a2}+@, az0

187



Analiza matematica e I. Primitive

In general are loc urmatorul rezultat:

e ific ol
2x+3

¥ 1. S3a se calculeze I z—dx, xelR.
x“+3x+4

Solutie

Alegem functia u: R — [2 + ooj, u(x) = x> +3x + 4, derivabila pe R.

2x+3  u'(x)

x2+3x+4 u(x)
Rezulta ca jﬂdx='fmdx=m|u(x)| +<€=h1(x2 +3x+4)+@.
x?+3x+4 u(x)

Se obtine u'(x)=2x+3 si ,xelR.

3
¥ 2. Sa se calculeze I 4x3 (x4 —2) dx, x e R.

Solutie
Alegem functia u:R—[-2, +o), u(x)=x*-2, derivabila, cu u/(x)=4x",

xeR. Rezulta ca 4x° (X4 —2)3 =u'(x)- us (x) si _[4X3 (X4 - 2)3 =

=Iu'(x)-u3(x)dx=uT(X)+€€ =i-(x4 —2)4 +€.

X 3. Sa se calculeze I 2x-Yx% +1dx, x e IR.
Solutie
Alegem functia u:R—[1 +o0), u(x)=x>+1 derivabila pe R, cu u'(x)=

=2x, X e R. Rezulta ca j2X-V3X2 +1dX=J‘u’(x)‘[u(X)]:1%dx=[u(1Xi+%=
—+1
3
=%-[u(x):|3 +€€=%-(x2 +1)3(x2 +1)+%.
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4.3. Primitive deduse din formula de derivare
a produsului a doua functii

Fie f,g:1—> R functii derivabile pe intervalul I, cu derivatele
continue. Atunci (fg) =fg+fg. Rezulta ca fg este o primitiva a functiei
f'g+1g’, iar multimea primitivelor verifica egalitatea:

I[f’ g'(x)]dx =f(x)g(x)+ % sau

If X)dx+jf X)g x)dx =f(x)g(x)+% (1)

Din egalitatea (1) se obtine:

If x)g'(x)dx =f(x)-g(x)- If g(x)dx. (2)

Egalitatea (2) se numeste formula de integrare prin parti.

Sa se calculeze:
a) lenxdx, x>0; b) Ixsinxdx, xelR; c) Iarctgxdx, xelR.

Solutie
a) Integrala se scrie:
2y 2 2 2
IXlnXdX=I x h’IXdX=X—lnX—IX—(lnX)IdX=X—-lnX—
2 2 2 2

2 2 2 2
—J.X—l =X—lnx—lIXdX=X—lnx—X—+‘€.
2 x 2 2 2 4

b) Avem: jxsinxdx = JX-(—cosx)' dx = —xcosx—jx’-(—cosx)dx =

= —Xcosx+fcosxdx =-XCcosX+sinx+%.

c) Avem: Iarctgxdx = J.X' -arctg xdx = xarctgx — Ix -(arctg x) dx =

9V
=xarctg x —J‘ﬁdx = xarctg x —éj(lli—zz)dx =xarctgx —
—lln(1+x2)+7/.

2
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EXERCITII SI PROBLEME

El.

E2.

Sa se determine multimea primi-
tivelor urmatoarelor functii:

a) f(x)=x* xel;

b) f(x)=8x7, xel;
4
c) f(x)=x5,x>0;

Q) f(x)=Yx3, xem;
e) f(x)=x 3, x> 0;

f f(x)=11x-Vx3, x> 0;

1
gf , X>0;
®)
h) f(x)=e*, xcl;
i) f(x)=2%xeR;

. 1
) f(x)=ﬁ,x>1;

k) f(x) = le_g, x < (-3, 3);

) f(;:):ﬁ,xem,

m) f(x)= - _4,xe(—oo,—2),
n) f(x)=ﬁ,xe(—2, 2);

0) f(x)= x21+25,XeID,

p) £(x)= (e—x;(e+x)'xe(o’ 6)

Sa se calculeze integralele nede-
finite:

a) j(5x4

xek;

-4x3 +3x2 -6x+ 1) dx,

EXERSARE

E3.

190

b)I x2—2x) dx, xeR;
c)j' %—%—;)dx,x<0

8x2Jx + 7x4\/x3)dx, x> 0;

- 21x4‘\1/—]dx x> 0;

1dx,x>l,

30 5

g) fﬁdx,x>§;
n) I4x +1

i J’L

3x2 + 27

j) I(5x1n5—4xln16)dx, xek;

dx, xek;

dx, xek;

k) j. dx, xe;

1
\/6x2 + 24
1) 1'7,—21 dx, x > 3;
m) j \/7 dx,

Sa se calculeze integralele nedefinite:
a) j.(3sinx+ 4cosx)dx, xcR;

xe 2, 2).

b) J(2sin2x—3—80052x)dx, xelk;
c) I2sin§cos§dx, xek;
2 2
d) I2c052§dx, xekR;
2

e) I2sin2 gdx, xelR.
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Al. Sa se determine integralele nede-
finite:
5, .2 _
X
2x3
b) dx x> 0;
jre ot

c) I(x?/;—\/xi—x‘%/g)dx, x> 0;

¥x + 2x*Yx®
d)jx x+\/§x x
e)j(len%—lna-Qx)dx,xeD:

dx, x> 0;

]dx, xelk;

1
sl sim
o=

_1)4
7(11{, X > 1;
xz
h)j

)I 4+4

4 1
x° + dx, x e k;
x2 +4

dx, x> 2;

b4 +\/x +2

Va - x*
e(—\/—,\/—);

k).[ 2x +1

),[\/2

dx, x > 4.

A2. Sa se calculeze'

T
a, d 1) ovi
)I b4 xe( 2
b
b dx, 0, —|;
)j. X xe( 2]
X x )2
c)I(sin——cos—) dx, xek;
2 2
sin®x-8 T
d)j dx,xe(o,—);
2

1-cos?x

o) j3cos2x+1dx xe(o E]-
sin? 2x ' "a)

sin? x - cos? x
coszx
cos? x - sin? x

f) J.(1+tg2x) dx, x e (0, g),

APROFUNDARE

g) j.(l + ctgzx) dx, x e (0, g]

A3. Sa se calculeze multimile de primi-

tive:
4 2
1
11=Ix2+$+dx,xel2;
x“-x+1
3_
I, = ;Kildx,xelp;
X+ X+
6 6
x+1) +(x-1
I3=I( )2 ( ) dx, xeR.
x“+1

A4. Sa se calculeze:
a) jex(3x2 + 1)7 dx, x e R;
b) Ix4(1—x5)5 dx, xc;

c) j.x“ 3\/x5 +1dx, x e R;

dx, x > 0;

d)j\/i

e) j.—ln xdx, x> 0;

I 22x 5 dx, x e R;

5x+7
x-1
) [——
i '|.3x2—6x+11

h) I xff 1 dx, x (-1, 1);
i) J‘lex_zxsdx, x> 2;

) j.x;:-
e

2
l)j.exi

dx, xek;

dx, xek;
9

dx, x e R;
1

dx, x > 5;

™ [
n) J'X+X4

1+x

dx, x e .
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Ab5. Sa se calculeze:

)Iarctg de,xeD
1+x

A6.

j) J.sinsx'coszxdx, xch.

Sa se calculeze integralele nede-

b) cos X d D finite, folosind formula de inte-
J. sin?x-4 X, X els grare prin parti:
2
i a) | x“Inxdx,x > 0;
[ SBE e xem: ) |
9-cos™x b) Ixe'xdx, x> 0;
cos x

9 j.sin2x+4dx'xep' c) j.sinzxdx,xep;

e) I2x sin(x2 + 1) cos(x2 + 1) dx,

xelk;

f) j‘4xsin2(x2 +1)dx, xck;

g) I(tgax + tg x) dx, x e (O, g),

COS X

d) j.(x+1)cosxdx, xelR;
e) IVX2+25dX, xek;
f) Ixxlxz—de, x> 3;

K
g) j.cos xdxv XE[O, 5)1

h) | —————dx, xek;
Im h) Ixarctgxdx,xel?.
i) I sin 2x dx, xcR;

Vsintx +1

o1.

Q2.

Oa3.

Testul 1

Fie functiile f, g: R > R, f(x) = e*sinx, g(x)=e* cosx. Sa se arate ca:
a) f este primitiva a functiei f + g;
b) g este primitiva a functiei g - f.
(3 puncte)
Se considera functiile f, F:(0, +©) >R, f(x)= (x2 - 1) Inx si F(x)=
2
= x(ax2 —1) Inx -x (!; - bJ. Sa se determine constantele a, belR astfel

incat F sa fie o primitiva a lui f pe (0, + »).

(3 puncte)
Sa se determine multimea primitivelor pentru f : D —» IR, daca:
a) f(x)=(x-1)>(x+1), xel;
b) f(x)—i—xf x>1;
c) f(x)=x%" xch
(3 puncte)

192



Analiza matematica e I. Primitive

o1.

Q2.

Q3.

o1.

02.

Oa3.

Testul 2
2x + 3, x>0

Sa se arate ca functia f:R > R, f(x)= admite primitive
Vx2 +6x+9,x<0

pe R si sa se determine primitiva F care verifica relatia F(0) + F(-3) = -4,5.
(3 puncte)

Sa se demonstreze in doua moduri ca functia f: (1, + ©) > R, f(x)=In(1+Inx)

1

este o primitiva a functiei g:(1, +«) >R, g(x)= ﬁ
x(1+Inx

(3 puncte)

Sa se determine integralele nedefinite:
a) j- X+2
Vx2 +1

b) j.(x +2)e*dx, xeR;

dx, xelR;

c) j.sinxcosxdx, xelR.

(3 puncte)

Testul 3

Fie f, g:R >R, f(x)=x>+ax, g(x)=bxf(x). Sa se determine a, beR

pentru care functia g este o primitiva a functiei f.
(3 puncte)

- x)2 -e%, xe (o, 1]

Sa se arate ca f: R R, f(x)=1, 2 admite primitive
n‘x
’ X e (1, + w)
x
- . . e . —2(e+3)
pe R si si se determine primitiva F care verifica relatia F(e)+ F(0) = —3e
(3 puncte)
Sa se calculeze:
a)j. sin x + cos x)2 dx, xel;
b) I Ja-25x2 +1dx, Xe(_g, g);
4 - 25x2 5 5
c)j. dx, x e [0, E].
cos? x 4
(3 puncte)
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Il. INTEGRALA DEFINITA
0 Diviziuni ale unui interval [a, b]

Fie [a, b] un interval de numere reale, inchis si marginit (com-

pact).
+ DEFINITII
* Se numeste diviziune a intervalului [a, b] un sistem finit de puncte
A=(Xq, X}, Xg, ..., X1, X, ) astfel incat a=xq <x; <...<X,_; <X, =b.
e Punctele x;, Xi, ..., X, se numesc puncte de diviziune sau nodurile
diviziunii A, iar intervalele [xq, X]. [X], X3 ] .... [Xy_1. X, ] se numesc

intervale de diviziune.
eSistemul de puncte &=(&, &, ..., En) & €[X, 3], i=Ln se
numeste sistem de puncte intermediare asociat diviziunii A.

1> Exemplu
+ Se considera intervalul [0, 1].

1 112 1

Sistemele finite de puncte: A; =(0,1), Ay ={0, =, 1|, A3 =0, =, —, =, 1|, A, =|0, —

P 1()2(2j3(323j4(4
l, 1 g E 1| sunt diviziuni ale intervalului [0, 1].
32 3 4

. 1 3 L, 1 5 7 . . .
Sistemele &=|—, =| si & =|—-, —,—, 1| sunt sisteme de puncte intermediare
2 5 6 12 12

asociate diviziunilor A,, respectiv Ag.

< OBSERVATII

1. Ca multimi de puncte, diviziunile din exemplul dat au proprietatea
A Cc Ay c Ay Ay

2. Daca A, A" sunt doua diviziuni ale intervalului [a, b] si A'c A", se
spune ca A” este mai fina decat A'. In acest sens, pentru exemplul
de mai sus se poate spune ca A, este mai fina decat A}, A3 este mai
fina decat A; si decat A,, iar A, este mai fina decat A, Ay, As.
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+ DEFINITIE
* Fie A =(Xq. X1, Xg, ..., Xy_1. X, ) 0 diviziune a intervalului [a, b].
Se numeste norma diviziunii A cea mai mare dintre lungimile
intervalelor de diviziune [xq, X; |, [X}. X ], ... [Xp 1. X5 |-
def
Se noteaza |A| = max(x; - x;_1).
1<i<n

Pentru diviziunile din exemplul anterior avem:

1 1 1
=1 [ag =1 Jaal = 2. Jas] =+

Se observa ca prin trecere la o diviziune mai fina, norma diviziunii
se micsoreaza.

«» DEFINITIE
* Diviziunea A =(Xq, X, X3, ..., X1, X, ) a intervalului [a, b] se nu-
meste diviziune echidistanta daca toate intervalele de diviziune
[X0. X1]. [X1. X3 ]. ... [Xn_1. X, | au aceeasi lungime.
N b-a
In acest caz, |A| = )
n
1> Exemple
+ Sistemul de puncte A=(0, 1,2, ..., n-1 n) este diviziune echidistanta a

intervalului [0, n] cu norma 1.

_ n _ n
¢ Diviziunile A; = (Ol E E n—l 1), Ay = [0, L 2 2 1, 2_ sunt

nn n n on 211’ ’ on on

diviziuni echidistante ale intervalului [0, 1] cu |A| = 1 si [Ag] = —
n

& sume ionam

Fie [a, b] c R un interval inchis si marginit si urmatoarele obiecte

matematice:

a) functia f:[a, b] >

b) diviziunea A =(Xq, X}, Xg, ..., X,_1, X, ) a intervalului [a, b];

c) sistemul de puncte intermediare & =(§;, &y, ..., §,) asociat divi-
ziunii A.
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¢, numarul real

ciata functiei f,

).

sistemului de puncte intermediare

d o Il Integrala definita
= Zf(éi) : (Xi — X1
i=1

Se numeste suma Riemann sau suma integrala aso

diviziunii A si

o, (f. €)

++ DEFINITIE

3 mem,w im;nw
/ — lm\um@m %%%%%%%%a
Es = 7 e §LEE O\ x
i o e g 4k |
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Multimea de puncte din plan delimitata de curba y =f(x), axa Ox
si dreptele x =a, x =b se numeste subgraficul functiei f si se noteaza:

Ff={(x, y) € IR? ‘anSb,OSysf(x)}.

Se observa ca suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A si
sistemului de puncte intermediare & reprezinta suma ariilor supra-

fetelor dreptunghiulare cu baza (x; -x;_;) si inaltimea f(§;), 1<i<n,
figura 1. Asadar, o, (f, £) realizeaza o aproximare a ariei subgraficului
I'; al functiei f.

De asemenea, se poate observa intuitiv ca daca diviziunea A este
mai fina, atunci aproximarea ariei subgraficului este ,mai buna®.

Integrabilitatea unei functii
pe un interval [a, b]

Fie a,belR si a<b.

+ DEFINITII

e Functia f:[a, b] >R se numeste functie integrabila Riemann pe
intervalul [a, b] sau functie integrabila pe intervalul [a, b], daca

exista un numar real I astfel incat pentru orice sir (A, ) de diviziuni

ale intervalului [a, b], A, = (Xgl), X(ln), Xgl)_l, Xgl)) cu rlll_r)r:O”An" =0
si orice sir de puncte intermediare &(n) =(§§“), &,(zn), ég{n)_l, &g{n))’

1 4 —i ) ,1<i<k,;,neN, sirul de sume integrale corespun-
zator este convergent catre I.

e Numarul I se numeste integrala definita sau integrala functiei f pe

intervalul [a, b], se noteaza cu I:f (x) dx si se citeste ,integrala de
laalabdin f(x)dx*.
Asadar, 1= lim o, ( é(n) I f(x)dx.
n—>oo a

e Simbolul j se numeste semnul de integrare sau semnul integralei.
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e Numerele a si b se numesc limite sau capete de integrare; a este
limita de integrare inferioara, iar b este limita de integrare supe-
rioara.

e Intervalul [a, b] se numeste interval de integrare.

e Functia f se numeste functia de integrat, iar x se numeste variabila
de integrare.
Variabila de integrare poate fi notata cu orice litera.

Astfel, I dX I du J dt etc.

Variabila de integrare este independenta de capetele de integrare.

Este incorect sa se scrie I;f (a)da sau J ;Df (b)db.

< 0BSERVATII

b
1. Numarul I f(x)dx este unic determinat, limita unui sir convergent
a

de numere reale fiind unica.

2. Integrala definita a unei functii integrabile pe un interval [a, b] este
un numar real, in timp ce integrala nedefinita a functiei f pe
intervalul [a, b] este o multime de functii (multimea primitivelor

functiei f pe intervalul [a, b]).

3.Daca f: [a b] > R este o functie integrabila, atunci, prin definitie
I =—I dxs1'f f(x)dx =0 daca a =b.

4. Orice functie integrabila pe intervalul [a, b] este marginita. Asadar,
exista m, M e R astfel incat m<f(x)<M, V x €[a, b].
In consecintd, daca functia f:[a, b] >R nu este marginita,
atunci nu este integrabila pe [a, b].

15> Exemplu
1

-, .1
¢ Functia f:[0,1] >R, f(x)=1x x<(0.1] este functie nemarginita deoarece
x=0

-

lim f (x) = im 1 _ io. Rezulta ca functia f nu este integrabila pe [0, 1].
x—>00 X—)é) X
X> X>

> Exemplu de functie integrabild

+ Fie f:[a, b] > R, f(x) =c o functie constanta. Functia f este integrabila pe [a, b]

si j:f(x)dx =c(b-a).
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Intr-adevar, fie (A,). A, = (Xgn), xgn), xi{n)_l, xgin)) un sir oarecare de diviziuni

ale intervalului [a, b], cu [A,]| > O si (E,(n)) un sir oarecare de puncte intermediare, cu

proprietatea  x{" <&™ <x{™ =Tk, Atunci oa ( ) Zf ( )( ' xgnl)):

k,

=c- (xgn) - xsr_ll)) =c(b-a). Rezulta ca sirul o, (f , g(“)) este convergent si
i=1

lim o, (f, g(n)) = c(b-a) = [ "f(x)dx.

n—oo a

In concluzie, orice functie constanta pe intervalul [a. b] este integrabila pe
. . (b _ B
intervalul [a, b] si Ia cdx =c(b-a).
" Exemplu de functie care nu este integrabila

1, xe [O, 1] NQ
, (functia lui Dirichlet).
0, x [0, 1]N (R \ @)

+ Fie f:[O,l]—)D,f(x):{

Aratam ca functia f nu este integrabila pe [0, 1].

Fie A, (O l 2 n_l lj o diviziune a intervalului [0, 1] cu ||An||=l
n'n’ n nn

Alegem doua sisteme de puncte intermediare astfel:

— 0.
-0

E= (&1, g oonr En )y & € {ir—ll’ %]mo, pentru care f(&)=11i=1,

E_.’=(§1', E_.z',..., &m) &1 [Tl H}GID\Q pentru care f(& )=0,i= , n.

n
Avem o, (£,£) = SF(&)(x5 —Xi1) = | L+ 1+..41[=1 si_
i=1 n n ori
oo 1
oa, (f. g'):Zf(ai)(xi—xi_l)=— 0+0+..40|=0 si_
i=1 n n ori

Deoarece cele doud limite sunt diferite, rezulta ca functia f nu este integrabila pe [0, 1].

Un rezultat important pentru a construi sau a demonstra ca o
functie este integrabila pornind de la o functie integrabila cunoscuta
este urmatorul:
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1> Exemplu
. . 1L xe[0,1)
+ Fie functia g:[0,1] > R, g(x) = .
0,x=1
Sa analizam integrabilitatea functiei g pe intervalul [0,1]. Pentru aceasta
consideram functia f:[0,1] > R, f(x)=1V x €[0, 1]. Functia f este integrabila pe [0, 1],
1 1
fiind functie constanta si J-Of (x)dx = joldx =1(1-0)=1 (vezi exemplul de functie

integrabila).
Se observa totodata ca functia g se obtine din f modificand valoarea acesteia in
punctul x =1. Prin urmare, aplicand teorema 1, functia g este integrabila pe [0, 1] si

I;g(x)dx = Jéf(x)dx =1.

> OBSERVATII
1. Exista functii integrabile care nu au primitive.
IS Exemplu
. . L xe[0.1) . . a
+ Fie functia g:[0,1] > R, g(x) = 0 L Functia g este functie integrabila pe
, X =

intervalul [0, 1] asa cum s-a aritat mai sus, dar nu poseda primitive pe [0, 1], deoarece

g([0.1]) = {0. 1} = interval, (g nu are proprietatea lui Darboux pe [0, 1]).

2. Exista functii neintegrabile care au primitive.

IS Exemplu
1 2 1
2xsin— ——cos—, -1, 1|\ {0
+ Fie functia f:[-1,1] > R, f(x) = xsin x2 xCOS x2 xel NG .
0, x=0
Se constata ca functia f este nemarginita pe [-1, 1], deoarece luand sirul
1 2
Xn), Xg = 0, atunci sirul (f(x,)), f(x,)=——— -sinn-2V2nn+n-
Cn) X0 = o e il (£(xn)). £(tn) = e sinm=2v2nn e

-cosT =2+/2nm+ n are limita egala cu +oo.
In consecinta, functia f nu este integrabila pe intervalul [-1, 1].
) x2 sini, x e[-1 1]\ {0}
Totodata, se observa ca functia F:[-1,1] > R, F(x)= x2
0, x=0
este functie derivabila pe [-1,1] si F'(x)=f(x),V xe[-11].
Asadar, functia f admite primitive pe intervalul [-1,1], dar nu este integrabila pe

intervalul [-1, 1].
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EXERCITII S1 PROBLEME

El.

Sa se calculeze si sa se interpre-
teze grafic sumele Riemann asoci-
ate functiilor f in urmatoarele ca-
zuri:

a) f:[0, 2] > R, f(x)=x,

A=(0,1, 3 J,?’; ( 5,2):
2’2’ "4

b) f:[-1, 1] >R f(x)=2x+3,
1

a=(-1-3

0’*’1 ’
3

EXERSARE

Sa se calculeze S, =G, ( g(“)) si

L = lim S, in cazurile:
n—oo
a) f(x) =X, E.)(n) =(0vl’g’u-yn_lj;
nn n
b) f(x)=2x+1,

-(-1_11 (n) _ (0 1 .
g [ 2 ' 3 4 ) E.a ’ n ’ n ’ ’ n ’
o f:[-1, 2] >R f(x)=x>+1, d) f(x)=x> g(n):(lg n-1 j
’ n ’ n ’ ’ n ’
A= ( 1 § 2)
'2'2°7)” E3. Se considera functia f:[0, 1] > R,
11 3, 0,1
&:( 2412) f(x)= { Xill ) . Sa se arate ca:
d f:[0, 7] >R f(x)=x, a) f nu are primitive pe [0, 1];
A=(012,3,5,7
( ) b) f este integrabila pe [0, 1] si sa
g = 1 1 9 ,4, E 1
222 se calculeze Iof(x)dx .
E4. Se considera functia f:[0, 1] > R,
E2. Fie functia f:[0, 1] > R, sirul de divi-
L. . ) -1, x€[0,1]nQ
ziuni (A,) ale intervalului [0, 1] f(x)= .
1, xe[0,1]nR\Q
1 2 n-1 s e
Ap=10, —, —, .., ——, 1| si sis- Sa se arate ca:
n’'n’ n a) f nu are primitive pe [0, 1];
temele de puncte intermediare ™. b) f nu este integrabila pe [0, 1].
APROFUNDARE
Al. Sa se calculeze sumele Riemann 1
Oa, (f, &) in cazurile: b) f [E’ 1i| - R, f(x)=1log,x,

a) f:]0, n] > R, f(x)=sinx,
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A2,

A4.

Fie f,:[0,1] >R, f,(x)= ln(x+%j,

neN si A= (0, %, 1] o diviziune
a intervalului [0, 1]. Sa se deter-

mine o > O astfel incat pentru sis-
temul de puncte intermediare £ =

= [1 -a, l + aj sa existe egalita-
2 2

77
tea GA (fl’ &) - O'A (fz, &) = ln J?:o

. Sa se arate ca functiile f:D > R

nu sunt integrabile pe D, daca:

1
—_—, 0, 2
" xe );

a) f(X) = X2 _
3, x=2
Inx, xe(0,1
b) f(x)={e x=(0 ];
1
c) f(X) 29-x° x¢ (—3, 3)
1, xe{-3, 3}

Se considera functia f:[-1, 1] > R,

2x cos L +
f(x)= x?

o, x=0
a) Sa se arate ca functia f nu este
integrabila pe [-1, 1].

.1
—sin—, x+0
X .

A6.

A7.

b) Este F:[-1, 1] > R,

2 cos- L
F(x): X cosxz,x;eo
o, x=0

o primitiva a functiei £?

. Se considera functia f: R > R,

4

a“+8, xe@
f(x)= N .

10a“ -1, xeR \ Q

Sa se determine a < R astfel incat
functia f sa fie integrabila pe [0, 1].

Fie functia f:[a, b] > R, integra-
bila pe [a, b], astfel incat exista

ceR cu proprietatea ca pentru
orice interval (a, B) [a, b], exista

¢ (o, p) pentru care f(¢)=c. Sa

se arate ca I:f(x)dx=c(b—a).

Fie functia f : [a, b] > R astfel incat
(o B) =[a, ],
existi punctele ¢, & e (o, )
proprietatea f(£')=2 si f(£")=3.
Sa se arate ca f nu este functie
integrabila pe [a, b].

in orice interval

cu

o Integrabilitatea functiilor continue

Se stie ca orice functie integrabila pe un interval [a, b] este

functie marginita. Reciproca acestei afirmatii este o propozitie falsa
(Exemplu: functia lui Dirichlet este marginita dar nu este integrabila pe
nici un interval [a, b] c R).

Pornind insa de la functii marginite pe un interval de forma
[a, b]c R si adaugand conditii suplimentare, se pot obtine functii

integrabile pe [a, b].
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O astfel de posibilitate o ofera
urmatorul criteriu de integrabilitate.

Acest rezultat este un caz parti-
cular al unui criteriu de integra-
bilitate mai general numit criteriul lui
Lebesgue.

2x, xe[-L1]

&  Fie functia f:[-1, 3] > R, f(x)=4<1-x, xe(L3).
4, Xx=3
Sa se arate ca functia f este integrabila pe intervalul [-1, 3].
Solutie
Functia f este discontinua in punctele x; =1, X, =2 si continua in
rest. Multimea valorilor functiei este Imf=[-2,2]u{4}. Conform

teoremei lui Lebesgue, functia f este integrabild pe intervalul [-1, 3].

Demonstratie

Functia f este continua pe un interval inchis si marginit [a, b].

Conform teoremei lui Weierstrass functia f este marginita.
Multimea punctelor de discontinuitate pentru o functie continua este
multimea vida, deci este o multime finita.

Aplicand teorema lui Lebesgue rezulta ca functia continua f este

integrabila pe intervalul [a, b]. W
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5x° —4x +1, 11
Sa se arate ca functia f: [_1, 3] SR f(x)= X x+1L xef )
logs (7x+2), x €[1, 3]

este functie integrabila pe intervalul [-1, 3].
Solutie

Se observa ca functia f este continua pe [-1,1)u(l 3], fiind
exprimata cu ajutorul unor operatii cu functii continue. Totodata,
limf(x)=2=1limf(x), deci limf(x)=2=f(2). Asadar functia f este

x—1 x—1 x—1
x<1 x>1

continua pe [-1, 3] si conform teoremei 3, rezulta ca f este integrabila

pe intervalul [-1, 3].
EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se arate ca urmatoarele functii || E2. Sa se studieze daca urmatoarele
sunt integrabile pe domeniul de functii sunt integrabile pe dome-
definitie: niul de definitie:
a) f:[-2, 2] >R, a) f:[-1, 5] >R, f(x)=4x-3;
£(x) 3x+2, xe[-2,1) b) f:[0, n] > R,
X)= H .
4x? -2x+1, xe[L, 2] ) SIN2% (0, 1]
f x) = x ’ ’ ;
b) f:[-1, 2] R, 2, x=0
{— 3x+4, xe[0, 2] o
f(x)=12x-1 T ow 3x’ x#
3z 2’ xel[-1, 0) c)f.[—g,g}—ﬂzf(x)_ 1 X_o'
¢ f:[L3]->R 3’
{ln(x+1) xell, e-1] @ f:[-L1]> R
xX+2 xc(e-1,3 arcsin (x —1) _
] f(x) x-1 ,XE[ 1,1);
3, x=1
e) f:[-2,2]>R, f(x)=|x+1|.
APROFUNDARE
Al. Sa se studieze integrabilitatea func- c) f: [_ 1, 1] >R,
tiilor: L
a) f:[-1,1]>oR, 1
[ ] f(x)= —2ex,x¢0.
f(x)=max{x, 2-x}; x
o, x=0
b) f:[-2, 2] >R,
f(x)= min{x2 -2, x}:
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A2. Sa se studieze integrabilitatea func-

tiilor:
a) f:[-1, 1] > R, f(x)=[2x];
b) f:[0, 3] > R, f(x)={x}.

2% _1 1
2+x, X e —5,0
ERE 2

In(x+2), xe[o, %}

A3. Care dintre urmatoarele functii sunt A4. Sa se studieze integrabilitatea func-
integrabile: tiilor fsi fof:
a) f:[0,1] > R, a) f:[-1,1]>[-L 1],
_1 § 1, xeQ .
f(x)= (1+2x) =, x<(0, 1], (x)= -L,xeR\ Q
0 x=0 b) £:[0, 2] - [0, 2],
b) g:[-2, 2] >R,
V2, xe@
X, x| <1 f(x)= .
g(x)=1_, ; J3,xeR\ Q
3x° +2x|, [x|>1
c) h: [_2, 3] SR A5. Se considera functia f: R > R,
2 _x -x sgn(xz—x),xe'l}
n(x)={ 2.1 %< f(x)= .
(x)=7 x*-1 ’ sgn(—xz—x),xeD\Q
X, x| >1
Sa se studieze integrabilitatea func-
d) [—%, %} SR, tiei f pe intervalele [-1, 1|, respectiv
[2, 3].
DEZVOLTARE
D1. Sa se arate ca orice functie monotona f: [a, b] — R este integrabila pe

intervalul [a, b].

o Formula lui Leibniz-Newton

In cele prezentate pana acum au fost intalnite putine functii
integrabile a caror integrala definita sa poata fi calculata folosind
definitia integralei.
Problema determinarii integralei definite pornind de la definitie
este foarte dificila. De aceea, apare necesitatea gasirii unor metode
accesibile de calcul al integralei definite pentru functii integrabile pe un
interval.

E TEOREMA 4 (Formula lui Leibniz-Newton)
Fie f:[a,b] >R o functie integrabild pe [a, b] care admite pri-

mitive pe [a, b]. Atunci pentru orice primitiva F a functie f are loc

egalitatea:
[*f(x)dx=F(b)-F(a).
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Demonstratie

Fie (A,), Ay :(Xgn), x(ln), xi{?_l, XE:)) un sir de diviziuni ale
intervalului [a, b], astfel incat lim |A,|=0.

Aplicand teorema lui L;g—r):nge functiei F pe fiecare interval
[ngf xgn)},izl, k,, se gaseste aﬁ“) e(x(n) x(n)) cu proprietatea

i-1° i

F(X(in)) - F(XS?{) = F’(gﬁ“)) . (X(in) — XS{?) = f(é(in)) . (xﬁ“) - XS?E) (1).
Prin urmare, sirul sumelor Riemann asociat functiei f, sirului de
diviziuni (A,) ale intervalului [a, b] si sirului de puncte intermediare

S (- -

b
Deoarece functia f este integrabila pe [a, b], rezulta ca I R (x)dx =

£™ are termenul general:
o (180 S (e )

=F(b)-F(a),Vne N

= lim o, (f, i(n)) =F(b)-F(a), ceea ce trebuia demonstrat. H

n—->w
Precizare
Scrierea F(b)-F(a) din formula lui Leibniz-Newton se inlocuieste
frecvent cu relatia F(x) |Z si se citeste ,F(x) luat intre a si b*.

Folosind formula lui Leibniz-Newton, sa se calculeze urmatoarele

integrale:

2 2 ) 1 1 )
a) .[1 (3X —2X+1)dX, b) J._l 2 _gdx,

™

P X 2 x+1
¢) [ 2sin? Zdx: d) [(————dx.

'[O 2 IO V-x2 +16
Solutie

a) Functia f:[L 2] >R, f(x)= 3x2 -2x+1 este functie continua,
deci este functie integrabila pe intervalul [1, 2]. O primitiva a functiei f

este functia F:[1, 2] > R, F(x)= x° -x2 +x.
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Rezulta ca I (SX —2X+1)dX F(x |1 F(2)-F(1)=5.

b) Functia f:[-11]> R, f(x)= 21 5 este functie integrabila pe
X —

intervalul [-1, 1] deoarece este functie continua.

Multimea primitivelor functiei f este J‘;dx = Lln x-3 +€.
x2-9 2-3 |[x+3
. o 1. [x-3 .
Alegand primitiva F(x)=—In|——|, rezulta ca:
6 |x+3
1
Il dx = lln x-3 =l(lnl—ln2J=llnl.
-1x2 _9 6 [x+3|)|, 6 2 6 4

c) Functia f: [O, g} >R f(x)= sinzg este integrabila pe {O, g}

deoarece este functie continua.
29X l-cosx

Folosind formula trigonometrica sin 5= 5 rezulta ca
Isinzng=Il_C% (Ildx jcosxdx) 2(X sinx)+¢.

Alegand primitiva F(x =l X —sinx), atunci:
€ 2

K
2 =l(£—1j.
o 212

x+1

d) Functia f:[0, 2] > R, f(x) = ——
V16 — x2

[0, 2] deoarece este functie continua. Multimea primitivelor ei este:

X =—/16 —x2 4 arcsin§+”ﬁ.

Igsinzidx = l(X - sinx)
0 2 2

este functie integrabila pe

[ _dx =[5 _dx+| LI
V16 — x2 V16 — x2 V16 — x2
Alegand primitiva F(x)=-/16 - x> +arcsin§, avem:
2
X+1 —(—\/16—X2 +arcsin§j :(—\/EJrarcsinlJ—
'[ \/16— 4/ 1o 2
—(—\/E + arcsinO) =-23 +%+ 4.
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EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se calculeze integralele definite L X x
folosind formula lui Leibniz-Newton: c) I 02 2sin 2 cos 2 dx;
a) jo(3x2—4x+2)dx; n
-1 1 1
-1 3 2 d) .[75 X X dx;
b) I (2x + 3x° - 6x) dx; 6 sinZ = cos? =
- 2 2
o) .[ 1- 2x dX' e) I:n(cosz 3x + sin? 3x) dx;
3 27 .. 2X .
d) jos(x&_\/,ﬁ)dx 0 [ "(1-2sin® ] Jax;
o P Lot |ax P —
3/ ’ 01_sin°x
h) [ 3tg%xdx.
f) j.o x2 +9 ) _‘-0 g
2v3 1 < < .
g) j ———— dx; E3. Sa se calculeze urmaitoarele integrale:
x“ + 36
j.l x2-16 * g V3-x
b 3
E2. Sa se calculeze urmatoarele integrale: ) .[ 2
T
a) Iogcosxdx; c) I
\/x +9
T
b) |3 sin x dx; d) — dx
Ig Io \/x2 +16
APROFUNDARE
Al. Sa se calculeze integralele folosind 1 x
formula lui Leibniz-Newton: a) I 042, dx =InvV2;
= %3
a) |2 dx; b Ye?1 dx = l
I°4x2+1 ) [ 21 x5
1
. 7
b) IO4X2_9dx, o Ig X gxe1:
3 x2+2
— 1
o [  dx; .1)jJg X _dx-=1
1-9x 0 Jo-x2
1
d [3-—dx. )joﬁ X _ _dx=";
0 Jax?+1 16 — x* 12
o . casas f J'_ Inv2 e* d T
A2. Sa se verifice egalitatile: mz g2 =1
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A3. Sa se verifice egalitatile: Q j- e dx dx _m,
! xxl 4 - 6’

I Q/—dx =—

a)j 2xVx2 + dx—%

3 2
b) Io W9 -x"dx=9; A4. Viteza unui punct material variaza

in functie de timp dupa legea v(t) =

T
c) Igcosx\/sinxdx=§; =0,01t?(m/s). Ce drum parcurge
punctul in 10 secunde?

0 Proprietati ale integralei definite

Avand in vedere definitia functiei integrabile pe un interval [a, b]

si operatiile cu siruri convergente, se pot deduce cateva proprietati ale
functiilor integrabile si ale integralei definite.

P1. Proprietatea de liniaritate a integralei

Demonstratie (extindere)

a) Fie sirul (A,), A, = (xg ) ox™ (n) y E{n)) un sir de diviziuni

ale intervalului [a, b] cu lim |A,|=0 si e [xgl_l% xgn)}, i=1 k,,, puncte
n—>w

intermediare.
k, k

Avem: o, (f+g, g(n)) - Z(f+g)(§gn))(x(in) —XE?{) _ Zf(g(in))(x(in) _Xil_lg) +

i=1 i=1

+Y gd™)(x" - x) =, (£.6) 40y, (& &),
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Deoarece functiile f si g sunt integrabile pe [a, b] rezulta ca

lim o, (f, é(n)) = I bf(x)dx si lim o, (g, é(n)) = I bg(x)dx.
n—owo " a n—wo " a
Folosind operatiile cu siruri convergente se deduce ca

lim o, (f +g, é(n)) = I;f(x)dx + I:g(x)dx ceea ce arata ca functia

n—oo

f + g este integrabila pe [a, b] si are loc egalitatea:
b b b
Ia (f+g)(x)dx = Ia f(X)dX+Ia g(x)dx.
b) Analog se deduce ca functia kf este integrabila pe [a, b] si
b b
Ia (kf)(x)dx = kIa f(x)dx. ®

< 0BSERVATII
1. Afirmatiile teoremei pot fi restructurate astfel:

Daca f, g:[a, b] > R sunt functii integrabile pe [a, b] si k;, ky € R,

atunci functia k;f+k,g este integrabila pe intervalul [a, b] si
b b b
[ (kif +kog)(x)dx =k [ f(x)dx+k, [ g(x)dx.

2.Daca neN si ki, ky, ...k, eR, iar f:[a,b] >R sunt n functii

integrabile pe intervalul [a, b], atunci:

s oo

é@ .,/f‘. . g ;
1. Sa se calculeze 1_21(3)(2 —4x + 2)dx.

Solutie
Avem: I_zl(3x2 —4x + 2)dx = I_zl 3x2dx - J_214X dx + I_212dx =

3|2 2 |2
=3j_zlx2dx—4f_zlxdx+2j_21dX:3% .

5 2
+2-x| 1=x3‘ -
- -1

-1

-1

oy ‘1+2X|g1 =(8+1)-2(4-1)+2(2+1)=09.
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2. Sa se determine a € R astfel incat J':(6X -5)dx =2.

Solutie
Avem: I:(6x—5)dx = GI:xdx—Sjgdx = 3x? ‘Z —5x|8 -3a% -5a.

Din conditia 3a% -5a =2 se obtine a ¢ {—é 2}.

P2. Proprietatea de aditivitate la interval a integralei
Punerea problemei:
4x+1,x€[-3, 0]
Se considera functia f:[-3,1] >R, f(x)=9 1 , func-

,xe(0,1
x2 +1 e( ]

tie continua pe intervalul [-3, 1].
Se ridica urmatoarea problema:

,Cum se calculeaza integrala J'_lsf (x)dx ?“.

e Un procedeu de calcul ar fi sa se determine o primitiva a functiei
f pe intervalul [-3, 1] si apoi sa se aplice formula Leibniz-Newton (tema).

¢ Alt procedeu de calcul va fi dat de urmatoarea proprietate a inte-
gralei definite a unei functii integrabile.

Functia f considerata mai sus este continua pe intervalele [-3, O]

si [0, 1], deci este integrabila pe aceste intervale. Aplicand teorema 6 se
. 1 0 1
obtine I_Sf(x)dx = I_Sf(x)dx + Iof(x)dx.
« = ! 0 11 9 0
Rezulta ca I_Sf(x)dx = I_S(4x+1)dx +_[Oﬁdx = (2x +x)‘_3 +

+arctgx|(1) =-15 +£.

211



Analiza matematica e Il. Integrala definita

X+1, xe[-1, 0]

1. Fie f:[-11]|-> R, f(x)= . Sa se arate ca
[ ] (x) {XZ—\/;, Xe(O,l]

functia f este integrabila pe [-1, 1] si sa se calculeze j _llf (x)dx.

Solutie
Restrictia functiei f la intervalul [-1, O] este integrabila fiind o
0

. .10 0 x2 1
functie continua si J._lf(x)dx = I_l(x +1)dx = ?+ X 3

-1
Pentru a demonstra integrabilitatea functiei f pe intervalul [0, 1]

definim functia g:[0,1] » R, g(x)=x>-x.

Deoarece g este functie continua pe [0, 1], ea este integrabila pe

ol 1 x> 2 Y12
[0, 1] si Iog(x)dx:jO(XQ —&)dx:[?—gxﬁj

"3 3 3
0

Se observa ca f(x)=g(x),V x (0, 1]. Aplicand teorema 1 pentru

functiile f si g, se deduce ca functia f este integrabila pe intervalul [O, 1]
.ol 1 1 = . cre
si Iof (x)dx = Io g(x)dx = 3 Aplicand proprietatea de aditivitate la

interval, rezulta ca functia f este integrabila pe intervalul [-1, 1] si
integrala sa este:

[ f(x)ax =jflf(x)dx+j01f(x)dx _

1
5

Wl

1
2
2. Fie functia f:[-1, 2] > R, f(x):‘x2 —X‘. Sa se arate ca f este

2

functie integrabila pe intervalul [-1, 2] si sa se calculeze I_lf (x)dx.
Solutie

Functia f este functie continua pe intervalul [-1, 2] (operatii cu func-
tii continue) si prin urmare este functie integrabila pe intervalul [—l, 2].

Legea de corespondenta a functiei f se scrie sub forma:

2
x“-x,xe|-10|uUll, 2
) [-1.0]u[1 2]

- X - x2, x€(0,1)
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Din proprietatea de ereditate rezulta ca functia f este integrabila
pe intervalele [-1, 0], [0, 1] si [1, 2].

Aplicand proprietatea de aditivitate la interval a integralei se obtine:

J‘_Qlf(x)dx=.fi)1 dx+j dx+.[ x)dx=.[j)1(x2—x)dx+
+Il(x—x2)dx+_[2(xz—x)dx=(X_3_£j ’ _{X_Z_X_S] 1 _,_[X_S_X_z] 2=E
0 ! 3 2), 2 3), |3 2J| 6

P3. Proprietatea de monotonie a integralei

Demonstratie (extindere)
a) Fie sirul (A,), A, = (Xgn), < g{n) . (n)) un sir de diviziuni

ale intervalului [a, b], cu hm ||An|| =0, iar & (é(ln), §(2n), &g{r:)_l, a{;‘)),

e ¢ [ng} xgn)], i=1k,, un sistem de puncte intermediare. Atunci
k

Oa, (f E_,(n)) = if(agn))~(xgn) - xsl_q%) >0, YneN (s-a folosit ca f(x)>0,
i=1
V x €[a, b]).

Deoarece toti termenii sirului (c A, (f, g(n) )) sunt pozitivi, iar sirul

b
este convergent, atunci si limita sa este pozitiva, adica I o f(x)dx=>0.

b) Definim functia auxiliara h:[a, b] >R, h=g-f. Din proprie-
tatea de liniaritate a integralei rezulta ca functia h este integrabila pe

[a, b], iar din proprietatea de pozitivitate rezulta ca I;h(x)dx >0.
b Lo . b
Asadar, _[ . [g(x)—f(x)]dx >0, relatie din care se obtine _[ af (x)dx <

b
< ja g(x)dx si proprietatea de monotonie a integralei este demons-

trata. &
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%54 ~ !15..
e X

Xl Sa se demonstreze inegalitatea j;ln(x +1)dx > J'o

dx, fara a
X+1
calcula integralele.

Solutie

Fie f, g:[0,e] > R, f(x)=In(x+1) si g(x)=

x+1
Vom demonstra ca f(x)>g(x), V x €[0, e].

Definim functia h:[0, e] > R, h(x)=f(x)-g(x), functie derivabila
b
(x+1)
Se observa ca h'(x)>0, ¥V x €0, e], ceea ce arata ca functia h este
crescitoare pe intervalul [0,e] si 0=h(0)<h(x)<h(e), V x€][0,e].

pe [0, e], cu h'(x) =

Asadar, h(x)>0,V x€[0, e], adica In(x+1) Zil, vV x €[0, e]. Aplicand
X+

proprietatea de monotonie a integralei, se obtine ca jgln(x+1)dx >

ZJ‘:’:X)-(l-ldx

Demonstratie

Intr-adevar, aplicand proprietatea de
monotonie a integralei pentru functia f si
functiile constante m si M pe intervalul

[a, b] se obtine:
[Pmex <[ f(x)dx < [ "Mdx, relatii din
a a a

care rezulta inegalitatile din enunt.
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Froblemd reyolvals
1
Sa se demonstreze inegalitatea 1< Io eXdx <e.

Solutie
Functia f:[0,1]> R, f(x)= e~ este integrabila pe [0,1] fiind
functie continua. Sa determinam m, M € R, valorile extreme ale functiei

f pe intervalul [0, 1]. Deoarece f'(x)= 2xe® >0,V x e [0, 1], rezulta ca
functia f este crescatoare pe [0, 1]. Asadar m=f(0)=1 si M=f(1)=e.
Aplicand proprietatea de medie se obtine 1(1-0) < I;f (x)dx <e(1-0) si
problema este rezolvata.

[ CONSECINTA 3 (modulul integralei)
Fie f: [a, b] — R o functie continua. Atunci functia |[f| este functie

integrabila pe intervalul [a, b] si are loc inegalitatea:

I:f(x)dx < I:|f(x)| dx.

Demonstratie
Din ipoteza ca f este functie continua pe [a, b], rezulta ca |f | este

functie continua pe [a, b], deci integrabila pe [a, b]. Din proprietatile

modulului, avem ca -|f(x)<f(x)<|f(x),V xela, b| si aplicand
£ (x) < £(x) <[f (x) [a, b] p

monotonia integralei se obtine —j:|f(x)| dx < _f:f(x) dx < j:|f(x)| dx.

Asadar, j:f(x)dx < I;|f(x)| dx. &

Broobloms lwals
Fie f:[a, b] >R o functie integrabila pe intervalul [a, b]. Daca

|f| <M, atunci I;f(x)dx

<M(b-a).

Solutie
Din consecinta 3 si proprietatea de monotonie a integralei se obtine:

U:f(x)dx < I;|f(x)|dx < I:de =M(b-a).
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> OBSERVATII
1. Consecinta 3 este valabila si pentru functii integrabile oarecare.
2. Reciproca acestei consecinte este falsa.

Daca functia [f| este integrabila pe [a, b] nu rezulta intotdeauna ca

functia f este integrabila pe [a, b].

15> Exemplu

1, [
¢ Fie f:[a, b] > B f(x) ={ 1 < E \Q Functia f nu este integrabila pe [a, b].
-1, xe [

Avem insa

f(x) =1V xela b] si ca urmare |f| este integrabila pe intervalul [a, b]
fiind functie continua.

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se arate ca urmatoarele functii | E3. Folosind proprietatea de monotonie
sunt integrabile si sa se calculeze a integralei, sa se arate ca:

integralele lor:

a) f:[-1, 2] >R, a) ]:("2 - 3") dx < f_ll(z -2x)dx;

£(x) = 2x + 3, xe[—l,l]. 2x_5 s x4
—3x2+1,xe(1,2]' b) I1 X+1dXZ2I1 X+2dX;
b) f:[0, 3] >R,
_ ' xe[0,2) c) j.fJx—dezjf(x—l)dx;
f(x)= x ']':4 ; . .
Z_ 16" xe[2, 3] d) I; 1n(1+x)dst; xdx

L ..
© f: [_5'5} - B £(x) = |stnx; E4. Fara a calcula integralele, sa se
@ £:[-2, 2] >R £(x)=[x2-1]. arate ca: .
a)-15< [ (2x+1)dx < 35;
E2. Fara a calcula integralele, sa se

arate ca: b) 0 < I;(1+2x—3x2)dxs§;
T .
- sinx
a 2 ——— dx>0;
) 0 2+ cosx c)_2SJ-0x+2de_1;
2 -1x-1 2
b)j0(2x—x2)e'xdx > 0; *
8 1 x3-3
3 d —< dx< 4;
c) J‘12 Y= -3x dx <0; 3 '1x%-2
3 3 2 7|x-3
d) j._l(x -3x —9x—5)dxs0. e)\/gsj.4 x_ldXS 6.
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Al. Sa se arate ca urmatoarele functii
sunt integrabile si sa se calculeze
integralele acestora:

a) f:[-1, 3| >R, f(x):max(x2, x+2);
b) £:]0, e*] >,
o, x=0

£(x)= min(x—e, lng), xe(O, ez];
X
c) £:[0, 3| >R, f(x)=|x-1+|2x-4;
d f:[-3,1]5R f(x)= ‘xz + 2x‘.
. Sa se arate ca urmatoarele functii

sunt integrabile si sa se calculeze
integralele acestora:

a) f:[-1, 2] >R f(x)=[x+2];

b) £:[0, 1] > B, £(x)=[x42];

c) f:[1, 4] > R, f(x) =[x]-2x;
x-[x] .

2x+1-[x]’

e) f:[0, 3] >R, f(x)=x[x]-[x-2].

d f:[0, 2] >R f(x)=

A3. Folosind proprietatea de monoto-

nie a integralei, sa se arate ca:
2 2
a) I 1e"“dx > J. L eX dx;

b) Ilzexzdx > J‘z(x2 + 1) dx;

dx;

c) I; e dx<-|.

x2+1

1 dx;

d) Ile Inx dxsfle x*
1 1

e) j.o(x+1)ln(x+1)dxzj. arctg x dx;
3 (x+ 1)

nf, 1 ax> [

Sa se arate ca:

a)2/e < I;exzdx +I;e1'x2dx <l+e;

)£ j:( \/—) dx <+/2;

dx.
1 2x+1

A4.

4

APROFUNDARE

A6.

A7.

A9.
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1
fs X < —3
3 I V2 +x-— x2 \/—
¥
ESIE COSX gx<T.
9 01+cosx 6

. Sa se demonstreze inegalitatile:

0< I si sa se cal-
01+x 2n+1

2n
dx

culeze lim I
n—w

Se considera integralele:

1 x .
In=J.O4+X2dx si
1 x®

Sa se arate ca:
a)l,>J,VneN;

b)O<I <

c) limJ, =0.

n—w
Sa se compare:

4 . (4 x-1_
a) Illnx dx si Il de,
2
b) Il cos x dx si Il (l—x}dx;
0 0 2
c) J.J? x arctg xdx si

Ig ln(1+ xz)dx.

. Fiesirul (1), I, = I; ln(l + x“)dx .

a) Sa se arate ca sirul (I,) este mo-
noton si marginit.
1
b)Sasearatecal, < ——,VneN,
n+1

si sa se calculeze limI,,.
n—»>w

T
Fie sirul (L), I, = -..05 sin®” xdx .

a) Sa se calculeze I, I, si L,.
b) Sa se arate ca sirul (I este
monoton si marginit.
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A1l0. Se considera functiile continue
f, g:[a, b] > R. Sa se arate ca

(j: f(x)-g(x)dx)zs

< J.: £2 (x)dx - I: g2 (x)dx.

(inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-
Schwarz).

D1. Fie f, g:[a, b| >R, functii continue.
Sa se arate ca:
a) functiile min(f, g) si max(f, g)

sunt integrabile pe [a, b];
b) [ min(f(x), g(x))dx <
Smin(j:f(x)dx, j:g(x)dx);
o) [ "max(f(x), g(x))dx>
Zmax(j:f(x)dx, j:g(x)dx).

D2. Daca functiile f, g:[a, b] > R sunt

continue, sa se arate ca:

\/J.ab[f(x)+ g ()] ax <

DEZVOLTARE

All. Fie f:[0, 1] > R functie integrabila

pe [0, 1] si I, =I;x“f(x)dx. Dacia

* ~
an=\/n2+n—\/n2+1,neN, sa se

calculeze lim a,I,.
n—»>w

(Admitere ASE Bucuresti, 2003)

s\/j:fz(x)dx +\/j:g2(x)dx.

(Inegalitatea lui Minkowski)

D3. Fie f, g:[a, b| >R functii monotone.
a) Daca f si g au aceeasi monotonie,

atunci I:f(x) g(x)dx >

> bfa(j:f(x)dx)(j:g(x)dx).

b) Daca f si g au monotonii diferite,

atunci j: f(x)g(x)dx <

< bia(j:f(x)deU:g(x)de.

(Inegalitatile lui Cebasev)

Testul 1

Q1.

diviziune a intervalului [0, 1].

Fie functia f:[0,1]> R, f(x)= x2+2x si A, = (0,

1 2 n-1 J
— Y —y ey —> 1| O
n' n n

a) Sa se calculeze sumele Riemann S, =o, (f, &) si S; =0, (f,¢&), daca

1 2 n) .. 1 3
g=[—, 2 . f) sit [f 3 .
n n n 2n 2n

2k -1 2n—1)
> 2n 7" 2n )

b) Sa se calculeze lim S, si lim S,.

n—oo n—w

(4 puncte)
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Q2.

Q3.

0o4.

ol.

Q2.

Q3.

0o4.

a, x<1

el™*, x>1

Fief:lz—>l2,f(x)={ ,aek.

a) Sa se determine a ¢ R pentru care functia admite primitive pe R.
2
b) Sa se calculeze I_l [xf"(x)+f (x)]dx pentru ,a" determinat anterior.

(3 puncte)

Se considera functia f:R > R, f(x)= ‘xz + ‘x2 - x‘ - 1‘ . Daca I= J:f(x) dx,
atunci:
49 5 8 2

a)1=?;b)l=g; c)I=§; d)I=§. (2 puncte)

(Admitere ASE Bucuresti, 1999, Facultatea de Comert)

Cildura specifica a unui corp la temperatura t este egala cu c(t)=0,2+
+ 0,001t. Ce caldura este necesara pentru a incilzi un gram din acest corp de

la 0°Cla 100°C?

Testul 2

Sa se determine functia f:R >R, f(x)=ax?’+bx+c,a, b, ccR, care

satisface conditiile f'(1) =8, f(2)+f"(2) =33 si I; f(x)dx = %

(3 puncte)
Sa se determine a e (1, + ) astfel incat L-Ia(§&+l—ijdx=4.
Va J1(2 Jx
(2 puncte)
B, x=0 1
Se da functia f:[0, +0) > R, f(x)=4 , [1} . Daca I=I‘{§f(x)dx,
| = x>0 1
X 2
atunci:
1 1 1 1 1 1 1 1
a)I=1b) I=— +—=|-—3¢)I=—=——; I=——+—. (3 puncte,
) ) 3(3\/5\/5)8) 3\/58) 3\/58(1) )

(Admitere ASE, Bucuresti, 1998, SELS)

1-x, xeQ
Se considera functia f:R> R, f(x) =41 R\ Q"
—, X
x (S

a) Sa se arate ca f nu este integrabila pe nici un interval [a, b] <R.

b) Sa se arate ca fof are primitive si este integrabila pentru oricare
[a, b]cR. (1 punct)
(Olimpiada, faza locala)
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o Integrarea functiilor continue

Anterior s-a stabilit ca orice functie continua pe un interval este
integrabila pe acel interval.

In continuare vor fi prezentate cateva rezultate proprii clasei de
functii continue.

E TEOREMA 9 (teorema de medie)
Daca f:[a, b] > R este functie continua, atunci exista ¢ e [a, b]

bfajff(x)dhf(g).

astfel incat

Demonstratie

Functia f, fiind functie continua pe intervalul [a, b], este functie
marginita si isi atinge marginile (teorema lui Weierstrass).

Fie m= inf{f(x)|x €[a, b]} si M=sup {f(x)|x €[a, b]} marginile
functiei f pe intervalul [a, b], iar u, v e€[a, b], astfel incat m =f(u) si

M=f(v). Deoarece m<f(x)<M pentru oricare x e[a, b], aplicand

proprietatea de medie a integralei, se obtin relatiile m(b-a) < J. ;f (x)dx <

<M(b-a), care se mai scriu sub forma: f(u)=m< 1 Ibf(x)dxg
b a

-a
<M=f(v).
Functia f este continua pe intervalul [a, b], deci are proprietatea

lui Darboux pe [a, b]. Rezulta ca exista e[a, b] astfel incat
b
f(&)= bL . Ia f(x)dx si demonstratia teoremei este incheiata. B
-a

> COMENTARII
1. Numarul f (&)= b; j :)f (x)dx se numeste valoarea integrala
—a

medie a functiei f pe intervalul [a, b].

UA
2. Interpretarea geometrica a teo- Figura 1

remei de medie
Pentru o functie f pozitiva pe intervalul

[a, b], in conditiile teoremei de medie, exista %/ N

€ €[a, b] astfel incat aria subgraficului I'; sa

fie egala cu aria suprafetei dreptunghiulare
cu dimensiunile (b-a) si f(&), figura 1.
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Sa se determine valoarea integrala medie si punctul ¢ in care se

obtine valoarea integrala medie pentru functiile:

a) f:[l, \/5] - R, f(x) :;; b) f:{O, %} - R, f(x)=cosx.

V4 — x>
Solutie

a) Se aplica teorema de medie functiei continue f pe intervalul
[1, J2 J Asadar, exista & e [1, J2 ] astfel incat:

2o
NN 12 12(f+1)

arcsm

(-Gl = m

Numarul § se poate calcula din ecuatia f (é) :%(\/5 +1) si se obtine

g:g\/nz -36(3-242) [1.v2].

T

b) Aplicand teorema de medie rezulta ca exista &e [O, g} astfel

T
incat f(&) = gjogcosxdx =Z=. Din ecuatia (&)= 2 respectiv cos§ = %
n n n

?—]?—Il[\‘)

se obtine & = arccosg € {O
I

5

= TEOREMA 10 (de existenta a primitivelor unei functii continue)
Fie f:[a, b] > R, o functie continua. Atunci functia F:[a, b] > R,

F(x)= I:f(t)dt, V x €[a, b] este o primitiva a functiei f, care se
anuleaza in x = a.

Demonstratie
Pentru a demonstra ca F este primitiva a functiei f pe intervalul

[a, b] se vor verifica urmatoarele proprietati:
a) F este functie derivabila pe [a, b];
b) F'(x)=f(x),V xe[a, b].
Functia F este derivabila intr-un punct x, €[a, b] daca exista

limita tim L) =F(Xo) _ F'(x0) e .
XX X=X
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Pentru a arata acest lucru, fie x, x, €[a, b], x # X, X, fixat, dar
oarecare.

. 3 X 3 X0 _ra X _
Avem: F(x)-F(xo)=[ f(t)dt-| f(t)dt_jXOf(t)dt+jaf(t)dt_
= j: f(t)dt (proprietatea de aditivitate la interval), (1).
(0]
Aplicand teorema de medie functiei f pe [x4, x| sau [x, xq]. re-

zulta ca exista &, intre x si x, astfel incat I: f(t)dt=f(&,)(x—x%q). (2).
0

F(X)_F(XO) :f(

Din relatiile (1) si (2) se obtine Ex)-
X — X
F -F
Rezulta ca F'(x)= lim F(x)-F(xo) = lim f(&,)=1(xq) (& este
XX, X—-Xp X—=>Xp

intre x si Xq, iar functia f este continua) si astfel, F este derivabila in
punctul X, €[a, b]. Asadar, functia F este derivabila pe intervalul

[a, b] si F'=f, deci F este o primitiva a functiei f pe intervalul [a, b].

Avem totodata, F(a) = j:f(t)dt =0. 1

é@ .,/f‘.. !‘ g

1. Fie F:R>E F(x)=|

2
X et

0211

dt. Sa se calculeze F'(0), F'(1), F'(-2).

Solutie
t2

Functia f:IR— R, f(t)=—
t°+1

primitive pe R. Fie G: R — R o primitiva a functiei f. Aplicand formula
lui Leibniz-Newton se obtine: F(x)=G(x)-G(0).

este continua pe R, deci are

2

X . -
Rezulta ca F'(x)=G'(x) =f(x) :2—1, vV xek f Contlflua
T (e =t
Se gaseste F'(0)=1, F'(1) = % F'(-2) :%_
2 t
B4 2. Fie functia F: R > R, F(x)= I o 66 dt.
Lt 41

a) Sa se calculeze F'(x), x e R.
b) Sa se studieze monotonia functiei F.
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Solutie

———, este continua pe interva-
t6 +1

lul [1, x? + 1], deci admite primitive pe acest interval. Fie G o primitiva

a) Functia g: [1, x2 +1J >R g(t)=

a functiei g pe intervalul [1, x2 +1] Rezulta ca F(x)= G(x2 +1)—G(1)

ex2+1

—a
(x2 + 1) +1

b) Studiind semnul functiei derivate F' a functiei F, rezulta ca F
este descrescatoare pe intervalul (—oo, O] si este crescatoare pe

si F'(x)= 2X-G’(X2 +1) = 2X-g(X2 +1) =2x-

intervalul [O, + oo).

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se determine valoarea integrala a) Si se calculeze F’(x), F’(—2), F’(2)
medie pentru functiile: b) Sa se studieze monotonia func-
a) f:[ﬁ, E]—)D, f(x)=sinx; tiei F.
6 4
. E4. Fara a calcula integralele, sa se
b) f: [0. 5} —>R, f(x)=3sinx + cosx; verifice egalitatile:
sin x . ' .
) £:[3, 4] > R, f(x)= 21 . a) UO arcsint dt) = X COS X;
x“ -4 ,
1 COsS X 2
d f:|-2,0|-DL, f(x)=—5———. b)( 1-t dt):
[ ] ( ) x2+4x+6 J.o
=-sinx-[sinx|;
E2. Sa se determine punctul ¢ in care P edx '
se realizeaza valoarea integrala ) U o va+t dt) =
medie pentru functiile:
a) f:[1, 4] > R, f(x)=Vx; - 2(x+2)? sgn(x +2);
b) f:[0,1] >R, f(x)=x>+2. '
[ ] (x) d) (j‘fccosx ln(2 + 3 cos? t) dt] =
E3. Se considera functia F: R - R, i 1
X 42 = In .
F(x)=[ e (t2—4)dt. s 3x%+2
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Al.

A4.

. Sa se calculeze lim nzj‘

Fie functia f:[a, b] > R, continua
si strict monotona. Sa se arate ca

existd un singur punct §e|a, b,
e . D ~

astfel incit Ja f(x)dx=(b-a)f(§).

n+1 x5 +1

dx.

n—o n x5.i2

1

. Daca I, = J.El arctg (nx)dx, neN’
n+l
si L=1limn(n+1)I,, atunci:
n—-o
TC
a) L =0; b) L=—
4’
c)L=1; d L= %
(Admitere ASE, Bucuresti, 2002)
Sa se calculeze

a) lim
x>0 sin? x

S 1n(1+ tz)dt

o l.

b) lim ——— *sin3t dt;

x>0 x3 +x

D1.

Fie f, g :[a, b] > R, functii integra-
bile. Daca g(x)>0,V x<[a, b] si
m=inff si M=supf, sa se arate

ca exista ce[m, M| astfel incat:

[Pt(t)g(t)at=c-[ g(t)at

APROFUNDARE

A6.

A7.

DEZVOLTARE

D2.
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Ilen(1+t+t2)dt
c) lim
x>0 j. ln(1+t3)dt

. Sa se determine functiile continue

f : R > R astfel incat:
a) I:f(t)dt =x%, xel;

b) [E(t)dt=[>*

c) ZI:etf(t) dt = st

f(t)dt, xel;

f(t)dt, xeR.

Fie f:R—> R f(x)=sgn(x). Sa se stu-
dieze derivabilitatea functiei

g(x)=[ Tt(t)at, xem.

Sa se determine functiile continue
f, g: R > R care indeplinesc simul-
tan conditiile:

[Pf(x)ax=g(b)-g(a) i

[ 2t (x) dx = bg (b) - ag (a),
Va bekR.

Fie f, g:[a, b] > R. Sa se arate ca

daca f este functie integrabila si g
este functie monotona, exista
c €[a, b] cu proprietatea ca:

J:f(x).g(x)dx= g(a)I:f(x)dx+

+g(b)[ £ (x)dx.
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0 Metode de calcul pentru integrale definite
8.1. Metoda integrarii prin parti
B TEOREMA 11
Fie f, g:[a, b] > R functii derivabile cu derivatele f' si g' conti-
. b i b b ’
nue. Atunci Ia f(x)g'(x)dx =f(x)g(x) | . —Ia f'(x)g(x)dx, (for-
mula integrarii prin parti).
Demonstratie
Functia f-g este functie derivabila pe intervalul [a, b], fiind un

produs de functii derivabile si (fg)' =1'g +fg’. Rezulta ca functia fg este o
primitiva a functiei f'g +fg'.
Aplicand formula lui Leibniz-Newton, se obtine:
br., , b
JIF () g(x)+£(x) g (x)]ax = £ (x)g(x)]. (V.
Din proprietatea de liniaritate a integralei si relatia (1) rezulta ca:
b ! b ! — . b . .
Ia f'(x)g(x)dx + ja f(x)g'(x)dx =f(x)-g(x) | .- cgalitate din care
se obtine relatia din enunt:

[P1(x)g (x)dx = f(x)g(x)|" - [
é@ :f]" g ;

1. Sa se calculeze urmatoarele integrale, utilizand metoda inte-
grarii prin parti:

"f(x)g(x)dx. W

a

a) Ilzxexdx; b) Ilelnxdx; c) ngcosxdx;
d) J;\/1+x2dx; e) Ij_fxxlxz—4dx; f) I% 14 dx.
4 Cos” X
Solutie

a) Alegand f(x)=x, g'(x)=e" se obtine f'(x) =1, g(x)=e™.
Conform formulei integrarii prin parti rezulta:

2 2 .2 2 2
Il xe*dx = xe* ‘1 —L e*dx = xe* ‘1 —ex‘l :(2ez—e)—(e2 —e):ez.
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b) Se alege f(x)=Inx si g'(x)=1. Se obtine f'(x) = l g(x)=x.
X
Aplicand metoda integrarii prin parti avem:
€ €
Illnde=xlnx|f—jlldx (e-0)-x|{ =e—(e-1)=1.

c) Fie f(x)=x si g'(x)=cosx. Avem f'(x)=1 si g(x)=sinx. Cu
aceasta alegere, aplicand metoda integrarii prin parti, se obtine:
jgxcosxdx = xsinx| —jgsinxdx =0+cosx|y,=-1-1=-2.
> COMENTARIU
Daca s-ar face alegerea f(x)=cosx, g'(x) = x, atunci metoda inte-

T
< s . < s . T x2
grarii prin parti ar conduce la egalitatea f OXCOSXdX=?COSX +
0

1
+§I(7;X2 sinxdx. Se observa ca integrala rezultata in membrul al doilea

este mai complicata decat integrala initiala. In astfel de situatii se face
o noua alegere pentru functiile f si g'.

d) Alegem f(x)=V1+x> si g(x)=1. Rezulta ca f’(x):\/x_x2 si g(x)=x
1+

. .

V1+x2

1+x 1
TFX dx =+/2 - I(—% =\/§—IO\/1+X2dX+

1 1 1
+ dXZ\/E— 1+x2dx+ln(x+ 1+X2)
fopaxvE- ) J

=\/§—J.01 1+x2dx+ln(1+\/§).
Asadar, Il 1+X2dx=J§—I1\/1+X2dx+ln(1+ﬁ), relatie din care

se obtine 2J. V1+x2dx = f+1n(1+f) 51I V1+x2dx = [ 2+ln(1+\/_ﬂ

> COMENTARIU
Calculul acestei integrale putea fi pornit amplificand radicalul cu

11+x2

N et

Aplicand integrarea prin parti se obtine:

j V1+x2dx = I 1+x2dx =xv1+x2

1

0

3!

1

0

el insusi, obtinandu-se: I; V1+x2dx = f
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+jm -], dej (m)dx

Din acest moment, prima integrala se calculeaza folosind formula

lui Leibniz-Newton pentru primitiva F(x)= ln(x +41+x2 ) iar cealalta

integrala se calculeaza prin metoda integrarii prin parti, alegand f(x) = x,

g'(x)= X i ca urmare, f'(x)=1 si g(x)=V1+x>.
1+x2

—j; 1+x2dX:J§—I; 1+x2 dx.

Se obtine: féx(\/1+x2)'dX:x 1+x2
Asadar, j; 1+X2dX:1n<l+\/§)+\/§—j; 1+x2dx, deci I; 1+x2dx =

=%[\/§+ln(l+\/§)].
(1 TEMA DE PROIECT R

Sa se verifice egalitatile (Iin conditiile de existenta):

1. I Vx? + c2dx = 2[xx/x +e2 + ¢ ln(x+\/x +cC )]
b
2. J. Vx2% - c2dx = [xxlx -c2-¢? ln(x+\/x2—c2” s
a
b
3. J. c? -_x2%dx = 2[xx]c2—x2+c2arcsm::]
G a J
e) Sa amplificam functia de integrat cu \/X2 -4.

Avem If xVx2 —4dx = _[ f
—4\/x2—4‘ =1, -4, (1).
J5

Pentru calculul integralei I; se foloseste metoda integrarii prin parti,

4ij_

alegand f(x)=x> si g’(x)zﬁz( x2 —4) .
X f—
' V8
Se obtine: [ =Jj§x2 -ﬁdx:ﬁ/gxz(\/xz —4) dx = x*\x% -4 ‘JE -
X —

—ZIJ\/;X\/XZ—ALdX:ll—QJ‘ xVx2 -4 dx.

Se observa ca I; contine integrala de la care s-a pornit.

227



Analiza matematica e Il. Integrala definita

N NG

Inlocuind pe [; in relatia (1) se obtine in final j B xvVx2 —4dx :g

f) Pentru inceput, se scrie 1= sin® x +cos® x si apoi se distribuie
numitorul comun la fiecare termen al numaratorului. Se obtine succesiv:

dx =

2 2
IS 3s1n X + COS X ISSln X J~3

COS X 7 COS4X COS X

COS X

T

zjgthX Coszxdx+tgx|3_j3tgx (tgx) dx+(v3-1)= (V3 -1)+1;. (2)
4 4 4

Pentru calculul integralei I; se aplica metoda integrarii prin parti
si se obtine:

I _jStg x-(tgx) dx =tg’x |3 -2[ tg”x - (tgx)'dx = 3v3 - 1-2I,.
4 4 a4
Rezulta ca I, = % (3).
Din relatiile (2) si (3) se obtine in final ca jg 14 dx = 63 - 4.
4 COs™ X 3

2. Sa se gaseasca o formula de recurenta pentru sirul de integrale

(Ih). I j 2 sin” xdx, n e N. (Bacalaureat 2002, Sesiunea speciala)

Solutie

n n
Pentru n:O:>IO:I02dx:x|O :g.

[\')\;l

Pentru n=1=1; —IZSII’IXdXZ—COSX|

Pentru n>2 vom aplica metoda integrarii prin parti alegand
f(x)=sin"'x si g'(x)=sinx. Rezulta ca f'(x)=(n-1)sin" ?x-cosx,
g(x)=-cosx, iar integrala I, devine:

E T

X'COSX|(2) Jr.|.05(n—1)-sinn_2

n-1

I, =-sin x-cos? xdx =

T T
—(n-1)[2sin®?x-cos?xdx =(n-1)[2sin®™ 2 x-(1-sin?x)dx =
0 0

T T
= (n—l).[oisinn_2 xdx —(n—l)fogsinrl xdx=(n-1)I,_, - (n-1)I,.
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toarea formula de recurenta: I,

Asadar, I,

EXERCITII S1 PROBLEME

El.

E2.

Séa se calculeze folosind integrarea
prin parti:

a) J;xezxdx; b) I;(Zx—l)exdx;
c) I:xlnxdx; d) I:lenxdx;

e)I ln x dx; f)jemX

Sa se calculeze folosind integrarea
prin pirti'

a)I

b) j.gxsmxdx;

x+1 sin x dx;

T
c) I g sin? x dx;

X
d) J‘f snn X

dx.

Al. Sa se calculeze integralele:

a) J'_ll x3e*ldx;
e2
b) jl xlnzxdx;
c) J;[x+ln(1+x2)]dx;
d) I;ln(x+\/x2 +1)dx;

e) J: sin (In x) dx;

EXERSARE

APROFUNDARE

n-1
=——1I, 5, neNnx>2si IOZE

=(n-1)I,_, —(n-1)I,, relatie din care se obtine urma-

,11:1.

E3. Sa se calculeze folosind integrarea

prin parti:

a) Ifde;
b) [ 216 - x2dx;
o [} Vx®-5ax
@ [ x/x®+1dx.

E4. Sa se verifice egalitatile:

1 1
a) Io xe* 2dx = 5
e

(s

T ad
b) I()Eex sinxdx:é[e2 +1[;

1 . _TI:—1.
c) Io(x+arcsmx)dx_ 5
3
d) jelenxdx=2e +1
1 9

xlogs x dx;

N
g) I;(x+x3)e"2dx;
h) I:xnlnxdx, neN;

) J_fxln(x+m)

dx.
\/1 +x2
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A2, Sa se calculeze integralele:
T
a) Igcoss x dx;

b) I:x sin2 gdx;

1
c) I g x arcsin x dx;

d) I;mctgxdx;
e) In xsinE-cosfdx;
- 2

1 .
f) j‘o earesin de;

g)j

Y 1+cost

3XCOSX

SIl:l'l.3 X
6

dx.

A3. Sa se calculeze integralele:
1xarct x
a) I xarctgx

\/1+x

b) j. 1arctg x dx:

1+x2
c) .[ﬁ x arctgyx? - 1dx;
B g
d) I 2 —— __ _arcsinxdx;
0 3

-+
e) Ioéarcsin(2xxll - xz)dx;

f) I\F( xXarccosx dx;

2) M- x2
1
9 2 (aresin x)%dx.

A4. Sa se calculeze:
2%
a) -[0 b'4

b [

c) I;z [\ln x|+ i[ln x])dx

|sin x| dx;

- x‘ e*dx;
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A7.

AS8.

A9.

A5. Sa se determine a > 0 astfel incat:

a) I:Jrl (3x-2)e* *dx = 3;

b)jé(xz —ax)'sinxdx= n+ 8- 3a2.

AG6. Sa se calculeze integralele:

a) j.;xlexz + 4 dx;
b) I;xsxlxz +1dx.

Sa se calculeze urmatoarele inte-
grale:

a) jlzlnx-g(x)dx,unde g:[L2]-R
g(x)= max(x+ 1, x2 —1);

b)I eX

dx, unde

f:[-1L,2]>R f(x)= min(x, xz).

1
Fie I, = j.ox“exdx, neN. Sa se
arate ca:

a)I,+nl, =e,V neN’;
b) limI, =0.

n—oo

Se considera sirul (I,,),

ki
=Igcos“xdx, neN.

a) Sa se calculeze Ig, I;, I,.
b) Sa se studieze monotonia sirului
(In)-

c) Sa se gaseasca o formula de recu-
renta pentru I, folosind metoda

integrarii prin parti.

A10.Fie sirul (I,), I, =[ (1-%%) dxneN

a) Sa se arate ca I,-(2n+1)=
=2n-1, ,,VneN.

b) Sa se determine formula terme-
nului I,.
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c) Sa se arate ca

n
o_ 1.1 1.2 -1
In:Cn_ECn-'-gcn_'"-F;n—.l).lC:.

A11.Se considera sirul (I,), Io = [ ) ¢ "dx
. 1 x.n .
si In—J.oe x'dx, neN.

a) Sa se calculeze I, I; si I,.

b) Folosind integrarea prin parti,
sa se arate ca:

In=—l+n-ln_1, neN.
e

c) Sa se arate ca

n! 1 1 1 .
=—(e—a—ﬁ—...—§),neN .

(Bacalaureat, 2002)

8.2. Metoda schimbarii de variabila

8.2.1. Prima metodd de schimbare de variabila

Demonstratie
Functia f este continua pe J, deci admite primitive pe J. Fie F o

primitiva a ei. Atunci functia Fou este o functie derivabila pe [a, b] si

(Fo u)’ (x) = F’(u (x))u’(x) = f(u(x)) -u'(x), x €[a, b].

Rezultd ca Fou este o primitiva pentru functia (fou)-u’. Aplicand

formula lui Leibniz-Newton, avem: I:f(u(x)) -u'(x)dx =(Fou)(x) |: =

- F(u(b)~F(u(a)). (.

Pe de alta parte, aplicand formula Leibniz-Newton pentru integrala
din membrul drept al egalitatii din concluzie, rezulta:

J.u(b)f(t)dt =F(t)|u(b) _F(u(b))—F(u(a)), (2).

u(a)

u(a)

si teorema este demonstrata. B
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> COMENTARIU METODIC
Prima formula de schimbare de variabila se aplica in mod practic astfel:

u f
* se identifica functiile [a, b]>J > K;
* se determina noile limite de integrare u(a) si u(b);
. [u(b)
e se calculeaza fu(a) f(t)dt.

Functia u se numeste functia care schimba variabila.

é@ .,/f‘.. !‘ g

1. Sa se calculeze:
T

a) .[05 sin® x cos x dx; b) J.

dx;
014+x5

c) J‘s(ZX—l)exz’de; d) I \/7
x* +1

Solutie

a) Se considera functia u: [O, g} — [0, 1], ju(x) = sinx, derivabila,
cu u'(x)=cosx, xe {0, E} si u’ continua. Noile limite de integrare sunt

u(0)=0, u(gj =1. Functia f:[0,1] >R, f(t)= t3 este functie continua
pe [0, 1]. In aceste conditii integrala se scrie:

> sin® 203 () (3] g t] 1
Io sin xcosxdx:'fo u (x)u(x)dx:Iu(O) f(t)dtzjot dt:Z ) =T
b) Se alege functia u:[0, 1] - [0, 1], u(x) = x°, functie derivabila cu

derivata u'(x) = 3x%, X € [0, 1], functie continua.

Rezulta ca u(0)=0,u(l)=1. Functia f:[0,1]>R f(t)= N 1t2 este
J’_

functie continué Aplicand prima formula de schimbare de variabila se

1)
obtine: j I ——j01+u2(x =3I (l)f( )d 25'[01+t2 t =

L |

:larctgt —
3 o 93

a3
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c) Se considera functia u:[0, 2] > [—i 2], u(x)= x2 —x, deri-
vabila si cu derivata u'(x)=2x-1, x €[0, 2], functie continua. Functia
f: [—i 2} >R f(t)= e' este continua pe [—i 2] Noile limite de
integrare sunt u(0) =0, u(2) = 2. Integrala se scrie astfel:
J.j(Zx—l)eXQ’de = Jsu’(x)eu(x)dx = J.;l((oz))f(t)dt = Jjetdt —e' ‘2 —e? 1.

d) Se alege functia u:[0, 2] — [0, 4], u(x) = x?, functie derivabila

cu derivata u'(x)=2x, x [0, 2], continua. Noile limite de integrare

sunt u(0)=0, u(2)=4, iar functia f:[0, 4] > R, f(t) :é = este
t“+1
functie continua pe intervalul [0, 4].
In aceste conditii, integrala data se scrie:
2 X u(2 ) 1
J-0\/)(4+ j Ju (x +1 '[ I t2 +1
=l-ln(t+\/t2 +1) =—1n(4 +317).
2 o 2
2. Fie a >0 si f:[-a, a] > R o functie continua. Atunci:
a) j dx 2I dx daca f este functie para;
b) J. x)dx =0, daca f este functie impara.
Solutie
Din ipoteza ca f este functie con- ﬁ NE REAMINTIM! N

tinua pe [-a, a] rezulta ca f este functie Functia f:[-a a] >B este

integrabila pe [-a, a]. Aplicand proprie- functie para daca f(—x)=f(x),

tatea de aditivitate la interval, se obtine: . .
V xe[-a, a] si este functie

J_aaf(x)dx:jf)af(x)dx+J‘§f(x)dx, (D). impara daca f(-x)=-f(x),
Dar J_Oaf(x) =—J;)af(x)dx. \V x e[-a, a]. P

Pentru aceasta ultima integrala aplicam schimbarea de variabila
luand u(x)=-x, x €0, a] si obtinem:
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[ () dx = [ (x) £ (- (x))dx = j(((;)a)f(_t)dt = [ (~x)dx =

J- °f (x)dx, daca f este para
0
=1 . . (2).
_Io f(x)dx, daca f este impara
Din (1) si (2) se obtine, pe rand:
a) _[ dx 2_[ dx daca f este functie para;

b) I dx 0, daca f este functie impara.

b3 2n
LA 2n

Xl  Sa se calculeze: a) J 2 e* sinxdx; b) J- 3 _cosxdx.
) 3

Solutie

a) Functia f: {—g g} >k f(x)= e’ sinx este functie impara. Rezulta

T
ca J-znf(x)dx =0.
2
) 2n 2mn . N -
b) Functia f : "33 i (x) =cosx este functie para. Rezulta

ca .f e cosxdx =2.[03 cosxdx = 2sinx| =2sin%=\/§,

2
X 3. Sa se calculeze = I§ x? —4x +6dx.
2
Solutie
Expresia de sub radical se scrie sub forma canonica astfel:

x2 -4x+6 :()(—2)2 +2.
Pentru integrarea prin metoda schimbarii de variabila, alegem functia

u: [g 2} - {—% O}, u(x)=x-2, derivabila si cu derivata u'(x)=1,

X E[g 2} functie continua. Noile limite de integrare sunt u(%} 3

2

]

u(2)=0.
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Functia f: {—% O} — B, f(t)=Vt*> +2 este continua pe [—% O}.

In aceste conditii avem: I = Jéz«/uZ (x)+2-u'(x)dx = J'_Ol\/tZ +2dt=
2 2
1 5 \1/° 3
=§[t t2+2+2ln(t+ t2+2)” ) =1n\/§+§.

2
ki
X 4. Sa se calculeze integrala I=IG dx.
0 cosx
Solutie
T T T . !
Metoda 1. Avem I= [6- "% dx = [6"%°X qx-[s (Smx2) dx —
cos? x 01-sin“x 01-sin“x
1
= 1 1. |t-1
=—|2 dt=-=In|— _1 J3.
0t2_1 2 t+1

Metoda 2. Exprimam cosx in functie de tgg

si avem:
1+tg? (tngl
nl+ — b3 o
-s )2(dx 2]05—}(2 dx =
1-tg> = tg? = -1
g 2 g 2
2-3
—2f2P L at--m N o
t° - +1{|o
T
X 5. Sa se calculeze integrala Isz 22tgx. 5 —dx.

4 cos”“x+sin” x
Solutie

Exprimam sinx si cosx in functie de tgx si avem:

I_J.ZthX~(l+tg2 ) J-f2tgx tgx
~Jo 4 +tg’x 4 +tg?x

4+t2 1
:j;:ttz —jo%dtzm(ﬁ +4)‘O =1n%
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EXERCITII S1 PROBLEME

El.

E2.

Folosind metoda schimbarii de vari-
abila, sa se calculeze integralele:

a) Ilz(x -3)%dx;
b) I_ll 6x2 (Zx3 + 1)4 dx;

2 1
), (2x +1)°

d) _‘-_01 3(x - 2)dx;
e) Ij’ ax3x* + 1dx;
— g dx;

ﬂI (Zx +3)

g I dx;

x2+1

2 3
) fﬁ
T V3

2x
2
J)IO 16-x°
3

k)J’1

1 2x
Jl°x4+1

dx;

dx;

1

7dx;
4x2+3

dx.

Sa se calculeze folosind schimbarea
de variabila:

a) I ; xexzdx;
b) [ ; x-372% ax;
1

2 eXx

c) —dx;

1 2
b4

EXERSARE

E3.

E4.
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d) jeﬂ 4 (x-1)dx;

e) IJEX 1 dx;

ln3 b’

'[ \/1 x4
HE)
g f%ﬁ“"
It

Sa se verifice daca urmatoarele
egalitati sunt adevarate:

z 1
a) Igcos3xdx=§:

T

b) J‘gsin4xdx=—%;

4
o) I sin 2x ax=".
071.sintx 4’
1 1 2 _m
d) .[-1 2 1arctg xdx—g,
e) IZ -sin — dx—%
T
3
%3 1 63
f [,? . dx=—3%
2 \/1 x2 . arcsin? x T

Sa se arate ca:
3
a) I_ e

b) J-z X arctgx

\jX +X+

2
"+l gin% xdx = 0;
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schimbarii de variabila:
a) ,[ x2 X" +4x 4x .
3,.6x2+1
b) —_—dx
-..o \/3X2 +1
4 3f
c) J 1 \/—

d)J-\/’3 2X
°2x+1

1X(1+x
© '[0 (1+x )
f),f NG _2x+1
V2x% + 8
g '[03#(31:—1) dx;
7 1
h) 7d
)'[ \/ +1

Do ———
%xxlxz -1
N 1

Ve

X,

dx;

dx;

dx;

dx;

m) j._llxlx2+6x+10dx;
5 [ 2
n) 1.2 -X“ +7x -6 dx.

Inx

a) -[1 x(2+Inx)

v [
o

dx;

1
\/ -In%x

o1+e

. Si se calculeze integralele:

APROFUNDARE

Al. Sa se calculeze utilizand metoda

237

A4.

dx,

d) j
2x
e) I:nZeeX _ldX;

In2

-1
f) J‘ln\/a dx.

e*+1

. Sa se calculeze integralele:

COs X

T Iy
—COSX—SInx
c) |4—m————

. dx;
0 sinx + cosx

d) j.(\)ﬁx . sin x2 - cos x2dx;
e) I% (tg3x +tg x) dx
6

T
f) I&l ctg3x dx;
6

g j» g cos x

0 \/4—sin2x
h)j

sm 2x
i) J- 1 arcsinx

dx;

vsm x+1
2

dx;
X

sinx

— = dx.
¥ IO cos x+\/cos 2x

Sa se calculeze integralele:

ks
a) Ig sin x - cos 3x dx;

T
b) Ir? sin 2x - sin 4x dx;
6

c) j‘:ncosax'cosbxdx, a,beN;
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T
d) Ig sin x - sin 3x - cos 2x dx;

T,
e) '[osmx-cosx-cos2x- cos 4x -

.-cos 2™ 1x dx.

A5. Sa se calculeze integralele:
5 1
a) |2 dx;
) j g sin x

) J- T COs X dx.

T J7 + cos2x
2

A6. Sa se calculeze integralele:

a) '[3#_(11{;
01+sinx

sin x
b
) I 2 1+smx

z 1
c) 2.—dX;
01+sinx+cosx

© 2tgx+tg%
4 I(?g 2 o dx;

COS™ X + sIn™ X

dx,

e)j3

T

- 1
)l|4— — _ dx;
'[g cos? x - sin? x

n

= dx
g)j‘s 1’

0 sin*x + cos?x

h)J» To._ smx
02+cosx

A7. Sa se calculeze integralele:

= sin x
ILL=|2—dx;

0 sinx + cos x

z cos x
Ip=|2—dx.

0 sinx+cosx

AS8. Se dau urmatoarele integrale:

T .

= sinx
I=|2————dx,

01+sinx+cosx

z cos x
J=|2— " dx.

01+sinx+cosx
Sa se calculeze I+J, I-J, 1, J.

A9. Calculind in doua moduri integrala

j;(1+ x)"dx, neN’, sase arate ca

CO Cl cn 2n+1 -1
BB+ == -
1 2 n+1 n+l
Al0. Calculand in doua moduri integrala

I;x(1+ x)n dx, neN', sa se arate ca

0724_07},4_ N cCk  n-2*41
2 3 7 n+2 (n+1)(n+2)
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8.2.2. A doua metoda de schimbare de variabila

Demonstratie
Functiile f si u fiind continue, rezulta ca fou este functie continua
pe intervalul [a, b], deci admite primitive pe [a, b]. Fie G o primitiva a

functiei fou pe intervalul [a, b].
Conform formulei lui Leibniz-Newton se poate scrie:

I:f(u(x))dx - G(b)-G(a), (1.
Pe de alta parte, (G o u—l)' (t)= G’(u‘l (t))(u‘l)
(Y () =£(1)-(ut) (1)
u(b)

RezultacaJ. f( J(ut) (t)dt = (Geu )t )\ oy~ G(P)-G(2). 2

Din relatiile (1) si (2) se obtine relatia din enunt. l

Svercifii veyolvat

’

(0)=f{ufu (v))

& 1. Sa se calculeze 3£
I x+1
Solutie
Avem Jx __ Vx = f(u(x)) x e[l 3].

x+1 ( \/;)2 +1
Alegem functiile u:[1, 3] > [1, \/5]- functie bijectiva si

derivabila si f: [l, J3 ] - R, -functie continua.

Functia inversa u! :[1, \/5} - [L 3]- este functie deri-

vabila cu derivata functie continua.
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Aplicand a doua formula de schimbare de variabila se obtine:

j?’fdx_j )dx:j“(S)f(t)-(u ) t)dt = j -2tdt =

1 x+1 241

=2J.1 (1 1+t2jdt 2(t- arctgt)| (\/7 1_5)

2. Sa se calculeze Ifln(1+\/§)dx

Solutie

Se definesc functiile:

u:[l, 4] »[2 3], u(x)=1+vx ,u':[2 3] >[1 4], uwl(t)=(t-1).
f:[2, 3] > R f(x)=Inx.
Functiile f, u, u! satisfac conditiile teoremei de schimbare de
variabila si ca urmare are loc egalitatea:

jl“m(u&)dx:jff(u(x))dx:j;’((s)f(t).(u-l)'(t)dt: [22(t-1)Intat.

Ultima integrala se calculeaza prin metoda integrarii prin parti si se
obtine:

3 3 27 2 3 s(t 1)
[ 2(t-Dmtdt=[ [(t-1)°| mtdt=(t-1) -lnt‘z Jy—dt=
3 1 t2 ° 1
=41n3—1n2—j (t—2+—jdt=4ln3—ln2— — —2t+Int|| =3In3-=.
2 t 2 ) 2

Asadar, jfln(1+\/§)dx =3In3 —%.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE

El. Utilizand metoda a doua de schim- || E2. Sa se calculeze integralele:

bare de variabila, sa se calculeze: s 1
1 5 a) J.1 714_ ?Fdx
a) j1(1+x/§) dx;
a b dx;
) I3 x\/x+1 x

b) Ii(l—?/;)4dx
8
o ! VX g Q[P _ax

1x+4 424.x

4,' —
dx
2 x
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APROFUNDARE
Al. Aplicand metoda a doua de schim- 27 Jx
bare de variabila, si se verifice daca b) .[1 de
au loc egalitatile: TNX
4
64 c) cos? Jxdx;
a) .[1 \/_+§/_dx 11+61n3 Il
3
i 1dx.
b) J-1:13 x-ln(1+ex)dx ln256 d) J‘osmx/x+ dx
27e
8 x A3. Sa se verifice egalitatile:
c ——dx=8 ’
: '[1 1+ 3x 1 1
1 T a) J‘—1ex+1dx:§;
[, ———dax="1,
Iﬁ(x2+1)Vx2+2 6 b)I —dx—l'
(x + 1) (e + 1) 4’
A2, Sa se calculeze integralele:
T
a) .[ln4 c) “‘ozln(1+tgx)dx=gln2.
DEZVOLTARE
D1. Fie f:[a, b] » R functie continua. n n
a) [ xf(sinx)dx = [ 2f(sinx)dx;
b 0 0
a) Sa se arate ca Ia f(x)dx =
T
LI ol 5 e
=j:f(a+b—x)dx. b) [ f(sinx)dx = 2[ 2 f(sinx) dx.
b) Daca f(x)=f(a+b-x), D3. Fie f:[a, b] > R, o functie conti-
V x [a, b], sa se arate ca nui. Sa se calculeze:
Jox f(x)dn =220 Pt (x) ax b f(x-a) .
a) j. dx;
af(x-a)+f(b-x)
c) Daca 2f(x)+3f(a+b-x)=5,
o s
V x e[a, b], sa se calculeze b 1=z sin™ x __dx.ne N,
b sin” x + cos™ x
f(x)dx.
ja =) g [2 arctg x d
- J.1 1 X
D2. Fie f:[0,1]> R o functie con- arctg %2 _3%x+3
tinua. Sa se arate ca:
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O1.

02.

O1.

02.

0s3.

Testul 1

Sa se calculeze:
Grupa 1:

a) j:(2x + 3)sin x dx;

T
b) IOE cos x+/6 sin x + 1dx;

)J.le+1

Grupa 2:
a) I::(3x -1)cos xdx;

¥
b) | 3sinx\V10cos x + 4 dx;
0

8 1
c ——=dx.
) Il 2+%¥x

Sa se determine valoarea integrala medie pentru functia:

Grupa 1:

f:[o 31—}_”2 £(x) = Ji

Grupa 2:
f:[O, \/5]-)'2, f(x)=

x+1

\/x2 +2 '

Testul 2

Fie functia f: [0, + oo) — R, derivabila si cu proprietatea:

x+I =(x+1)f(x), V x€[0, + ).

Daca o = f(3) - f(1), atunci:

a) a=In2; b) a=1-In3; ¢) a=

Sa se calculeze integralele:
1 3 —x2 4.
a) j.o(x—x )-e dx;

3
3 —
Sa se calculeze I \f L dx.

?/5 \]].—K3

In3; d) a=2.

(3 puncte)
(Admitere ASE, Bucuresti, 2003)

4 1
) '[0 (x+1)+x/2x+1dX

(3 puncte)

(Univ. din Oradea, 1999)
(3 puncte)
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Testul 3
. . Xt (43
O1. Se considera functia f: R > R, f(x) = .“o e (t -3t+ 2) dt.

Daca A = {x eR \ x este punct de extrem al lui f } , atunci:
a) A={-2}; b) A={-2,1};¢c) A={1}; d A=02.
(3 puncte)
(Admitere ASE, Bucuresti, 2003)

0O2. Fie a,b e R si functia continua f : R > R care verifica relatia:

f(a—x)+f(a+x)=2b, V xeR. Daca I:I:af(t)dt, atunci:

a) I=a+b; b) I=2ab; c) I=a+b; d) I=%.
(3 puncte)
O3. Fie sirul de integrale (I,), I, = j.le(ln x)"dx, neN".
a) Sa se calculeze I; si I,.
b) Sa se arate ca sirul (I,) este monoton si marginit.
c) Sa se gaseasca o relatie de recurenta pentru (I,).
d) Sa se arate ca lim I, = 0.
n—w
(3 puncte)

0 Calculul integralelor functiilor rationale

Pana acum s-a realizat calculul unui numar suficient de integrale de
functii f:[a, b] > R, utilizand formula lui Leibniz-Newton, metoda inte-

grarii prin parti sau metoda schimbarii de variabila. In continuare se vor
intalni si alte tehnici de calcul pentru integralele unor functii integrabile.

Situatie-problema:
9x +2

2

Se considera functia f:[-2,1] > R, f(x)=————.
X“+Xx-6

a) Este functia f integrabila pe [-2, 1]?
b) Daca f este integrabila pe [-2, 1], cum se calculeaza integrala sa?

Solutie
a) Functia f este functie continua pe intervalul [-2, 1] fiind rezul-

tatul operatiilor cu functii continue pe intervalul [-2,1]. Ca urmare f

este functie integrabila pe intervalul [-2, 1].
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b) In ceea ce priveste calculul integralei functiei f se observa ca nici
una din metodele folosite pana acum nu se poate aplica in mod direct.

De aceea va fi nevoie de parcurgerea unui algoritm in care se vor
intalni in multe cazuri si metodele de calcul deja cunoscute.

«»» DEFINITII
Fie I ¢ R un interval de numere reale.
eFunctia f:I >R se numeste functie rationala daca exista doua

functii polinomiale P, Q, astfel incat pentru oricare xel, Q(x)#0 si

P(x
f(x)= —( ) .
Q(x)
¢ O functie rationala f se numeste functie rationala simpla daca are
una din formele:
L f(x)=a,x"+a, X" ' +..+a;x+ag, ay eR, k=0, n;

II.f(X)an,neN“,X;ta,AeD;
(x-a)
I f(x)= Bx+C heN.b?-4ac<0,B.Cck.

(ax2 +bx + c)n

9.1. Calculul integralei unei functii rationale simple

In acest paragraf se va da procedeul de calcul al integralei definite
a unei functii rationale simple de tipul I, II si III.

I. Integrale de forma jﬁfn (x)dx, f, functie polinomiala de
a
gradul n

Daca f,:[a, ] >R f,(x)=a,x" +a, ;x" ' +..+a;x+a, este functie
polinomiala de gradul n, atunci, cu ajutorul formulei lui Leibniz-Newton,

. B _
se obtine I (anxn +a, x4 rax+ ao)dx =
o

B
=|a .£+a .£+ +a .i.{.a X (1)
" n+1 n-looy 19 0 '
ol
15> Exemplu
2
2 6 4 3 2
j(6x5—8x3—3x2+4x—1)dx= 6.5 8. X _3.X 4% & =(x6—2x4—
2 6 4 3 2 B

—x3 +2x2 —x)‘i —2°-2.2*-2%42.92 2| (-1° -2(-)* - (1) +2(-1° ~(-1) | -30-3-27.
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II. Integrale de forma J‘:L)ndx, neN,ag [, B]
x-a

1. Daca n =1, atunci J-B
ax-—a

2. Daca n > 2, atunci se foloseste metoda schimbarii de variabila
si se obtine integrala unei functii putere:

dx=A1n|x—a||z.

B A B -n . , u(p), n
— dx=A| (x—-a) dx=A| u (x)-u(x)dx=A tdt =
Ji A Al ax= Al s AT
u(p)
A 1
T n-1 gn-1 - ()
u(a)

Xl  Sa se calculeze urmatoarele integrale de functii rationale simple:

-1
o] e

1
dx; c)
3x+1 I 3 (2X 6)
Solutie
a) Aplicand formula (2) se obtine:

J.eﬂ;dx=ln|x—2||e+2 =lne-Inl=1.
3 x-2 3

b) Integrala se scrie succesiv astfel:

e-1
e-1 e-1 el (2) 3
Ios ;@2103 ;ldlej'os lexz Tk Ml 2 2
3x+1 3(“) glo 1 3 3l
3
_1 ln(e—_1+1J—lnl =l(lng—lnl)=llne=l.
3 3 3 3] 3L 3 3) 3 3
Calculele mai pot fi organizate si astfel:
e-1 e-1_.r
[a z_f 3 z_j (Bl g 1)
3x+1 3X+1 3x+1 370 u(x)

_1 u(%ljldt—ll t|S ==(1 In1) =
=510 Tat= g} = (ne-mn1)-

L
37 u(0) 3
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c) Metoda 1.

J 1

(2x - 6)

5
dx = I3

NI

23 (x-3)°

1
, N T VA B 4 2
w(x)dx = ‘2t dt:§j_§t dtzg(——j =——(4—§j=——
2

)

Metoda 2.
Aceasta integrala se poate calcula aplicand mai intai metoda
schimbérii de variabila si apoi formula (3). Calculele decurg astfel:

o 1pah

IS(2x 6)° :_JS _fgz 3(x _Ejuéjt_?’
1c1, 5. 1( 1) 11 1) 2
-plaea=gl5e ), - 5(‘5*@)*5-

III. Integrale de forma j Bx+C

dx, b2 -4ac <O, ne{l, 2}
(ax +bx+c)

siB,C e

In functie de valorile numarului natural n si a coeficientilor B, C,
a, b, ¢ apar urmatoarele tipuri de integrale:

B Bx+C

1. Integrale de forma J' 5

#0
0‘x +a

Se deosebesc urmatoarele situatii:

a) Daca B = 0 si C = 1 se obtine integrala cunoscuta:

B

1 1

I Bﬁdx = —arctgE
“xX“+a a a

o

b) Daca B = 1, C = 0O se obtine integrala:

X

[P X dx ——I lfﬁ(xzﬂd _ljﬁ&x))dx

ax?ya ax? a2 290 x2 432 2 e u(x
u(p)
:lju(ﬁ)ldt —lln|t|
u(a) 2 u(o
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c) Daca B = 0, C # 0, atunci se obtine integrala:

J‘B BX+C —BI CJ-
ax? a2 o« x? 4 a2
nua ca la punctele a) si b).

Sa se calculeze integralele de functii rationale:

dx si calculul se conti-
ax? a2

23 3x — 2
a) b) c)
J.Ox +16 LX +7 '[ x> +4
Solutie
dx 1 |
a) Avem: =—arc =—(arctgl —arctg0)=—
IOx +16 4 g 0 4( g g )

~—

)I

:—j dt— 1 |t|

dx =

~ J-5 2x __I (X +7)I 1J-5u’(x
1x +7 T2l g2, 7 x2 +7 _21u(x)

82 1
=—(In32-In8)==In4 =In2.
2 2

c) Integrala se scrie succesiv astfel:

Iz£3}2<—2dxzj-2ﬁ 23x dx—2jw§ 2clx :Ej-zﬁ 22x dx —
2 x“+4 2 x“+4 2 x“+4 272 x*414
2\/§ 4 '
1 x zf(X +4) 3 28 u'(x)
—-2-—arctg— = -~ dx-—arctgy3 +arctgl =— dx -
2185, I X% 14 g3 & 2I2 u(x)
Em Bpued)ly n _Lﬁ(lnm_lns)_iim_i.
3 4 2°u?2) ¢t 122 12 2 12 2 12
2. Integrale de forma IBAX—JrBde, az0
0L(x2+a2)
Se deosebesc urmatoarele situatii:
a) Daca A =1 si B = 0 se obtine integrala de forma J-B;dx

2
a
(x*+a?)
care se calculeaza cu ajutorul metodei de schimbare de variabila.

Se obtine succesiv:

“(ea?f  20(x2ea?)  270uR(x)
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LB iy Lpu) oy 1 1"
=— : dx =— todt=——=-- .
2 Ia v (X) v (X) x 2 ju(a) 2t u(a)
b) Daca A = 0 si B = 1 se obtine integrala de forma IB 1 5
“(x*+a?)

Pentru calculul acestei integrale de functie rationala se parcurge urma-
torul algoritm:

o se amplifica functia de integrat cu a® (daca a = 1);

¢ se aduna si se scade x? la numaratorul fractiei;

¢ se desparte integrala in suma de doua integrale: o integrala este

de tipul IIl.1.a), iar cealalta integrala se calculeaza prin metoda
integrarii prin parti.

Calculele se organizeaza astfel:

B 1
- ) gx=
If*(xaa) i waperd (<2 +a) ~al. (X +a) B
P e L e Lo A e
O‘x +a a

o 2 3 2) 2
(x2+az) a ale @ (x2+a2)

Ultima integrala se calculeaza folosind metoda integrarii prin parti
si se obtine:

IBZX—C‘X :JEX.%dx‘“iﬁ’jfx.(_l.;z)’ dx =

2 2 2
(x(X +a2) ( 2+a2) 2 x*+a
__E ; P +1J.ﬁ; —_E ; g +_arctg_ "
2 x?+a%|, 27¢x?4+a? 2 x?+a%|, 2a al,
Inlocuind in egalitatea (*) se obtine:
B
1 1
. b 5= 2(—arct E+%) , (4).
a(x2+a2) 2a“\a a x“+a’ /|,

c) Daca A # 0 si B # 0, calculul acestei integrale se reduce la
calculul a doua integrale de tipurile prezentate mai sus.

Bﬂ _AI % dx+ BI -

Ave: [, (s vat] T e +a)

5 (5)
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Sa se calculeze urmatoarele integrale de functii rationale simple:

¥ B J3 5x-2
a) = A b =] ——dx @) g = 3 9X72 ax

2 2
(x2 +1) ! (X2 + 1) ! (X2 + 1)
Solutie

a) Integrala I; este de tipul III.2.a) si ca urmare se va calcula apli-
cand metoda schimbarii de variabila. Se obtine:

IS SN PP TNl Lke)

P (xz+1)2 271 ()<2+1)2 X_2 ! X2+1)2 )
_lpsuw(x) o 1pu(s)l o 11t 11 1) 1
_2I1 uZ(X)dX_zju(l) 2 2 t]y 2(4 2j_8'

b) Integrala I, este de tipul III.2.b). Pentru a calcula aceasta

integrala se va aplica algoritmul descris la acest tip de integrala.
Avem succesiv:

J3 1 @(1+X2)—X2 3 1 2
12:.[1 de:jl de:-[l X2+1_(X2X+1)2 dx =
:J'I\E X21+1dx_v|.1\/§ﬁdx = arctgxn/§ -d= arctgx/g—arctgl—J =
-4
12

Integrala J se calculeaza folosind metoda integrarii prin parti obti-
nandu-se succesiv:

2 '
=Ifx—de=IfX'%dX=ffX(—l- E jdx_
(X2+1) (x2+1) 2 x*+1
_ox 1 ljﬁ 1 dx = S
2 x2+1|; 27! x%2+1 SRS
Sa se calculeze integrala
1 ﬁ_l +1 @ 622_\/§+l I, aplicind formula (4).
214 2 ) 8 24
Rezulta ca 12=%_J=%_[2—8@+§]=i+@8—2.
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c) Integrala I3 se scrie ca o suma de integrale astfel:
3
Iszjfﬂ _5I _ %  dx- QJ" Bl a4
1 2
(x* 1) (? ) (x*+1)
Se observa ca I3 = 5I; —2I,.
Inlocuind cu rezultatele obtinute la a) si b) se obtine:

I,=5.4_g F _L1]_21=27
8 24 8 24

3. Integrale de forma I ﬂdx, A=b*-4ac<0,a-c=0
@ ax® +bx +c
a) Daca A =0, B =1, se obtine integrala de tipul I ;dx,

@ ax? + bx + ¢
A =b? -4ac <0.
Pentru calculul acestei integrale, se scrie expresia ax” +bx+c

2
sub forma canonicd, anume ax”+bx+c= a[x+2—j +4— si apoi se
a a

aplica metoda de integrare prin schimbare de variabila. Se obtine
succesiv:

B 1 B 1 18 1
T e e
ax“ +bx+c ( j -A —A
alx+—| +— x42
2a 4a [ 2a} 4a
=" —~7 _dx==— dt = t .
I (x) +k2 aI u(e) 2 4 k2 ak e u()
2
(S-a notat k? ( 4__2J si u(x)=x+—, xela, B].)
a

Sa se calculeze integralele:

1 1 1 1
I = J. 2—dX, J 1 —
0x%+x+1 5 4x% -4x+2
Solutie
e Pentru trinomul x?+x+1 se observa ca A=-3< 0, caz In care

2
. . . 9 3
acesta se scrie sub forma canonica x“ +x+1=|x+ 5 + 7
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Integrala se scrie:

1 1 1 1
J.O 2+X+1 J.O( 1)2 SdX_IO 1\2 \/§2dx'
X+—| += X4 4| Y2
2 4 ( 2 j D)
Aplicand metoda schimbarii de variabila, notand u(x)=x+ l

[0, 1] se obtine:

I=J~1 u'(x) ZJ-u(l) 1 2dt=f2;dt=

u(O)t2+£\/2§] ;t2+[\/§j2

:iarctg& 2 :i(z_zj:@
BB, T BlETe) e

¢ Numitorul functiei de integrat are A=-16 si forma canonica

2
4x° -4x+2 = 4(){ —5) +1. In acest caz integrala se scrie succesiv:

1

Ll L [ P et
g BXTAXT 24(}(—1) +1 (x—lj +l
2 2 4

Alegand u(x) :x—%, X e[é 1}, cu u'(x)=1xe¢ {é 1} si aplicand

metoda schimbarii de variabila, integrala devine:

1
J:iﬁ LUdXz iju(ll) %dtziﬂarctg% 2 =%.
2 uz(X)Jr(lj u(2jt2+(1j 0
2 2
b) Daca A =1 si B-0 se obtine integrala de tipul J. —X dx,
@ ax? +bx+c
A =b?% -4ac<O0.

Pentru calculul integralei se foloseste metoda schimbarii de varia-
bila luand u(x) = ax? +bx +c, cu u'(x)=2ax+b, x e[a, B].
Calculele decurg astfel:

2 _
J-B X dx = L [P 2ax dx- L p(2ax+b)-b

o 2 2 o 2 2 (o dx =
ax“ +bx+c a‘%ax“ +bx+c a

ax? +bx +c
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:iJ‘BU(X)dX_E B 1 dx — 1 u(B)ldt bJ'B 1

= ["iat- 2 [ dx =
2a’o u(x) 2a'agx? 1 bx +c 2a?u(o) t 2a’eax? +bx+c
u(p)
R TR
2a u(w) 2a°*ax”+bx+c

Ultima integrala obtinuta este de tipul III. 3. a) tratat anterior.

c) Daca A # 0, B #0, atunci integrala se desparte in suma de doua
integrale de tipul celor intalnite anterior.

Astfel, [ ﬂ _Aj dx+Bj.B+dx.
@ ax? +bx +c @ ax? + bx +c Lax“ +bx+c
Fie functia f: |0, 1]—>|D,f(x)=2X;1.
3x“-6x+4
a) Sa se scrie sub forma canonica expresia 3x2 - 6x +4.
b) Sa se calculeze Ilf (x)dx.
0
Solutie
a) Pentru expresia 3x2-6x+4, A=36-48=-12.
2
Rezulta ca 3X2—6X+4=3(X+£j +£=3(X—1)2+1.
2a 4a
b) Avem:
Jo 1(x)dx = ) 5 e —dx = [ =+ [ ——dx~
0 03x% -6x+4 03x“-6x+4 03x“-6x+4
3x2 -6x+4
:—j 26—XdX+J‘12; :—I ( )dX+
6°03x“ -6x+4 03x° -6x+4 (Sx 6x+4)
, 1
YRR NS L1 PAOE- TS WP B
3x2-6x+4 670 u(x) 370 12,1 6 4
2 ! 2f
+—-\/§arct X—lx/g =
3 g(x-1) ) 6 5
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4. Integrale de forma:
j-B Ax +B

2d:i:, A=b%-4ac<0,a-c=0
a 2
(ax +bx+c)

2
Daca ax?+bx+c=a (X+£) LA si u(x)= x+£,xe[o¢, B.
2a 4a? 2a

integrala se transforma astfel:

A(x+ bj—Ab+B
J-B Ax+B dX_LJ-B 2a) 2a _
o 2 _az o 92 -
) A A
a‘||x+ | +——& X+— | +—p
K 23) 4a? } {[ 28) 4a2]
C D
—If( u(x)+D) ‘I H_CtD g unde oo A D:LZ(_A_b BJ
2 2 a
(u (X)+k) ( ) a a
A
si kZ=—2".
22

Asadar, calculul acestei integrale s-a redus la calculul unei inte-
grale de tipul III. 2.

Xl  Sa se calculeze integrala J _02 2x+3 5 dx.
(X2 +4x+ 8)

Solutie

Numitorul se scrie sub forma x2 +4x+8= (x+ 2)2 +4, iar inte-
grala se scrie succesiv sub forma:
0 0o 2(x+2)-1 0o 22u(x)-1
I:I 2x+3 dx = ( ) dx :J' ( )

2 |:(X+2)2 +4}2 2 [(x + 2)2 + 4}2 2 [uz (x)+ 4]2 |

_ u(0) 2t-1 dt - 2 2t dt — 2 dt - .
w2 (2 4) Jo (2 +4) lo ° (12 + 4) &

Integralele I; si I, sunt de tipul III.2. Se obtine:

e ) (t2+4)
afaap Iy
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_1 =—l+l=l;(v(t)=t2+4).
Vs 8 4 8
4 +12)-t2
2 2 2
12=j0 1 2dt:lo 4 2cl:lo( ) dt =
(t*+4) 4 (t*+4) 4 (t*+4)
2 2 2 2 2 _
Y S CRPPUS § N S U8 VPP Y N O B ) P
470244 40(t2+4) 4 2 2, 470 Q(t +4)
2
1o 1 -t 1.2 1 no1[ 1 1 t 2
==-——= I 5 =———| ——+—-—arctg—| |=
8 4 42(t2+4) 270244 32 4| 8 2 2 2
0
o 1 1 = s 1
= =t |= =+ —.
32 4\ 8 16 64 32
In final se obtine ca I=1; +1, = 6-m
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
Sa se calculeze urmatoarele inte-
grale de functii rationale simple: f) J' Y
2 ——3 8X
El. a) I_1(4x3 -6x2 +8x - 3) dx;
g 7dx
b) j._ll[(xz—3)2+9x4]dx; J._l 6 - xv2
1
c) I0(4mx3+2px+1)dx; E3. a j‘-lz(x_lz)de;
@) [*(3x-1)(ax+3)dx. [ 1
-3 (x+1)4
E2. a) J.:_s dX, c j~3 1 x
‘1(2x+4)2
b) J.l x+5dx; 1 24
3 1 d) j_173 dx;
) J' . (2x+6)
23x 12 o 16
e) j'_ ————dx;
d) J._l4x+3 x; 1(-2x+1)
1 6
. Y LA
€) I—ze_xdx: 2(%}:—@)3
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1 dx

o4 o hﬁmd"‘ SR
b) dx; dx .
jlx i3 ﬂjo x2-2/3x+12’
2/3 1 . dx .
©) '[ 4x2+16dx, g I2m'
4 .
N B [,° m
e) Io idx.
2 \/ﬂx2+;4/_*/g E7. Sa se calculeze
1++2
P foeam ™ e
-2 dx
NE) 1 b) B
E5. a) -[—1 (x2+1)2dx; I-4 (x2 +6x 4 10)2
3
b 2¥d . c) 2 L;
)Io (x2+4)2 ) j-_;(1:2—4x+5)2
5 5 3 dx
) ——dx; d)
© I_5(3x2+75)2 B j‘J§_2(1:2—2\/§x+7)2
8
d) —_—dx. < . o .
- (V8 +v2x2)’ B0 ogalitast smnt adtovamter o
g (2038)
E6. a)j 7dx: 2 Io 2+x+1dx_ln\/§_ 18
1x2 1 x+1 . 2% e
b)j. 1 : )'[3 2 _8x+17 * = A
3x2.:4x+5 c)j-l 2x+3 dx—THlo-
c)I L; _1(x2+2x+5)2 CT
2 x2_6x+10
1 dx ) 1 4x-1 3 n-2
SR B vrersy SRR T PP

9.2. Calculul integralei unei functii rationale oarecare

In multimea R[X] a polinoamelor cu coeficienti reali, singurele

polinoame ireductibile peste R sunt polinoamele de forma (X-a) si

(X2+bX+c), a,b,ceR si b2-4c<0.
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O functie rationala oarecare se poate scrie ca o suma algebrica de
functii rationale simple pentru care calculul integralelor acestora a fost
studiat anterior. Pentru a realiza aceasta scriere se va utiliza urma-

toarea teorema:

Mod practic de aplicare a teoremei

Pentru descompunerea unei functii rationale in suma finita de
functii rationale simple se procedeaza astfel:

a) Se efectueaza impartirea cu rest a polinoamelor P, Q, daca
gradP > gradQ, rezultand relatia P=L-Q+R, O<gradR <gradQ si

R(x)

f(x)=L(x)+Q(X).

b) Pentru R(x) se foloseste
Q(x)

formula de descompunere in suma

finita de functii rationale simple

conform teoremei anterioare, unde

coeficientii Ag{i), BS), Cg{i) urmeaza

a fi determinati.
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c) In egalitatea obtinuta la punctul b) se elimina numitorul comun
Q(x) si se ajunge la o egalitate de functii polinomiale.
d) Din egalitatea functiilor polinomiale se obtine un sistem de

ecuatii in care necunoscutele sunt coeficientii Ag{i), Bg{i), Cg).

Metoda de determinare a coeficientilor A(ki), BS), Cg{i) se numeste

metoda coeficientilor nedeterminati.
Vom exemplifica utilizarea acestei teoreme in calculul integralei

unei functii rationale pentru diferite functii rationale f: [a, b] - R,

, Q(x)#0, pentru xe[a, b],P,QeR[X] si gradQ<4,

distingand intre diferite moduri de descompunere a numitorului Q(x)
in produs de factori ireductibili.

1. Numitorul are radacini reale simple.

I Exemplu
¢ Sa se calculeze urmatoarele integrale:
3 2
1 2 _
a)I:.f 29)(7+2dx; b)J:J 2x +32x 4X+2dx.
2x°+x-6 1 X“ +2x
Solutie
. . . - 9x +2
a) Consideram functia rationala f:[-2,1] > R, f(x) = Zix 6
X+ X -

2

Expresia x“+x -6 are urmatoarea descompunere in produs de factori ireduc-

tibili peste Iz x2+x -6 = (x-2)(x+3).

Conform teoremei 14, functia f are urmatoarea scriere ca suma de functii
rationale simple:

£(x) = 29x+2 __A i B

x“+x-6 x-2 x+3

Se elimina numitorul comun si se obtine egalitatea de functii:

9x+2=x(A+B)+3A-2B,xe[-2,1], (2).

Identificand coeficientii expresiilor polinomiale din egalitatea (2) se obtine
sistemul de ecuatii:

A+B=9,3A-2B=2 cusolutia A=4, B=5.

4 5
+

XxX-2 X+

,xe[-2,1], (1).

Asadar, relatia (1) devine: f(x) = . x e[-2,1].

4 5
+
x—-2 x+3

Rezultaca I = J;( )dx = (41n\x72\ +5ln\x+3\)‘i2 =1n4.

<> OBSERVATIE
Cu aceasta rezolvare s-a raspuns la situatia-problema formulata la
inceputul paragrafului 9.
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3 2
b) Consideram functia rationala f:[1 2] >R, f(x) :M. Se observa

2
X +2x
ca gradul numaratorului este mai mare decat gradul numitorului. Aplicand algoritmul
de impartire a doua polinoame si teorema impartirii cu rest a polinoamelor, se obtine ca

2x3 13x2 - 4x+2 = (2x—1)(x2 +2x)+(—2x+2).

2x - 1)(x2 +2x)+(-2x +2 .
Rezulta ca f(x):( )( 5 ) ( )=2X—l+y‘
X“ +2x X“ +2x
Ramane de scris ca suma de functii rationale simple functia:
-2x+2
g:[L2]>R g(x)= -
X7 +2x

L 2X+2  -2X+2
x2 +2x X(X+2)'

Avem

—2xv2 A B L 2
x(x+2) X X+

Eliminand numitorul se obtine egalitatea de functii polinomiale:

2x+2=x(A+B)+2A,Vx e[l 2]

Identificand coeficientii celor doua expresii polinomiale se obtine sistemul de
ecuatii: A+B=-2,2A =2 cusolutia A=1 si B=-3.

Asadar, g(x)= L -2 vxe[L2] si f(x)=2x-1+2 -5 xe[12].

X X+2 X X+2

Conform teoremei 14 se obtine

2
Rezulta ca J:J'l [2X_1+l_ 32
X X+

2

)dx:( 2—x+ln\x\—31n\x+2\)‘l =
:2+1n2+3~1n§:2+1nﬂ.
4 32

2. Numitorul are radacini reale multiple.

I¥" Exemplu
1
+ Sa se calculeze integrala I = 1_5&@.
-1 .2 2
x“(x-1)
Solutie
Se considera functia f : {—1, —l} >R, f(X) - %
2 x“(x-1)
Aplicand teorema 14, expresia functiei { se scrie astfel:
3-2x A B C D 1
ﬁ:— _2+_+—2’XE _1’_7‘
x“(x-1) x x2 x-1 (x-1) 5

Eliminand numitorul comun se obtine egalitatea:

3-2x :Ax(x—1)2 +B(x—1)2 +Cx? (x—1)+Dx2, X e {—1, —%} (1) sau

3-2x=(A+C)x®+(-2A+B-C+D)x? +(A-2B)x +B, x e{—l, —ﬂ ).
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Identificand coeficientii acelorasi puteri ale lui x din cei doi membri ai egalitatii (2),
se obtine sistemul de ecuatii: A+C=0, 2A+B-C+D=0, A-2B=-2, B=3, cu
solutia A=4,B=3,C=-4, D=1.

Asadar’ 3_72}(2:é+%_ 4 +;2’Xe‘:_l’_lj|‘
X2(X—1) X 1 2

1

1 _
Rezulta ca: I:J._E é+32—i+ 1 5 dx:(4]n\x\—§—4ln\x—l\—ij 2_
lx x4 x-1 (x-1) X x-1)]
19 a3
6 2°
< OBSERVATIE

Constantele A, B, C, D din egalitatea (1) se mai pot determina astfel:
¢ Pentru x = 0 se obtine B = 3 si pentru x = 1 se obtine D =1.
¢ Pentru determinarea constantelor A si C se deriveaza egalitatea (1) si
se obtine:

-2 = A(3x% —4x +1)+2B(x -1) + C(3x> - 2x) + 2Dx.

Din aceasta egalitate, pentru x =0 se obtine A =4, iar pentru x=1
se obtine C = -4.

3. Numitorul are radacini complexe simple.

IS° Exemplu
+ Sa se determine integrala functiei f:[-1, 0] > R, f(x) = 416 .
x* +

Solutie
Descompunerea in factori ireductibili peste R a numitorului conduce la urma-

toarea scriere x* +4 =x* +4x2 +4 -4x2% = (X2 + 2)2 - (2)()2 = (x2 -2x + 2)(x2 +2x + 2).

Aplicam teorema 1 si obtinem urmatoarea descompunere in suma finita de
functii rationale:
16 Ax+B Cx+D
T, o2 2
X"+4 x“-2x+2 Xx“+2x+2
Aplicand metoda coeficientilor nedeterminati se obtine egalitatea:
16 = (A+C)x® +(2A+B-2C+D)x? +(2A +2B +2C -2D)x + 2B+2D, x €[-1, 0].

Identificand coeficientii acelorasi puteri ale lui x din cei doi membri se obtine
sistemul de ecuatii:
A+C=0,2A+B-2C+D=0,2A+2B+2C-2D=0,2B+2D =16, cu solutia A=-2

B=4,C=2,D=4.

.V xe[-10].

-2x+4 2x+4 . 72x+4
2 t3 st I _I
X“-2x+2 X" +2xXx+2 2x+2

0 2x+4 0 2X -2 2 0 2X +2
B e
1x%4+92x+2 U x“-2x+2 x“-2x+2 N x+2x+2

Asadar, f(x)=
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0 x2+2x+2|
( )

5 dx +
1 x*4+92x+2

2 B O(X2—2X+2)I 0 dx
jdx__J‘l x2-2x+2 dX+2J‘1(x—1)2+1+J.
5dt -1 dt 2dt 1 dt
(x+1)° QT+2J*2t2+1+J. t 2I0t2+1

X2 +2x+2
v2f S ——

+1nt\1 +2arctgt\é =In5 + 2arctg 2.

5 -1
' =Int|, +2arctgt| ", +

4. Numitorul are radacini complexe multiple.

I3 Exemplu
1 x2-3x+2

+ Sa se calculeze integrala J.il 5 dx.
(x2 + 1)
Solutie
2 —
Consideram functia rationala f:[-1, 1] »> R, f(x) = x(3x)+22
2
x“+1

Aplicand teorema 14 se obtine:
2
x“-3x+2 Ax+B | Cx+D
f(x)= . >— = ; > B e[—l,l].
(x + 1) X0E (x + 1)
Metoda coeficientilor nedeterminati conduce la urmatoarea egalitate:
x2-38x+2= (Ax + B)(x2 + l) +Cx+D, x e[-1, 1], din care se obtine sistemul de ecuatii:

A=0, B=1 A+C=-3, B+D=2 cusolutiile A=0, B=1,C=-3,D=1. Rezultaca f
se scrie ca suma de functii rationale simple astfel:
1 3x-1

f(x) = 5. (X2 ) 1)2 . X € [-1L 1], iar integrala se scrie sub forma:
Lllf(x)dxzfl _J- (3X 1) dx=arctgx\11—11=g_ll’ (1).
Calculam I; in felul urmator:
(1+x2) x2
2 22 gx-f — 2 =
el bk Ly
1 d 1 2 1 -1 I
_O_Il(xz}il)+‘|.l(x2x+1)2 dx :—arctnglJrle 72()(2 +1) dx =
1
n X 11 ! 1
:_5_2(X2+1) 7'[1x +1:_7_§+2ar0tgX L 42 2
Din relatiile (1) si (2) se obtine ca J-ilf(x)dx = SZ'F%
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plicaie in fiyioi

Concentratia unei solutii apoase a unei substante, variaza urmand

legea: C(x)= 10x (

g/m ) x fiind grosimea stratului de solutie.

Care este cantltatea Q de substanta continuta intr-o coloana

verticala de solutie a carei sectiune dreapta este S=1 m?

variind intre O si 200 m?
Solutie

Consideram un strat foarte mic al coloanei S
de solutie apoasa cu sectiunea S si grosimea dx, X

situat la adancimea x (figura 1).

Cantitatea de substanta continuta in acest s dx

10x

strat este: dQ=C-Sdx = —1dx. Integrand de la |~ ./
X+

0 la 200 se obtine:

si grosimea

200 X 200 (x +1) -1 ) SRR K
10 ~— 2 dx= e
9= I x+1 x S
~10[x-1 1) 200 10(200 - In201 :
- [X—I’IX+ ” ( . ) Figura 1

EXERCITII S1 PROBLEME

El. Sa se calculeze integralele de
functii rationale (numitorii au
radacini reale simple):

2
a) J.l x(x+1)’

)j'l X E2.

ox+1)(x+2) ®

4 5x+1
I o mra)arn ™

x+5
d)j (x-1) x+2)(x+1)dx'

o I% 12

en-a)

dx;
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EXERSARE

o x3-3x2 +5x
f) —dx
'[ -3x+2

g)f (x__l)zdx.

Sa se calculeze integralele de functii
rationale (numitorii au radacini reale
multiple):

2

1 x2

RRLTeer

1
2 ———dx
) j._l x?(x - 1)2
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2x+1

dx;
2(x+ 1

d)j

)‘[25:: +2x+1

(-1

dx;

2x

°’ff(x+¢ﬂx2+gd*

1
- 2x
I o3

dx.
1

E4. Sa se calculeze integralele de functii
3 x+4 rationale (numitorii au radacini
I 11— o dx complexe multiple):
2 X (x+2) 73 1 '
a [y gdx
E3. Sa se calculeze integralele de functii (x + 3)
rationale (numitorii au radacini com- 2
. 0 x“+2
plexe simple): b) J' T dx;
(x2 + 4)
) .
I (X +1) c)Iﬁzx2-x+12dx,
° (x2+6)
b) j dx; o L
(x +1)(x +4) d)j " 2dx.
) (x2 + X+ 1)
APROFUNDARE
Al. Sa se calculeze integralele de . n x+4 .
functii rationale: A3. Fie I, = ].n_l 2218212 dx, neN.

I3 2x2 -6
2 %3 3x

2 x4 +x +2x-1
b)j —_—

+2x2 - dx;

dx;
x3+2x%2 +x

2 x- 1
c)
‘[0 (x+ 1
(Univ. Ovldlus, Constanta, 1999)

A2, Sa se calculeze integralele:

a) I ; ﬁ dx;

(Univ. Bucuresti, 1999)
2_2x+2

(2x - 1)(1i:2 + 1)

(Univ. Babes Bolyai,
Cluj-Napoca, 1999)

dx.

b)j'ﬁ

X3

1 1
c) —_—_—
'[ 0x3 +x2+x+1
(Univ. Dunarea de Jos,

Galati, 1999)

Daca a=1im(n+\/;+3)-ln

n—w
atunci:
a) a=0; b) a=1;
c)a=e; d) a=-/e.

(ASE, Bucuresti, 2000)

A4. Sa se calculeze integralele:

)j- [x+3} x

b) j-ﬁ x(x+1)-

0 x*,5x2+6

x°-x*+4ax®-6x2+4x-9

c) dx;
J.-f x*+5x%°+6
5 4 3 2

d)jlx +x7+2x° +3x +X+1dx.
0 x*+2x2+1
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A5. Pentru n € N se considera integrala: || A6. Se considera functia f:[0, 1] > R,

_.[5 2x-3 dx 1 1

n 4x(x—1)(x—2)(x—3)+n f( ) (X+ ) +(f ) , neN. Sa
X +

se determine n astfel incat

a) Sa se calculeze Iy, I; si I,.

b) Sa se calculeze limitele lim I, 1

n—w I f(x)dx e Q.

respectiv lim nI,. 0
n—oo

Q1.

Q2.

Oa3.

Testul 1
Sa se calculeze:
Grupa I: Grupa II:
a) I;xln(x+1)dx; a) ngsin(x+n)dx;
3 2x-1 NG 3x+5 5
b) X; b)
j. V4 — x2 '[ \/x +4
x2+x+2 x+4
c) —dx. c) I dx.
j. (x +2x+2) 3(X+1)( 4)
Testul 2

Fie f:(0, ©) > R, f(x)= ln(1+lj si I, :I:f(x)dx, n>1.
X
a) Sa se calculeze I,,, n>1.

n
b) Sa se determine a, = ) Iy.

(3 puncte)

Se considera functia f: R > R, f(x) = x® + mx? + +nx + p.

a) Sa se determine m, n, p ¢ R stiind ca functia f admite extreme locale in

x=-1,x=1sica j_llf(x)dx=4.

b) Pentru valorile determinate ale parametrilor sa se calculeze j.z f ( )
(4 puncte)

x2

1leX 11

Sa se calculeze I

(ASE, Bucuresti, 2002)
(2 puncte)
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o1.

02.

Oa3.

Testul 3

esinx XG[—E 0)
i 5}—>|p, f(x) = 2

Se considera functia f: [—f,
2 2

T

Daca I = I En f(x)- cos xdx, atunci:

’

2

T e+n—1
a)I=e-—; b)I=—"""";

4 4e
c)I=1+£—1; d)I=£—1.

e 4 4 e

Sa se calculeze:

k 1 .
a)Ily=| —————dx,keN;

8 J“’xz+3x+2

1 n
b) lim|nln—+ I |.
) 2 hIn

n—cwo k=1

Sa se calculeze I()gln (1 ++/3tg x) dx.
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cosx — 2sinx, xe[o, g}

(ASE, Bucuresti, 1999)
(3 puncte)

(Univ. de Nord, Baia Mare, 1999)
(4 puncte)

(Univ. Lucian Blaga, Sibiu, 2000)
(2 puncte)
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lIl. APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE

Punctul de plecare al Calculului integral il reprezinta calculul
ariilor unor suprafete plane si calculul volumelor unor corpuri de rotatie.

Inca din Antichitate, Arhimede (287-212 i.Hr.) a dat metode de
calcul pentru aria segmentului de parabola folosind aproximarea prin
arii ale unor suprafete particulare. Johannes Kepler (1561-1630) a
stabilit reguli de determinare a volumului butoaielor prin descom-
punerea corpurilor in parti foarte mici.

Saltul deosebit in problema calculului ariilor si volumelor s-a
facut cu precadere in secolele al XVII-lea, respectiv al XVIII-lea, cand
Isaac Newton (1642-1727) si Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) au
facut prima fundamentare teoretica a domeniului calculului integral,
aprofundata apoi de matematicienii Augustin Louis Cauchy (1789-
1857) si Bernhard Riemann (1826-1866).

Henri Leon Lebesgue (1875-1941) initiaza teoria moderna a
notiunilor de integrala, lungime, arie.

o Aria unei suprafete plane

In acest paragraf se va defini notiunea de ,multime care are arie*
si se va arata ca daca f: [a, b] — R, este o functie continua, atunci sub-

graficul ei Ty = {(x, y)eRxR | a<x<b, 0<y< f(x)} este o multime

care are arie, iar aria sa se va calcula cu ajutorul integralei definite.

+ DEFINITIE

O multime EcRxR se numeste multime elementara daca
n
E = UDi, (1), unde D, sunt suprafete dreptunghiulare cu laturile
i=1
respectiv paralele cu axele de coordonate, iar oricare doua suprafete
diferite D;, D; au interioarele disjuncte.

n
Prin definitie, [aria(E) = > aria(D;).
i1

= O0BSERVATII
1. Reprezentarea unei multimi elementare sub forma (1) nu este unica.
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2. Daca multimea elementara E are doua reprezentari de forma (1),
n m n m
adica E = JD;, E = | JF;, atunci ) aria(D;) = Zaria(Fj) =aria(E).
i=1 j=1 i=1 j=1
3. Daca E si F sunt multimi elementare, atunci EUF, ENF, E \ F sunt

multimi elementare.
4. Daca E, F sunt multimi elementare disjuncte, sau care au in comun
cel mult laturi ale unor suprafete dreptunghiulare componente,

atunci aria(E UF) = aria(E) + aria(F).
5. Daca E, F sunt multimi elementare si E c F, atunci:
aria(E) < aria(F) si aria(F \ E) = aria(F)-aria(E).

+ DEFINITIE

¢ Fie A o multime marginita din plan. Multimea A are arie daca:
a) exista doua siruri (E,), (F,) de multimi elementare, astfel incat
E,cAcF,,VneN
b) sirurile de numere reale pozitive (aria(E,)) si (aria(F,)) sunt
convergente si lim aria(E, ) = lim aria (F,,).

n—»o n—o

In acest caz se defineste aria multimii A, astfel:

aria(A) = lim aria(E, ) = lim aria (F,)).
n—>oo n—o

< OBSERVATII
1. Definitia multimii marginite A nu depinde de alegerea sirurilor de

multimi elementare (E,) si (Fy).
2. Daca multimile A si B au arie, atunci AuB, AnB si A\ B au arie.
3. Daca A si B au arie si A ¢ B, atunci aria(A)<aria(B) si aria(B\ A) =
= aria(B)-aria(A).
Cu aceste elemente pregatitoare se va putea arata cand o multime
plana marginita oarecare are arie si cum se calculeaza aceasta.

E TEOREMA 1
Fie f:[a, b] > R o functie continua si pozitiva. Atunci:

a) multimea I’y = {(x, y) e RxR |a<x <b, 0<y<f(x)| are arie;

b) aria(I;) = [ *f(x)dx.
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Demonstratie
Fie (A,)., Ay = (a = Xgn) < Xgn) << Xg{:)_l < Xg:) = b) un sir de divi-
ziuni ale intervalului [a, b] cu lim|A,[=0. Functia f fiind continua pe
n—»oo
[a, b] este continua pe fiecare subinterval [xgl_l% Xgn)] Conform teore-

mei lui Weierstrass, f este marginita si isi atinge marginile pe fiecare
interval [xg?{ xgn)] i=1k,.

In consecinta, exista ugn), v§“> € [xgn{

= mgn) = inf {f(x)‘x € [XS?%,XSH)}} , f(v(n)) = Mgn) = sup {f(x)‘x € [XETI), XE")]},

N/‘\
I
o
@
o
P
=
=
o
o
jrg
—n
—_—

C/—\
—
Il

.

i=L k

n- y4 Figura 1
Se considera dreptunghiurile cu ym|._.
baza Xgn) —XS?% si inaltimea m(in), res- G
pectiv Mgn) (figura 1):
Dgn) _ [XQ, Xgn)j| % |:0’ mgn)} : m(™}-- .
Gl = [ (m), xﬁn)} x [0, ME“)] ° x
def k, def

Se constituie multimile elementare E, = UDE“), respectiv F,, =

def K k

LjG , care verifica relatiile E, c T, < F,, (1), si arla an
i=1 i=1
kn
-(xgn) —XE?}) = f(ugn)) (xgn) —xﬂ) =0, (f,ugn)), respectiv aria(F, )=
i=1

=S ()=

i=1 i=

nf vim). X(n)—xgn) =0, (T, V(.n) .

£ s =) = 17

Fiind continua pe [a, b], f este integrabila pe [a, b] si astfel:
J2t(x)dx = 1im o, (£ul”) = lim o, (£.v{") ~aria(E,) - aria(F,). (2

n—ow n—oo
Din relatiile (1) si (2) si aplicand definitia multimii care are arie, se

obtine ca multimea I’y are arie si aria (I'y) = J.:f (x)dx. ®

267



Analizd matematica e lIl. Aplicatii ale integralei definite

Xl 1. Sa se determine ariile subgraficelor functiilor:

a) f:[0.1] >R f(x)=x*+x: b) f,:[0,n] >R f,(x)=sinx;

c) f,:[Le]o>R f(x)=Inx; d) f,:[L 4] > B f, (x) =Vx.
Solutie Ay Figura 2

Subgraficele functiilor vor fi reprezentate in 2
desenele alaturate (figurile 2-5).

a) Avem: aria(l“f1 ) = I;fl(x)dx :I;(XQ +x)dx =

1

(x> x*)| 1.1 5 ]
B ?—i_? O_§+§_6. AY Figura3
b) aria(Ty, ) = | ) e[ i o= com| = I,
=1+1=2. 2
c) aria(l"fs) I f3 —j Inxdx =

:Iex’-hqxdx:xlnx —Jex-—dx:e—x|f:1.
1 1 1 X

a) aria(Ty, ) = [, (x)dx =[x dx = [ *x2dx =

L)

14
3
. 3

37

8-1)=

2. Sa se determine aria multimii I'; in cazurile:
a) f:[lLe]oR f(x)=xInx: b) f:[-1 2] >R f(x)= ‘Xz —X‘.
Solutie
a) Functia f este continua si pozitiva pe [1, e]. Rezulta ca multi-
© 241
4

2
mea Iy are arie si aria(I'y) I xlnxdx—%(lnx—éj
1

x? -x, x €[-1, 0]
b) f(x)=1x-x2 x¢€(0,1) . Functia f este continua si pozitiva pe
x? -x, x e[L, 2]

intervalul [-1, 2]. Rezulta ca multimea I'; are arie si:
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aria (I ) = [ *£(x) dx = i(xz—x)dmj;(x—xz)dmj (3 ~x)dx =
TR N

Aria elipsei

N
N

Fie elipsa (¢) caracterizata de ecuatia X—2+l};—2—1 =0, repre-
a
zentata grafic in figura 6.
Problema care se pune este: us Figura 6
determinarea ariei suprafetei deli-
B(0, b)

mitate de elipsa (¢) folosind inte-

e/fl
grala definita. >/ Y
Functiile ale caror grafice A'(-a, 0) 0O A(a, 0)
descriu curba (¢) sunt urmatoarele: \>\/
f, B'(0, -b
f. f, :[-a a] > R, fl(x)=2\/a2—x2, ’ ( )
a

fy(x)= —E\/a2 —-x2.
a

Deoarece functiile f;, f; sunt functii pare, rezulta ca aria supra-

\ Y

fetei delimitate de elipsa (¢) este egala cu aria(¢)=4A,, unde A, este
aria suprafetei hasurate din figura 6.

Avem: A; = I:gxlaz -x2dx =§I§ a? - x? dx.

Folosind tema de proiect de la pagina 227, se obtine:

A, :E.é{x\/az —x2 4232 arcsini}

a
_rnab

4

a a

0
Asadar, |aria(¢) = nab.
Daca a=b, elipsa (¢) devine cercul cu centrul in origine si raza
R =a=h. Rezulta ca aria(%(O, R))=nR>.

Aria suprafetelor plane cuprinse intre doua curbe

Problema-suport
Se considera functiile f, g:[-2, 1] > R, f(x)=x" +1, g(x)=-x+3.
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a) Sa se ilustreze domeniul plan D marginit de curbele reprezen-
tative ale functiilor f si g si de dreptele
de ecuatii x=-2, x =1.

b) Sa se calculeze aria acestui
domeniu.

Rezolvare

a) Imaginea geometrica a grafi-
cului functiei f este arcul de parabola
AVB inclus in parabola de ecuatie

y=x>+1, cu varful V(0,1) si care

trece prin punctele A(-2,5) si

B(1,2), (figura 7). Imaginea geome-
trica a graficului functiei g este segmentul de dreapta [AB], reprezentat

in figura 7. Rezulta ca domeniul plan D este regiunea hasurata.
b) Se observa ca D=T, \T.

Rezulta ca aria(D) = aria(F — aria ( J- g(x)dx - J‘;f(x)dx =

1
X X

- J‘;(g(x) —f(x))dx = J‘;(_XZ -x+2)dx = (—?3—?2+2XJ

:[_l_l”J (S_i_4j:9,
3 2 3 2 2

Aceasta problema sugereaza modul general de determinare a ariei
unei suprafete plane marginite de graficele a doua functii continue pe

un interval [a,b].

-2

[ TEOREMA 2
Fie f, g:[a, b] > R functii continue astfel

incat f(x)<g(x),V x € [a, b]. Atunci: Ya
a) multimea
I, = {(xy) € ID2| a<x<b f(x)<y< g(x)}

cuprinsa intre graficele functiilor f si g si aE 5

oL

dreptele de ecuatii x =a, x =b (figura 8),

are arie si aria(l"f,g) = I:[g(x) —f(x)]dx;

b) daca g(x)=>f(x)>0, V x €[a,b], atunci Figura 8

aria (T ¢ ) = aria (T ) —aria (I'r).
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WWW
X 1. Sa se determine aria suprafetei plane marginite de graficele
functiilor f,g:[-1, 1] >R, f(x)=2", g(x)=4-x"
Solutie
Reprezentarile geometrice ale graficelor celor
doua functii sunt redate in figura 9. Astfel:

aria (Ffvg) = J:ll[g(x) ~-f(x)]dx =
' 22 3

3 In4’

XKl 2. Sa se determine aria suprafetei plane marginite de curbele de
ecuatii y =x*-3x si y=2x-4. yA

Solutie 4
Se determina mai intai punctele de inter-

sectie ale celor doua curbe rezolvand sistemul

2
=X -3X
de ecuatii y . 1
y=2x-4 .
. . . O\ ! 4 x
Se obtin solutiile (1, -2) si (4, 4) care T\ !
sunt coordonatele punctelor de intersectie ale 27" A"
Figura 10

celor doua curbe, figura 10. Asociem acestor
curbe functiile f, g:[L4] >R, f(x)=x*-3x, g(x)=2x-4.

Din lectura grafica se observa ca g(x)>f(x), V x €[L, 4].
Rezulta ca aria(l“fyg) = jf[g(x) - f(x)] dx = J.:L(—xz +5x — 4)dx =

3 2
I e SR> S
3 2

4

1

X 3. Se considera functia f: (0, +©) >R, f(x) =log, x.
2

a) Sa se reprezinte grafic functia f.

b) Sa se determine aria domeniului plan marginit de axa Ox, graficul
functiei si dreptele de ecuatii x =1, x = 2.
Solutie

a) Functia f este strict descrescatoare pe (O, +oo), 1X1£r01f (X) = +o0;

x>0

lim f (x) = —o. Intersectia curbei logaritmice cu axa Ox este punctul

X—>+0

A(1,0). Curba logaritmica este redata in figura 11.
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b) Consideram functia g:[1.2]->R Y4 ,
Figura 11
g(x)=0. Rezulta ca aria domeniului plan
cuprins intre curbele %, %; si dreptele de ecuatii
x=1 x=2 este:
_ 2 1 2
arla(l"f’g):J.1 [g(x)-f(x)]dx = 0 ANGT >
2 2 1 2 ~
= [ [-f(x)]ax=—] log%x dx:EL Inxdx =
-l [(*xIngdx= L-[Xlnx|2 —sz~ldxj :L~(21n2—x|2) =
In2 ‘! In2 o ox In2 !
_ 2In2-1
In2

X 4. Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre axa Ox si ima-
ginea geometrica a graficului functiei f:[0, 3] > R, f(x) =x* -3x+2.
Solutie
Imaginea geometrica a graficului Figura 12
functiei f este redata in figura 12.
Aria suprafetei plane hasurate este:

o = I;f(x)dx + IIQ(O — f(x))dx + ij(x)dx =
= I;(xg -3x+2)dx +LQ(—X2 +3x-2)dx +
5 1 5 11

+J.23(X2—3X+2)dng+g+€:€.

5. O suprafata infinita
Exista suprafete plane nemarginite care pot fi vopsite cu o
cantitate finita de vopsea? y

Solutie Figura 13
Raspunsul este afirmativ. 1
Intr-adevar, fie functia //\\
f:R->R f(x)= 21 al carei : :
X~ +1 -a O a x
grafic este redat in figura 13.

Axa Ox este asimptota orizontala spre +w si —o. Pentru a > 0, aria
subgraficului functiei f pe intervalul [-a, a] este:

, a 1
,r/(a) = J.—a X2 1

dx = arctgx|® =2arctga.
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Aria suprafetei nemarginite limitate de graficul functiei si axa Ox

este egala cu:

o = lim ./(a)=m
a—>+o

Asadar, aceasta suprafata nemarginita are arie finita.

EXERCITII S1 PROBLEME

El. Sa se calculeze aria multimii I'y in

cazurile:
a) f(x)=3x-4,x¢[2, 3];

b) f(x)=V9-x2, x<[0, 1];

c) f(x)=

1
X2_4,xe[3, 4];

d) f(x)=cosx, x e [o,g];

1
x2+4x+8

e) f(x)= , xe[-2, 0];

f f(x)=

, 1 2];
x2 + 8x XE[ ]

g) f(x)=xe*, xe|0, 1];

h) f(x)= ,xe[\/ﬁ,S]

X
Vx2 -9
E2. Sa se determine aria multimii I'g ¢

in cazurile:
a) f(x)=x> g(x)=4x-1 x€[L 3];

b) f(x)=2x-3, g(x)=x>+1, xe

Al. Sa se determine aria multimii I';
pentru:
a) f(x)= xarctgx, x ¢ [0, \/§:|,

b) f(x)=xln2x, xe[e, ez]:

c) f(x)=vax-x2, xe][1, 3];

d f(x)=|x-2|, xe[-1, 4];

EXERSARE

APROFUNDARE

c) f(x):xiz, g(x)=x+1,x€][L 3].

d f(x)=e%, g(x)=¢*, x€[0, 1];
e) f(x)=—vx+1, g(x)=Vx+1,xe
xe[0, 3];
f) f(x)=0, g(x)=2sinx, xc[0, n|;
g) f(x)=arctgx, g(x)=0, xe
€ [—\/5, - 1] .

E3. Sa se determine aria suprafetei din
plan, delimitata de axa Ox si ima-

ginea geometrica a graficului func-
tiei:

a) f(x)=4-x% xe[-2, 2];
b) f(x)=x%+3, xe[-1,1];
c) f(x)=9-x2 xc[-4, 4]
d) f(x)=2x-x% xe[-1, 3];

e) f(x)=sinx, x [0, 2x];

_ 1-x2,x¢ [-1, 0]

ﬂf(x)_{l—x,xe(O,Z] '

e) f(x):‘x2—9,xe[—4,5]:
f) £(x)= x-3 » X €2, 4].
() (2:2—6x+5)2 [2 4]

A2. Sa se determine aria multimii cu-
prinse intre curbele:

a) y=x% y=8-x%
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A4.

A6.

A7.

. Fie f:[0,6) >R, f(x)=

b) y=x2-4x, y=x-4;

c) y2=16—x2, y2=6x;

d) y2 =10x, y =5x;

e) x2+y2=4,y=\/§ox.x>0.

Sa se determine aria suprafetei
plane marginite de graficul functiei

f: [O,E] -> R, f(x) =M, axa
4 1+cosx
Ox si dreptele de ecuatii x=0,
3=
x=—.
4

Se considera functiile f:R > R,
f(x)=-x2+5 si g:R >R, g(x)=

1 o . .
= —5 . Sa se determine aria supra-
x

fetei cuprinse intre graficele celor
doua functii si dreptele x=1, x =2.
.
x2-4x-12
Sa se calculeze aria suprafetei mar-

ginite de graficul functiei, axa Ox
si dreptele x =4, x=5.

Se da functia f: R \ {2} > R, f(x) =

2

= % Sa se determine aria
x —_

suprafetei delimitate de graficul

functiei, axa Ox si dreptele x = -6,
x=0.

Se da functia f: R\ {1} > R, f(x)=
2

+x+2

= % Sa se determine aria
x —_—

suprafetei marginite de graficul

functiei, asimptota oblica si drep-
tele x=2, x=3.

Interiorul elipsei x% + ay?-4-=0
este despartit de hiperbola de ecu-
atie x% - 4y2 -2=0 in trei regi-
uni. Sa se afle aria fiecéarei regiuni.

A9.

Al0.

All.

Al2.

Al3.
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Se considera functia f:[0, + ©) > R,

e, x=0
f(x)= L .

(x+1)*, x>0
Sa se arate ca aria suprafetei deli-
mitate de graficul functiei, axele
Oy si Ox si dreapta x =1 este mai
mica decit ,e“.

Fie f, g: R > R, f(x) = xarctgx si

g(x)= ln(l + xz). Sa se calculeze

aria suprafetei cuprinse intre grafi-
cele functiilor f si g si dreptele
x=0,x=1.

Se considera functia f:[0, 2] > R,
f(x) =2x-x2. Sa
m e R, astfel incat dreapta de ecu-

atie y = mx sa imparta subgraficul

functiei in doua multimi de arii egale.
(Bacalaureat, 1998)

se determine

Fie functia f: [—3, 3} >R f(x)=
2 2

* 9
=VaZ-x?-x,ac R,. Sa se deter-
mine parametrul ,a“ astfel incat

aria subgraficului functiei f sa fie
egala cu (3J§ + 21|:) .

Fie functia f:R > R, f(x) =
2
=2x7+1,aell2.
x“+2x+3

a) Sa se determine valorile lui , a“
astfel incat aria subgraficului func-
tiei f pe intervalul [a, a+1] sa ia
valoare maxima, respectiv valoare
minima.

b) Sa se calculeze lim @, unde

a—>wo Ina

S(a) reprezinta aria suprafetei
cuprinse intre graficul functiei si
asimptota acestuia pe intervalul
[-1, a].
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Al4. Fie functiile f, g :[2, + oo) SR a) Sa se calculeze aria A (b) a supra-
fetei plane delimitate de graficele
' t
x(l VX A+ 1) . celor doua functii pe intervalul
f(x)=——5—"si [2, b], b>2.
x“+1

b) Sa se calculeze lim A(b).
x3-x2_x+5 b0
g(x) ="

(x-1)°

Q Volumul corpurilor de rotatie

Din studiul geometriei in spatiu sunt cunoscute o serie de corpuri
geometrice pentru care se stiu formulele de calcul ale volumului:
prisma, piramida, trunchiul de piramida, cilindrul, conul, trunchiul de
con si sfera.

In acest paragraf se va indica o cale de a determina volumul acelor
corpuri obtinute prin rotirea subgraficului unei functii continue si
pozitive in jurul axei Ox folosind calculul integral, care pentru functii
corespunzator alese sa conduca la formulele deja cunoscute pentru
corpurile geometrice enumerate mai sus.

Fie f:[a, b] - [0, + ), o functie continua.

++ DEFINITIE

e Se numeste corp de rotatie determinat de functia f, corpul obtinut
prin rotirea subgraficului acesteia in jurul axei Ox, figura 1.

Corpul de rotatie determinat de functia f se noteaza C; si

Cr ={(X y, z) e R® | \[y? + 2% <f(x), aSXSb}.

y4 yA

Figura 1 Figura 2

Cel mai simplu corp de rotatie se obtine prin rotirea subgraficului
functiei constante pozitive, f(x)=r, x €[a, b], in jurul axei Ox, figura 2.

Acest corp reprezinta un cilindru cu raza bazei egala cu r si
generatoarea (inaltimea) egala cu b —a.
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Se noteaza C, :{(X y, z) e R° ‘ Jy2+2z% <r,a<x Sb}.

Se stie ca volumul cilindrului C, este: Vol(C,)=mn- r2 (b-a).

Fie functia pozitiva f:[a, b] >R si A=(a=Xy <X; <...<X,_ <X, =b)
o diviziune a intervalului [a, b], astfel incat f este constanta pe fiecare
interval [x;_,.x;).f(x)=c¢;, V xe[x;_, X;),i€{L 2, ..., n}.

Se spune ca functia f este constanta pe portiuni.

+ DEFINITIE

¢ Se numeste multime cilindrica elementara, orice multime care se
obtine prin rotirea subgraficului unei functii constante pe portiuni in
jurul axei Ox, figura 3.

ylk

z/

Volumul acestei multimi elementare este dat de formula:

n 2
Vol(Cy) =) ¢ (X; — Xiq)-
i=1
Cu ajutorul multimilor cilindrice elementare se va defini volumul
unui corp de rotatie determinat de o functie pozitiva.

Figura 3

Xi

+ DEFINITIE

*Fie f:[a,b]> R, si C; corpul de rotatie determinat de functia f.
Corpul C; are volum daca exista doua siruri (G,) si (H,) de
multimi cilindrice elementare, asociate functiilor constante pe portiuni
g.. hy :[a, b] > R, astfel incat:

a) G,cC;cH,,VneN
b) lim vol(G, ) = lim vol (H,, ) = /.

n—>o n—ow
R def
In acest caz, volumul corpului C; este: vol(Cy) = /.

Cu aceste elemente pregatitoare, vom descrie o metoda oferita de
calculul integral pentru determinarea volumului unui corp de rotatie.
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Demonstratie
Fie (A,), A, = (a = xgn) < Xgn) << xg:)_l < xg{r:) = b) un sir de divi-

ziuni ale intervalului [a, b], cu lim |A,[=0. Notam m{", respectiv M{")
n—>owo
marginea inferioara, respectiv marginea superioara a functiei f pe

intervalul |:X£I_1% x(in)}, i=1 k,. Atunci exista u{”, v{") [xgr_li x(n)}, astfel

1
incat f(u(in)) = m(in), f(vgn)) = Mgn), i=1k,.
Pentru fiecare n € N se definesc functiile constante pe portiuni:

m(®) f(ugro), X ¢ (Xgr_lg,xgw), 1<i<k,
f(xgn)),x=x§n),0513kn ’
M) f(vgn)), X e (ngg,xgm), 1<i<k,

f(xgn)), x=x\" 0<i<k,

Corpurile de rotatie G, si H, generate de functiile g,, respectiv
h, sunt multimi cilindrice elementare cu proprietatile:
(1) G, = Cs cHn, neN,

@) vo1(G) =351 w20 <, (o)

vol (H an ( )(X-n) —XE?%) =0, (nfz,vgn)).
Functia f fund contmua, rezulta ca si functia =nf 2 este continua,
deci este integrabild pe intervalul [a, b] si prin urmare:
nj:fz (x)dx = lim o, (nfz,ugn)) = lim vol(G,) = lim o, (nfz,vgn)) -
n n—oo "

n—o n—o

= lim vol(H,). (3)

n—>oo
Din relatiile (1)-(3) si definitia corpurilor care au volum, rezulta ca

C; are volum si vol(Cy) = nI:fz (x)dx.®

gn(x)=

h, (x)=
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1. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia:
a) f:[2,4] >R f(x)=2x-3; b) f:[0,3] >R f(x)=[2x+1]-|x-1|.

Solutie UA
a) Corpul de rotatie C; determi- 5

nat de functia f este un trunchi de con

(figura 4). Volumul acestui trunchi de

con se calculeaza astfel:

vol(Cy) = I 2(x)dx = nf (4x2—12x+ 1r
3 2 4

19)dx =n| 45 12X Lox| =927
3 2 9 3 z

3x x €[0, 1]

b) f(x)={ ’ , iar

X+ 2, Xe(l 3] Figura 4
107
—T.

vol(Cy) = I 2(x)dx = TC(J. (3x) dX—f-J. X+2) dx )

2. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea
in jurul axei Ox a multimii marginite de parabola y2 =2px pentru
x €0, a] (paraboloidul de rotatie — figura 5).

Solutie
Functia care determina corpul de
rotatie este f:[0, a] > R, f(x)=/2px.
Rezulta ca:
2 a
vol(Cy) —nf 2px dx =m- 2p— = npa’.
2o

3. Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul
axei Ox a semicercului superior cu centrul in origine si raza r (corp
sferic - figura 6). VA

Solutie
Semicercul din enunt este caracterizat de

Figura 6

ecuatia x + y2 =12, y > 0.
Functia asociata este:

f(x)= 2 -x2, xe[-1,1].

vol(Cy) = nfjr(rz —Xz)dX = n-[rzx—x—;J
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Xl 4. Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul
axei Ox a suprafetei plane delimitate de arcele de parabola y =4 -

-x2 si y=2x—x2, cu y >0 siaxa Ox.

Solutie

Suprafata plana din enunt este redata in
figura 7. Volumul corpului de rotatie C; generat
prin rotirea acestei suprafete este egal cu:

7 (C¢) = nj_22(4—xz)2 dx—njj(ZX—xz)zdx =

2 2, 4 2 2 3, .4 _
= RI_2(16—8X +X )dx—n.[o (4X -4x° +X )dx =
3 .52 3 5|2
8x° x 4x 4 X 496n
=nll6x ———+— - ——-X" +— = .
3 5 3 5 15
-2 0
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
E1l. Sa se calculeze volumele corpurilor f)f: [_2, 3] SR, f(x) = |x — 1|;
de rotatie determinate de functiile:
a) f:[0, 2] >R, f(x):4x—x2; g f:[0,3]>R f(x)=\/§—\/;;

b) f:[O, TE]—)D, f(x):sinx; h) f:[a,a+1]—>D,

c) f:[—g,g} >R, f(x)=cosx; f(x)=m;
a f:[-1, 2] >R f(x)=Vx2 +1; i f:[1, 3] >R

e) f:[1,2]>m f(x)= /::i; f(x)=V(x+2z)¢(4_X)'
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E2. Sa se calculeze volumul corpului
obtinut prin rotirea in jurul axei
Ox a curbei definite prin:

c) f(x)= ,le—l' x<[3, 5];

1
a) f(x)=———, x€¢ \/§,3 ; arctg x
(=) Vx2+9 I: :I d) f(x)=eﬁ,xe[0,l].
1
b) f(x)= >, xe[0,1]; Tx
\/x2+1
APROFUNDARE

Al. Sa se calculeze volumul corpului
de rotatie determinat de functia:

a) f: [0, %} - R, f(x) = arcsin x;

b) f: [0,%} >R, f(x)=xe¥;

c)f:[Le]oR f(x)=\/§lnx;
d) f:[1, 4] >R f(x)=[3x+1 -[x-3|.

A2. Fie f:{—%, %}—)Ill,f(x):le—x2 _

—X. Sa se determine volumul cor-
pului de rotatie determinat de func-
tia f.

A3. Se considera functia

f:[l, x/e_:|—>|l2, f(x)=x?2—ln‘x‘/§.

Sa se determine volumul corpului
de rotatie determinat de functia f.

A4. Sa se determine volumul corpului
obtinut prin rotirea in jurul axei

Ox a curbei de ecuatie: (x-4)y? =
=x(x-3), x¢[0, 3].

A5. Sa se calculeze volumul corpului
obtinut prin rotirea poligonului

ABCD in jurul axei Ox, daca A(l, 0),
B(2, 3), C(4, 6), D(10, 0).

A6. Fie functiile f, g:[0,1] >R, f(x)=

= arccos x, g(x) = Vx - x2.

Sa se determine volumul corpului
de rotatie generat prin rotirea in
jurul axei Ox a multimii delimitate
de graficele celor doua functii.

A7. Se considera curbele de ecuatii:

2

y=-x2+3x+4, y=3x-x2, unde

y > 0.

a) Sa se reprezinte grafic aceste
curbe pe acelasi sistem de axe de
coordonate.

b) Sa se calculeze aria suprafetei
plane marginite de aceste curbe si
axa Ox.

c) Sa se calculeze volumul corpului
de rotatie obtinut rotind in jurul
axei Ox suprafata plana cuprinsa
intre cele doua curbe si axa Ox.

Calculul unor limite de siruri
folosind integrala definita

In clasa a Xl-a s-au studiat diferite metode de determinare a

limitei unui sir de numere reale.

Pentru anumite siruri de numere reale calculul limitei se dovedeste
uneori destul de laborios, antrenand o arie larga de notiuni si tehnici

de lucru.
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1> Exemplu
Sa se determine lim( 1 + 1 +.ot+ 1 j
noo\n+1 n+2 n+n
Solutia 1 (folosind elemente de analiza matematica de clasa a XI-a):
Consideram sirul (a,), a, = ! 1
n+l n+2 n+n

e Studiul convergentei sirului (a,).

<1, ¥ neN'. Rezulta ca

a) Sirul (a,) este sir de termeni pozitivi si 0 <a, <n-

sirul (a,) este sir marginit.
1 1 1 1
= + — =
2n+1 2n+2 n+l 2(n+1)(2n+l)

ca (an) este sir strict crescator. In concluzie sirul (an) este sir convergent.

"
b) Deoarece a,,; —-a, >0, VneN, rezulta

e Determinarea limitei sirului (a)
Pentru determinarea limitei sirului (a,) se va folosi sirul:
1

1 1 1 "
X,), Xp=—+—+—+...+——-Ilnn, neN..
( 1’1) n 1 2 3 n

Pentru studiul convergentei sirului (x,) se foloseste inegalitatea ! ] <In(k+1)-

-Ink < % k eN’, (1), obtinuta prin aplicarea teoremei lui Lagrange functiei
f:[k.k+1] > R, f(x)=Inx (tema).
(1) *
Avem X, — X, = 1 -In(n+1)+Inn<0,VneN.

n+l
Rezulta ca sirul (x,) este monoton descrescitor, deci este marginit superior de

termenul x; =1.

Insumand relatiile (1) pentru k=1, n se obtine: %+ é ot <In(n+1)<

n+1
< 1+é+...+l, inegalitati din care se obtine x, >In(n+1)-Inn>0,V ne N
n

Rezulta ca sirul (x,,) este monoton si marginit, deci este sir convergent.
Legatura intre sirurile (a,) si (x,) este data de relatia a,, = Xo, —x, +In2.

Trecand la limita in aceasta relatie se obtine ca lim a,, =1n2.
n—ow
Solutia 2 (folosind elemente de calcul integral):

Termenul general al sirului (a,) se poate scrie sub forma:

an:i 1 :lnizlif(k} (2) unde f:[0,1] > R, f(x) = 1 .
rnt+k nk=11+5 n;; \n 1+x

n
Se observa ca relatia (2) reprezinta suma Riemann asociata functiei f pe intervalul

[0.1], diviziunii A, = (O, 1 % 5 E) si sistemului de puncte intermediare
n n n n
1 2 k n
Y [T S
n n n n
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Functia f este continua pe intervalul [0, 1], deci este functie integrabila pe [0, 1] si

astfel limlif(5j=jlf(x)dx=jl 1 dx=1n(x+1)|1=1n2.
noeon o \n 0 Ox+1 0

Asadar, sirul (a,) este convergent si lim a, =In2.

n—ow

> COMENTARIU
Solutia 2 arata ca pentru anumite siruri de numere reale al caror
termen general se scrie ca o suma Riemann atasata unei functii

integrabile pe un interval [a, b], calculul limitei se poate face folosind
integrala definita a acesteia.

In acest sens, retinem urmatorul rezultat general:

Frobleme reyolvale

[X] 1. Sa se calculeze limitele de siruri:

1 2 n
P, oP P 1 2 n
a) lim1 *2"+..+n ,peN; b) limL en +2en +...+nen
n—o nP+! nowo n2
Solutie
P opP P
a) Fie sirul (a,), a, = P+27+..+n ,PeN.

rlp+1
Termenul general a, se scrie sub forma:
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p P p n

an=l[(lj (2] () ]:12( [ =23 4(%) unde
n|\n n n n/7=\n) n7

f:[0,1] >R, f(x)=xP este o functie integra-

] TEMA
bila pe [0, 1]. Conform teoremei anterioare 53 se

’ Sa se arate ca lima, =
rezulta ca: Ao
) ) P+ 1 1 = D 1 g folosind lema lui
lima, = [ f(x)dx = [ xPdx = -—. StolC
n—o p+1 o p+1 olz-Cesaro.

1 (L 2 n
b) Fie sirul (b,), b, =—2(erl +2en +...+nenJ.
n

1 2 n n
Atunci bnzl[len+2en+ +—en}— 1 Z(kj n=—2f( j unde
n|n n n n/=\n n/ o

f:[0,1] > R, f(x)=xe*. Deoarece f este functie continua pe [0, 1], deci

integrabila pe [0, 1], aplicand teorema 4 rezulta ca lim b

lim o= [ (x)dx =
:ngexdx = J-;X(CX), dx :Xex‘(l) —I;exdx =e*(x-1) E) =1.

X 2. Fie f:[0, 1] >R o functie integrabila pe [0, 1] si sirul (a,), a, =
= Z (21{ 1), eN".
Mo

a) Sa se arate ca lima, = I 1f(x)dx

n—»oo
< . 1 1 1

b) Sa se calculeze lim ( + +.t J

noo\2n+1 2n+3 4n -1
Solutie

a) Consideram diviziunea A, =(O, 12 k-1 'k n} si

o o g
sistemul de puncte intermediare &

n
= (&1, Egs ves Exs s En ), NN, unde
2k-1 [k-1 k
&k = €

, —}, k=1n (mijlocul intervalului).
2n n n

Rezulta ca a, = — Z f(&) =04 (f. ).

Deoarece f este functle integrabila pe intervalul [0, 1] se obtine ca

1
lima, = J of (x)dx, ceea ce trebuia demonstrat.
n—>oo
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n
b) Consideram an=2 ! 1+2 1 3+... Z 2k 1)=
n+ n+ o1
n n
R (21‘ 1), unde  £:[0,1] - I, £(x)=
2niT,, 2k-1 2 ng3 1+x
2n

este functie integrabila pe intervalul [0, 1].
Aplicand punctul a) se obtine ca:

lim( 1 1 .4 j:—J' :_J' dx = 1.
nso\2n+1 2n+3 4n -1 201+x 2
-ln(x+1)|:) = In+/2.

3. Fie f:[0, 1] > (1, +») o functie continua pe [0, 1] si sirul (a,),

o ) e

[ Inf(x)dx
a) Sa se arateca lima, =e™° .
n—->oo
b) Sa se calculeze lim r\l/(l + lj(l + 2](1 + E).
n—ow n n n

Solutie
a) Termenul general al sirului (a,) se scrie sub forma:

v VO _ Gtz 28]

Consideram functia g:[0,1] >R, [ NE REAMINTIM! 1

g(x)=Inf(x), care este functie integra- x=al%:% x50, a>0 a%1

bila pe intervalul [0, 1].

1 (kK 1 1
. }}B}CHZg . [, g(x)dx [ Inf(x)dx
Rezulta ca lima, =e k=1 =e”’ =e’

n—oo

b) Se aplica punctul a) pentru functia f:[0,1] >R, f(x)=1+x si
se obtine limita:

1 1 1 X 4
s '\l/(l +lj(1 +2](1 + E) = ejoln(XH)dX _ e o loa®™ _ ele =2
n—ow n n n (]
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EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se calcfxleze' limitele $1rurfl(:r e 4 n/ez - n/en
(a,) folosind integrala definita, e) a, = ;
daca: 1 1
1 2 n f) a, = + et
a) ap =+ 2t — VynZ+1 Jn24+22
n n 1
4 s
b) a, = l ..+[B] : n2 +n2
n n 1 1
g) a, = + + et
o a 1+\/7 \/7+ +\/7 " \/4n2—1 \/4n2—22
" nVn .\ 1
n n 2 _ _2°
d) a, = + ot 4n” -n
" n2+1%2 n2+22
2 .
n? + n2’
APROFUNDARE
Al. Folosind integrala definita, sa se 32 n2
calcwuleze limitele sirurilor (a,), + onZ_9 8n2
daca: n+1 n+2
a) a =n( L 1 - c) an=n2+12+n +22+...+
n 12 +3n% 22+ 3n?
1 n+n
2, 2’
+ : n“+n
n® + 3n® ] 1 2007
1 1 1 d) a, =—|In|[1+ +
b) a, = + + - n n
Jn(n+1) /n(n+2) 2n2
o a 1 ( 1 . 2 . j +1n(1+2008)+...+ln[1+n)].
= et — [} n n
" nn{V1+n V2+n v2n
4 a, = 1(1 . 2 +....n A3. Folosind integrala definita, sa se
nTn2(Ye 0 &2 T nf en : calculeze:
. 2 2k -1
a) lim
A2. Sa se calculeze limitele sirurilor n—o = o \/(Zk— 1)2 + 4n?
(ap) folosind integrala definita,
stiind ca: b) lim 4n Z ;
n n n—co k=1 4n + (2k 1)
a) a, = 2+22 42+...+ 1 1
1-4n - 4n c) llm[ o );
n 3n+ 2 3n+ 5 6n-1
e, 2
n“ -4n 1 1
d) hm( +
2 2 n+ 1 n+ \/5 n++7
1 1 2
b) a, =— ° on? _2 + ]
n\ 9n n® — +— .
n+vnZ-n+1
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Analizd matematica e lIl. Aplicatii ale integralei definite

A4. Sa se arate ca: A6. Se considera functia f:R > R, cu
a) lim 1. proprietatea ca f(n+1)e[n, n+1),
2
noen Vv neN.
2 Sa se calculeze:
o‘\l{(n2+12)(n2+22)...(n2+n2) =2e2 .
1 a) lim 1 1 +
b) lim —— - nso(n+f(1) n+f(2)
n—o /N 1
A B ) e | i)
A5. Sa se verifice egalitatile: b) lLim 1 + 2 N
.1 m 27 n>o(n+1-£f(1) 2n+4-£(2)
a) lim —| cos—+cos— +... +
n—>o N n n
L™
ﬂ] - o; 2n? - £(n)
n
13 kn 2 < .. . .
b) lim — z sin— = 2 A7. Sa se calculeze limita sirului (a,),
no>o N ;- n T o
k=1 daca:
o 2 - 1 1 1
c) limisz'arctgk—zzn ln4; a) a, = 5+ g Feeet 73
n—>on® ¢ 5 n 8 1 2 n
— n+5 n+§ n+m
n kr
d) lileen sianosH= _ 1 1
n—co N 2n 2n b) an_n+1—sinn:+ 1!:+
a n+2—sin§
=i(1+sin1—cosl); 1
4n Foeb —————.
n _al "
e) limLZtg2H=3\/§—1. 2n smn

no N = 3n T

TESTE DE EVALUARE m——

Testul 1 (pe doua grupe)

O1. Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre curbele:
Grupa 1: y=x3, y = 4x; Grupa 2: y=2x3, y=%x.
(3 puncte)
0O2. $Sa se calculeze volumul corpului de rotatie generat de rotirea graficului
functiei f:[0, ] > R, in jurul axei Ox:

Grupa 1: f(x)=sin®x; Grupa 2: f(x)=2sin®x.
(3 puncte)
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Analizd matematica ® 1. Aplicatii ale integralei definite

0a3.

O1l.

02.

0a3.

O1.

02.

0s3.

Sa se calculeze limitele:

Vo+l+vn+2+...+v2n

Grupa 1: lim
pa i oo n/n

Grupa 2: lim 1 + 1 + ot 1 .
n»o\n+1 n+3 3n-1

(3 puncte)
Testul 2

Se considera functia f:(0, +©) > R, f(x)=2x+axInx. Sa se determine

acR stiind ca aria suprafetei marginite de graficul functiei f, axa Ox si
2 —_—

dreptele x =1, x = e este egala cu u.

(3 puncte)

Sa se determine volumul corpului de rotatie C; determinat de functia

£:[0, 1] > B, f(x) = VX AEX

1+x
(3 puncte)
Sa se calculeze integrala I;ln(l + x2) dx si limita sirului (a,),
1 n-1 2 2 N
a, =— ZIn(k +n )—Z(n—l)lnn ,MeN.
=]
(3 puncte)

(Bacalaureat, iunie, 1998)

Testul 3

Se considera curbele de ecuatii y = x2

+mx siy=x+m, meR.

a) Sa se determine aria .« (m) a suprafetei plane cuprinse intre cele doua
curbe.

b) Sa se determine m € R astfel incat .« (m) = 36.

(4 puncte)

Se considerd n e N si functia f:[-1, 1] > R, f(x) = cos(narccos x).

Sa se determine:
a) volumul corpului de rotatie Cy;

b) n N’ pentru care vol(Cy) = 2
(3 puncte)
Fie k eN'. Sa se arate ca lim( 1 1 . ):ln(k+1)-
nbo\n+k n+2k n + nk k
(2 puncte)
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Teme de sinteza

Q1.

02.

Qas.

0O4.

05.

0Oe6.

TEMA 1
— Multimi de numere: R, C -

/ Notiuni de recapitulat\

SETUL 1 DE PROBLEME (MULTIMEA IR)
- forme de scriere;
Se dau nurlnerele reale: - parte intreaga;
3\ . - parte fractionara;
x= [3 Ej +,/0.8(3)-0,0(3) si - relatia de ordine pe K;
7 \2 o - operatii;
y= [] . [0,125 -0,25 + (—1)‘4} . - puteri si radicali;
23 - logaritmi;
a) Sa se determine media aritmetica, media geo- | - intervale;
metrica si media armonica a numerelor x, y. - multimi marginite;
b) Sa se calculeze [x + y], {y — x} si - vecinatati;
3 2 - elemente de logica mate-
logs (xy)~. matica;
4 (tipuri de rationamente. /

Se da numarul real x = /M, ne?.
2n-1

a) Pentru n =1 sa se calculeze produsul primelor 3 zecimale ale lui x.
b) Sa se determine multimea A = {n eN|xe N} .

Sa se determine m € R astfel incat sa existe:

a) \/m(m +2)x%2 —(2+m)x +1 pentru oricare x ¢ I;

m? -4
m-3°

b) log,

Sa se rationalizeze expresiile:
1 1

a)———:b) —: ¢) ;
BB V¥ Y BB

Sa se demonstreze ca:
1 1 1 n+1l

a) + + .+ =1- , VneN’;
12 +2V1 23 +3J2 n/n+1+(n+1)vn n+1
1 1 1 1 *

b) —+—+—+..+——2>-n,VneN.

)1 V2 3 Jn

Se dau intervalele de numere reale I= (—oo, xz), J= (x2 -1, + oo) si
K=(1-x, 3).

Sa se determine x ¢ R pentru care:
a) K este interval simetric;
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Teme de sinteza

Q7.

Qs.

0o9.

o1o0.

o1.

Q2.

Q3.

b) K este interval centrat in a = -1;
c) J este vecinatate a punctului a = 3;
d) KcInd.

Sa se aduca la forma cea mai simpla expresiile:

2 1
a) logg 3o (—\/2J +log ; —:
5 128 32

b) log, (ln e4) —logg 384 + logg 3 — %4\/93\/2 3.

x+1

Fie multimea A(a, b)= { a
X —

xe(b,+oo),b2a}.

a) Sa se arate ca A(l, 2) este multime marginita si sa se afle inf A, sup A.

b) Sa se arate ca A(l, 1) este nemarginita superior si si se determine

multimea minorantilor.

Se considera functia f: R > R, f(x)=—

x+1

. Sa se determine Im f.

Xx“+x+1

Sa se determine multimea de adevar a predicatelor:
a) p(x): ,,(x2 -3x+ 1)(x2 -3x- 3) =5, x e N“;

b) p(x, y): .(2x+y +2)V2+(4x+y+5)V7 =0, x, y e .

SETUL 2 DE PROBLEME (MULTIMEA C)

Sa se determine x, y R pentru care
are loc egalitatea:
- 4xij =

x-1 . y-1
+3yi |+
a’[ 2 y’) ( 3

=2(y—-x)+1i;
b)

3 +xi L Xty
5-2) (521
c) (x+2y+i)(y-i)=(y+x+i)(3 - 4i).

K Notiuni de recapitulat \

- forma algebrica;

- forma trigonometrica;

- operatii cu numere complexe;

- numere complexe conjugate;

— modulul unui numar complex;

- rezolvarea in € a ecuatiei de

gradul 2 cu coeficienti in R;
(aplicatie in geometrie. j

Sa se calculeze opusul, inversul, conjugatul si modulul numarului complex

z=(1—i)(\5+i).

1+i

Sa se determine numarul complex z in cazurile:

-2 +4i

i b)2z+z-z=4+2i;
2+1

a) z2 =
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Teme de sinteza

0O4.

5.

Q6.

Q7.

Qos.

Q9.

Q1o0.

1 .
x™ + —|» daca

X

Fie S suma valorilor distincte pe care le ia aj,=

x2+x+1= 0O, ne N'. Atunci:
a) S=4; b) S=3; c) S=5; d) S=8; e) S=12.
(Admitere ASE, Bucuresti, 1997)

Fie A={xecC|z-2=2, 2z+f.3 =1;. Dacad S= ) z, atunci:
z - 3i zeA
a) S=1-2i; b) S=3; ¢) S=1+2i; d)S=—§—%.

(Admitere ASE, Bucuresti, 2004)

al i-i2.4%.....42007

Valoarea expresiei E = este:
i+iZ+id 4. +i200°

a) —i; b) 2007; c) 0; d d=1.

a) Se considera ecuatia x?-4x+5=0 cu solutiile x;, x,. Sa se calculeze

2 2
2 2 3 3 4 4 X +3 x“+3
X;) + X9, X; + X5, X; +Xg, 12 B .
Xl—]. XZ—].

b) Sa se formeze ecuatia de gradul 2 cu coeficienti reali care are o solutie
1-3i
2-i’

data de z, =

Se considera ecuatia bipitrata x* — 2mx? + (m +1)? =0, m < R. Sa se deter-

mine m astfel incat ecuatia sa aiba:
a) toate solutiile in C \ R;

b) doua solutii reale.
Se dau numerele complexe z; =1+iJ/3 si z, =1-i.
a) Sa se scrie sub forma trigonometrica z; si z,.

15
b) Sa se calculeze (z,;z, )10 , [21] si radacinile de ordinul 4 ale numarului z,.
Z2

Se considera punctele A, B, C cu afixele z, =6 + 5i, zg =7 - 3i, z¢c = -2 + 4i.

a) Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC.
b) Sa se determine distanta dintre centrul de greutate al triunghiului si
centrul cercului circumscris acestuia.

c) Sa se determine punctul D(4 + bi) stiind ca este coliniar cu punctele A si B.
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Teme de sinteza

Q1.

0o2.

Q3.

0O4.

5.

0Oe6.

TEMA 2
- Functii. Proprietati -
SETUL 1 DE PROBLEME ( Notiuni de recapitulat\
Fie functia f:R >R, f(x)=ax® +bx+2,a, beR.
< — monotonie;
a) Pentru a=0, sa se dea exemplu de o oo
X g . | - marginire;
functie f care sa fie strict crescatoare pe R si | _ paritate-imparitate;
de alta care sa fie strict descrescatoare pe R. - convexitate-concavitate;
b) Daca b =0, sa se precizeze paritatea (impa- |- periodicitate;
ritatea) functiei obtinute. - injectivitate;
c) Daca a=1, b=-3, sa se arate ca functia f | - surjectivitate;
este marginita inferior si sa se precizeze daca |~ I.Jijectivli:;l.te; :
este functie convexa sau concava pe R. = mvel:sa ,l itate;
’ - continuitate;
£im x>1 — derivabilitate;
Se da functia f:R> R, f(x)=1 T . | ~ primitivabilitate;
-X“+2x,x<1 (mtegrablhtate. j

a) Pentru m = 0 sa se arate ca functia f este
inversabila si sa se determine f1.
b) Sa se rezolve ecuatia 4[f(x) -f! (x)] =7-7x.

c) Sa se arate ca functia f~! este strict crescatoare pe .

Sa se studieze injectivitatea si surjectivitatea functiei:
a) f:€ > C, f(z)=2z+5z;
b) £:€ €, £(z)+2f(2)=22+32 V z< C;

3x-1

o) £:R\ {-2} >R\ {3}, f(x)= ..

Fie functia f:R > R, f(x)=3x+4. Sa se determine functia g:R >R cu

proprietatea ca (f ogo f'l)(x) = %x +1.

Sa se studieze periodicitatea functiei:

a) f:l—)l),f(n):{%}.,.{g};

b) f:R > R, f(x)=2sin3x.

Sa se arate ca:
a) functia f : .#, (R) > M, (R), f(X) = X® nu este surjectiva;

1

b) functia f:S, > S,, f(x)=0xc™ ", unde c €S, este functie inversabila si

sa se calculeze f!;

2

c) functia f: 7, - Z,, f(x) = x> + x+ 1 nu este bijectiva pentru n < {2, 3, 4, 5}.
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Teme de sinteza

Q7.

Q1.

Q2.

Q3.

0O4.

0O5.

Cite functii f: {1, 2, 3, 4} > {1, 2, 3, 4} injective, verifica egalitatea:
a) f(1)-£(2)=4; b) f(1)+£(2)=32

SETUL 2 DE PROBLEME
9% _4.3%%1 119 x<1
Fie functia f:R > R, f(x) = .
—15x2—ax+a, x>1

a) Sa se arate ca pentru a =1 functia este continua.
b) Sa se studieze continuitatea functiei f discutand dupa a € R.

px, x€[0, 1)
Se considera functia f:[0, 2] > R, f(x)={m, x=1
x3+q, xe(1, 2]
Fie A = {(p, m, q) e R® ‘ f derivabila pe (O, 2)} , S= >  (p+m+q).
(p, m, q)eA
Atunci:a) S=7; b) S=-1; ¢c) S=0; d) S=10; e¢) S=8.
(Admitere, ASE, Bucuresti, 1998)

Se considera functia f: R > R, f(x) = (—1)[x] [x +a- {%} + b) +3,a, bel

Daca A= {(a, b) e R? ‘ f este periodica cu perioada 2 si continua in x = 1} si
S= Y (a+b), atunci:
(a, b)eAa
a) S=2;b) S=-1;¢c) S=0; d) S=-3; e) S=4.
(Admitere, Economie generald, Bucuresti, 2002)

|x-1+a, x<2
Se considera functia f: R > R, f(x)=<b- ‘xz - 9‘ +2, xe(2, 4].

|x —5|+bx+4, x>4
a) Sa se determine parametrii a, b € R stiind ca functia admite primitive pe R.
b) Sa se determine primitivele functiei f pe intervalul [1, 4].
c) Sa se arate ca pentru orice a, be R, f este integrabila pe intervalul
[-1 B].

d) Sa se determine a, b ¢ R astfel incat If f(x)dx =14 si j.: f(x)dx = 39.

Se considera functia polinomiala f: R - R, f(x) = x° + ax® + 85x - 2.

a) Sa se determine a € R stiind ca f’(-3)=0.

b) Pentru a = -30, si se precizeze intervalele de monotonie si convexitate-
concavitate ale functiei f.

292



Teme de sinteza

0Oe6.

Q7.

o1.

Q2.

Oa3.

a) Sa se demonstreze ca suma a doua functii convexe f, g:I - R (I interval

deschis) este functie convexa.

b) Sa se arate ca urmatoarele functii sunt convexe:
f:RoR, f(x):ax4+bx2+cx+d,a, b,c,deR sia, b>0;

h: (0, +©) > R, h(x)=4x* +3x? -5x + 7 + log, x.

5
(Bacalaureat, 1999)

Se considera functia f: R > R continua si a > 0 astfel incat:

[¥f(t)yat=3,v xem
X

Sa se stabileasca valoarea de adevar a propozitiilor:

a) f este periodica;
b) f este injectiva;

c) f este surjectiva;
d) f este marginita.

TEMA 3

— Ecuatii, inecuatii, sisteme de ecuatii si inecuatii -

SETUL 1 DE PROBLEME
Sa se determine x ¢ R in cazurile:
22:—1e x-1 2x+1
3 2’ 5
b) 3x+1e [2x, x2 4+ 1].

.
’

a)

Fie functia f: R > R,

f(x)=(2m+3)x%> -2(1+3m)x+7,

m e .

a) Pentru ce valori ale lui m graficul
functiei f intersecteaza axa Ox in doua
puncte distincte?

b) Sa se determine m e R pentru care
graficul functiei este situat sub axa Ox.

c) Sa se determine m c R astfel incat
ecuatia f(x)=0 sa aiba solutiile
negative.

d) Sa se determine m R astfel incat
solutiile x;, x, ale ecuatiei f(x)=0 sa
verifice relatia x; + 2x5, = 3.

/ Notiuni de recapitulat \

— semnul functiilor de gradul I
si de gradul II;
- tipuri de ecuatii, inecuatii,
sisteme:

e de gradul I si II;

¢ cu parte intreaga si parte
fractionara;

e cu modul;

¢ irationale;

e exponentiale;

¢ logaritmice;

¢ trigonometrice;

e combinatorice;

e cu permutari;

e matriceale;

¢ sisteme de ecuatii liniare;

e algebrice cu coeficienti

intr-un corp. J

Se consideri ecuatia x” —|x|=mx(x +1), m e R.

Daca M = {m € R | ecuatia are exact trei radacini reale distincte} , atunci:

a) M=(-w, —1];b) M=(-1,1); ¢) M=(2, +»); d M=0; e) M=R.
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Teme de sinteza

0O4.

5.

0Oe6.

Q7.

Qas.

Q9.

o1o0.

o fineaa [ en 252

Daca M = Z X atunci:
(%, y)eA y
a) M=£; b) M=§; c) M=§; d M=7; e) M=§.
20 8 7 29
(Admitere ASE, Bucuresti, 2003)

Sa se rezolve:

a) \/ x+4 +2\/ x-4_ E; (Bacalaureat, 2002)
x-4 xX+4 3

b) Va-x2>1-x;
o (7- 4J§)3x +(7+ 4\/5)3x -14.

Se da functia f: D > R, f(x) =42 -1gx.
a) Sa se determine D.
b) Sa se determine x € D, astfel incat termenul al cincilea din dezvoltarea

. . £(x)\®
binomului (1 +Xx ) sa fie 15.

(Simulare Bacalaureat, 2000)

Pe R se defineste legea de compozitie ,,o“ prin xcy=x+y-1,V x, yecR.
a) Si se rezolve ecuatia 2* 0 4* = 5.
b) Sa se rezolve in N' ecuatia Cg ° CL ° Cﬁ =44 +n.

c) Sa se rezolve in R inecuatia x o x2% <1.
(Bacalaureat, 2002)

Sa se rezolve sistemul de ecuatii:

Ay =10AY}, cI = gq;“.

(Admitere Universitatea Transilvania, Brasov, 2002)

Sa se rezolve ecuatiile:

a) 2sin?x+5cosx—4=0;

b) sinx + 2sin3x + sin5x = 0;
¢) /3 sin 2x + cos 2x = 2.

Sa se rezolve sistemele de ecuatii:
2
x“+2Y=8 2,y2= 3x-.y+1=3
a) ; b (X *Y 5 ; c) y .
x+2Y1-10 logs x-log,y=1 -x+2,y+10=5
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Teme de sinteza

o1.

Q2.

Q3.

Q4.

Q5.

Qeé.

Q7.

SETUL 2 DE PROBLEME
Sa se rezolve ecuatiile:

x+1 x+3 2x+5
H b) | x-1 X 2x +1|=0.
2x+6 2x+3 b4

X i x+i 1+i

a)

1+x i+x] [1-i x+i
X; Xz X3
Sa se calculeze determinantul D=|x, x3 Xx;| stiind ca x,, x5, X3 sunt
X3 X3 X
solutiile ecuatiei x3 - 2x% + 2x+17 = 0.
(Admitere Universitatea Brasov, 2000)

Sa se determine a € R astfel incat ecuatia:
2-a a-x x-1
1-x? x2 -1 | =0 sa aiba o radacina dubla numar intreg.
2-a-2x x+a x-2

Sa se rezolve ecuatiile matriceale:

23 k(P11 0 azo(® 1) dnde Ao (e
Pla5) " "lo1 2) =i o) unde Acr(C).

. 123456 123456
Fie o, B e Sg, o= B =

35126 4 4 3 2615

signatura permutarilor o si § si sa se rezolve ecuatiile:

]. Sa se determine

a) alox - Bls; b) a—200yB—101 = (aB)50 .
2 1 3

Fie matricea A=|1 -1 1 |e#3(R).
1 2 m

a) Sa se determine rangul lui A in functie de m.
b) Pentru m =1 sa se calculeze AL
2x+y+3z=1
c) Sa se rezolve discutand sistemul de ecuatii liniare {x -y +z=-1
X+2y+mz=m
(Admitere Universitatea Craiova, 2004)

Se da sistemul de ecuatii liniare:

2x-y+z-t=1

x+y+az+t=-1,a,bekR.

X+y+z-t=>b
a) Sa se determine a si b astfel incat matricea sistemului sa fie de rang 2 si
sistemul sa fie compatibil.

b) Pentru a=-1 si b=1 sa se rezolve sistemul.
(Bacalaureat, 1999)
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Teme de sinteza

os.

09.

o1o0.

Q11.

o1.

Q2.

Sa se rezolve ecuatiile:
a) x*-15x2-16=0; b) 3x3 +7x%2 +7x+ 3 =0;
c) x*-8x3 +14x2 -8x +1=0; d) 2x*+x%-4x%2-10x-4=0.

Sa se rezolve ecuatia in conditiile date:

a) 4x3 -12x%2 +11x + 3a = 0, daca solutiile sunt in progresie aritmetica;

b) 2x3 - (x+4) x2 + 7x - 2 == 0, daci solutiile sunt in progresie geometrica;
c) x*-6x3+2x2-6x+a=0,a€cQ si x; =3-2/2.

d) x*-4x3+x%2+ax-20=0,aeR si x; =2 +i.

Fie polinomul f € Z5[X], f = X* + aX2 + 2X + b.

a) Sa se determine a, be Z5 stiind ca f : (X + Z)(X + ﬁ)

b) Pentru a=b=1 sa se descompuna polinomul f in produs de factori ire-
ductibili.

c) Daci deZ5[X] este c.m.m.d.c. al polinoamelor g=X3+ 3x+1 si f

pentru a=b =1, sa se rezolve ecuatia d(x) = 0.

d) Sa se afle posibilitatea ca polinoamele f si g sa aiba cel putin o radacina
comuna.

Sa se arate ca:

a b
a) daca A =[ d] € M (C), atunci A2 -(a+d)A +(ad-bc)I, = Oy;

c
b) exista o matrice M e .#,(C), pentru care rang (M) = rang(M2 ;
c) daca matricea B e ./{2(0) este inversabila, atunci matricea B" este inver-
sabila, Vn eN’;
d) daca matricea D e .#,(C) verifica relatia rang(D)=rang (Dz) , atunci
rang (D) = rang(Dn), vneN.

(Bacalaureat, 2006)
TEMA 4
- Elemente de geometrie plana -

Fie triunghiul ABC si M, N, P mijloacele /~ Notiuni de recapitulat )

laturilor [BC], [CA], [AB]. Sa se demon- |- vectori in plan;
streze ca pentru orice punct O din plan au |- operatii cu vectori;
loc relatiile: - vectorul de pozitie al unui
a) OA + OB = 20P; punct; <

e - coliniaritate, concurenta,

L - functii trigonometrice;
Se considera punctele A(3,2), B(8,4), |- aplicatii ale trigonometriei
c(8, 8), D(3, 6). in geometrie;
. . — dreapta in plan - ecuatii

a) Sa se arate ca vectorii AB si CD sunt | ale dreptei;
vectori coliniari. - calcul de distante;
b) Sa se determine coordonatele punctului &arii. j
M daca AM = AB - CD.
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c) Sa se determine coordonatele punctului N astfel incat BCND este parale-
logram.
d) Sa se arate ca punctele C, M, N sunt coliniare.

Fie D, E, F mijloacele laturilor [BC]|, [CA], [AB] ale triunghiului ABC. Sa se
arate ca:

a) AD-BC+BE-CA +CF-AB=0;

b) OD-BC+OE-CA+OF-AB=0, V Oc#.

Sa se verifice daca au loc egalititile pe domeniul de existenta:

sin? x sinx + cos x

- - 5 = sinx + cos x;
sinx — cos x tg°x -1

b) 2(sin6 x + cos® x) - 3(sin4 x + cos? x) +1=0;

cos(-480°) tg570°-sin675° _ 1 J6

cos 660° cos 900° T e

Sa se calculeze sin(a+b) si cos(a-b) daca sina=g, sinb = -2 si

13
ae E,Tt , be ﬂ:,ﬂ .
2 2
Sa se aduca la o forma mai simpla expresiile:
sin27x + sin13x

cos4lx -cosx

sin® 3x — sin® 7x _

b) ;
cos? 3x - cos? 7x

c) sin2x+2cosacosxcos(a+x)—cosz(a+x):

3x X
d tg—+t tg —.
) g2+gx+ g2

Sa se demonstreze ca pentru oricare a, x ¢ R au loc relatiile:
a) (1- sina)x2 —2xcosa+1+sina> 0;

1
4x+cos4x2§.

b) sin
Se da triunghiul ABC in care se cunosc a =12, B=105°, C=15°.
a) Sa se rezolve triunghiul ABC.

b) Sa se calculeze aria suprafetei [ABC].

c) Sa se determine lungimea medianei din A.
d) Sa se determine R sir.

Se dau punctele A(a+1,2a-1),B(3a-2,a-1),C(4,6),D(1,0), dis-

tincte. Sa se determine a € R in cazurile:
a) centrul de greutate al triunghiului ABC este situat pe prima bisectoare a
axelor de coordonate;
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3
b) M[ ABC] = 5}
c) A, B, D sunt puncte coliniare;
d) dreptele AB si CD sunt paralele;
e) dreptele AD si BC sunt perpendiculare;

f) punctele A si B sunt egal departate de dreapta CD.

TEMA 5

- Siruri de numere reale. Limite de functii -

Fie (an) o progresie aritmetica.
a) Sa se determine a; si ratia r daca
2a; —3as +a;9 =42 si a5 a5 =112.

n
b) Sa se calculeze suma S, = Z ag.
k=1

c) Sa se calculeze lim Sn

n—o Nay,

Fie (a,) o progresie geometrica in care
ag si ag sunt respectiv cea mai mica si
cea mai mare solutie a ecuatiei

A%[1+log4(3x-—2)]=log4(14-J10x-11)

9
Sa se calculeze suma S = 2 ag.
k=1
(Admitere ASE, Bucuresti, 2002)

/ Notiuni de recapitulat \
- siruri monotone;

- siruri marginite;

- progresii aritmetice;

- progresii geometrice;

- limita unui sir;

- criterii de existenta a limitei
unui sir;

- siruri tip;

- cazuri de nedeterminare;

- limita unei functii intr-un
punct;

- operatii cu limite de functii;
- calculul unor limite de siruri
folosind integrala. j

Daca numerele pozitive x, y, z sunt in progresie aritmetica cu ratia r, iar x,
y+2,z+12 sunt in progresie geometrica cu ratia r+1, atunci x+y+z

este:
a) 12; b) -12; c) 9; d) 7;

Q4. Sa se calculeze limitele:

5.

a) lim( 1 + 1 + o+ 1 J
n>o\n2+1 n?2+2  n?2+n)
c) liml(1+l+iz+...+ij;
nowon 5 5 5"
n+l . 3n \**2
2n+1 6n+1 ’

e) lim
n—o

e) 15.
(Admitere ASE, Bucuresti, 2002)

. n-cosn
b) hmzi;
n>o n“+1

d) lim (\/nz +3n - \/n2 - n);

n—w

Sa se determine constantele reale astfel incat:

2 2
nowo| n+2 n+1
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b) lim (\/2n2 +5n+2 - \/an2 +bn + c) = 52;

n—c
. n+2 2n+1 1
c) lim at ————— ==.
n—o bn“ +5n+ 4 e

Sa se determine a ¢ R pentru care functia f: R > R are limita in punctul

specificat:
3x-4,x>-1

2 f(x)={(3a—1)x+1, x<-1" "0

b) f(x)={1/(3a—2)x2 -a, x<1

(2x-1)x-3,x2>1

Sa se calculeze:
x>+x+3 ]

_Bx+1
x-4

V2x +1

COS4X - COSX

a) lim
X—> 4X

c) hm 4= -

e) lim
x—0 sin 2x - sin 3x

g) 11m3x 9'
x52 X—2

9 lim lg(1+6x)
x>0 2x2 +x

x+2
K) 1im[1+25x7_2) ;
X0 x“+x+1

0=1.
b) 1lim %
x>-1(2x+2)(x+3)’
. 4-J7+x
d) lim———;
x—9 \/5—3
x2+x-6
lim ——F;
x—>-3 arctg (x + 3)
X _ oX
h) llmu;

x>0 4% _ 3%
i) lim In(1+ Slfl 2x) :
x-0 In (1 + 2 sin 3x)

\/27 3-2x
) tim (WJ ,

xX+2

X—o

Sa se determine asimptotele functiilor f : D —» R:

2 %3
b4 -1
a) f(x)= ; b) f(x _7'
( ) 4-x2 ( ) -3x
X |x] xze'x
c) f(x)=—""—; d) f(x)= .
) £(x) x2_1 ) £(x) x+3
Sa se calculeze limitele de siruri:
. 1( 1 2 3 n ]
a) lim — + + + H
n>on\n+2 n+4 n+6 n+2n
1 1 1
b) lim +ovet— |3
n-o n[‘\‘/—+ 1 n\/e2 +1 Ve™ + 1]
1 1 2 n
c) lim — [ + ot ]
n—on \/n +1 \/n2 +4 \/nz +n2
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TEMA 6

- Derivate. Primitive. Integrale -

SETUL 1 DE PROBLEME
Sa se studieze continuitatea si derivabi-
litatea functiei f : D > R:

a) f(x)=x|x
x2sinx, x<0
ln(1+x2), x>0
Jx-1,x21

arcsinx, x e[-1, 1).

.
’

b) f(x)=

c) f(x)={

Sa se determine parametrii reali astfel
incat functia f : D > R sa fie derivabila:

/ Notiuni de recapitulat \

- derivata unei functii intr-un
punct;

- reguli de derivare;

- teoremele lui Fermat, Rolle,
Lagrange;

- sirul lui Rolle;

- regula lui I'Hospital;

- rolul derivatei intai si a doua;
- graficul unei functii;

- primitivele unei functii;

- integrala definita;

- calculul ariei si volumului cu
ajutorul integralei.

J

) £(x) x2+ax—2,xe[1,2)
a) f(x)= ;
bx? - 2x+c, xe(2, + o)

aarctgx+b, x<0
2ax+1, x>0

b) f(x):{

Fie functia f: R \ {-3} > R, f(x) = mx +3n ,m, nelR. Sa se determine m si
X+

n astfel incat punctul A(3, -2)ec ¥, iar tangenta in punctul A si fie

inclinata la 45° fata de axa Ox.

In(3-x),x<2
Fie functia f:R >R, f(x)=1 .

ax“ -x(2a-b)+c, x>2
a) Sa se determine a, b, c ¢ R astfel incat f sa fie de doua ori derivabila in
x=2.

1
b) Pentru a-= ~3 si b=c=0 sa se scrie ecuatia tangentei la graficul

functiei in punctul A care are abscisa egala cu 18f"(0).

Sa se calculeze derivata functiei f: D > R:

2
x“-3x+2 1-x
a) f(x)=—5——_; b) f(x =xln(—);
( ) x2+2x+2 ( ) 1+x
2
X“+2 2 x
c) f(x)=3x2+4, d) f(x)=ln(2x +2x+1)—4arctgr+1.

Fie f:(L +o)—> (3, +»), f(x)=3%+x®> -x. Sa se arate ca f este functie

inversabila si sa se calculeze (f'l)' (11) si (f'l)’ (33).
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Se considera functia f: R > R, f(x) =2* +a* -5 - 6%, a> 0.
a) Sa se calculeze f(0) si f'(0).

b) Sa se determine a astfel incat f(x)>0,V xeR.

ax?-4x+b-2, xc[-2, 0)
x2 +(c-2)x+1, xe[0, 4] '
a) Sa se determine a, b, c € R astfel incat pentru functia f sa fie aplicabila

teorema lui Rolle.
b) Sa se aplice teorema lui Rolle functiei f.

Se da functia f:[-2, 4] > R, f(x)= {

Sa se determine numarul solutiilor reale ale ecuatiilor algebrice:
a) 3x%*-8x3 +9x%2-36x+1=0;

b) 8x° -10x* - 30x% + 45x> -m =0, m ¢ R.

Folosind teorema lui Lagrange, sa se rezolve:

a) 3% +10* = 22% ; 32%;

b) 7* + 4* > 5% + 6%,

c) arcsin +2arctgx = .

b'4
x2 +1

SETUL 2 DE PROBLEME
Folosind regula lui I'Hospital, sa se calculeze:

ln(l + e4x) 100 - 12 _ 101x1°! + %
a) im—F+———+; b) lim 3 :
X ln(l + ezx) x>1 (1-x)
1
c) lim (x - 3)ex*-9; d) lim LI 1 .
x53 x>-3[x+3 In(x+4)
x>

. . 2x™ —sin2x
Fie I, = lim —s
x—>0 X

, 1 €N, sip cel mai mic numar natural pentru care

1 n
I, este numar real nenul. Daca M = lim [1 +— IP] , atunci:

P n—-o n

a) M = e¥e; b) M = —e¥e; c) M=3e; d) M=2%e.
(Admitere ASE, Bucuresti, 2004)

Fie f : R > R o functia polinomiala de gradul trei.

a) Sa se determine functia stiind ca are un maxim local egal cu -1 in x=1
si minim local egal cu -2 in x=2.

b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

c) Sa se arate ca punctele de extrem local si punctul de inflexiune ale
graficului functiei f sunt coliniare.

d) Sa se reprezinte grafic functia g:R—> R, g(x)=f(x)+1.

e) Sa se calculeze aria suprafetei plane marginite de graficului functiei g si
axa Ox.

301



Teme de sinteza

0O4.

0O5.

Q6.

Q7.

os.

Fie functia f: R 5> R, f(x)=2* +27%,
a) Sa se verifice ca f(x)=f(-x), V xeR.
b) Sa se calculeze f'(x), xcR.
c) Sa se arate ca f este strict descresciatoare pe (—oo, 0] si strict crescatoare
pe [0, + ).
d) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.
[ f(t)at
< . (V)
e) Sa se calculeze lim ————.
X—»© f (X)
(Bacalaureat, 2004)

Se considera functia f: D > R, f(x)=ax +Vbx®> +cx-1,2>0, b> 0.

a) Sa se determine parametrii a, b, c ¢ R, astfel incat dreapta y =2x+1 sa

fie asimptota oblica spre +wo, iar y = -1 sa fie asimptota orizontala spre —oo.
5

b) Sa se determine aria subgraficului functiei g : [g, Z} >R g(x)=(x+1)f(x).

ax2+bx+c,xs1

Se considera functia f:[-1, 2| > R, f(x)= .
' [ ] (x) ln(x2—3x+3),x>1

a) Sa se determine a, b, c ¢ R astfel incat functiei f sa i se poata aplica
teorema lui Rolle.

b) Pentru a=-c = —% si b= 0 sa se calculeze:
lim l[f [ﬂ f(gj - f(“j];
n—>o N n n n
lim1[f[1+1]+f[1+2)+...+f[1+n)].
n—oo N n n n

. 2 1
c) Sa se calculeze J. f (1 + —) dx.

1 X

2

Fie functiile f, g: R > R, f(x)=x? -ax si g(x)=3ax-x2 ac[0, +x).

a) Sa se studieze pozitia paralelelor corespunzatoare functiilor f si g.

b) Sa se calculeze aria suprafetei plane S, cuprinsa intre cele doua parabole.
c) Daca A este punctul de intersectie a celor doua paralele, diferit de
origine, sa se arate ca dreapta OA imparte suprafata S in doua suprafete
echivalente.

n
Se considera functia f;, : (o, + oo) >nf, (x) — %

a) Sa se rezolve inecuatia f; (x) - f, (x) > 0.
b) Sa se calculeze aria suprafetei plane marginite de graficele functiilor f; si
f, sidreptele x=1, x=e.
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c) Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia

g:[Le]oR g(x)=xJx[f(x)-fz(x)].

Se considera functia f: R > R, f(x) = x29%6 +1.

a) Sa se calculeze f'(x), xcR.

b) Sa se calculeze j.; f(x)dx.

c) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.

d) Sa se calculeze lim
x>0

£(x)-£(0)

o . 1n .
e) Sa se calculeze lim —I sin xdx.
n->on’0

TEMA 7

(Bacalaureat, 2006)

— Structuri algebrice -

Pe R se considera legile de compozitie
»o" si, L“ definite astfel:
Xoy=X+y+2,x1ly=xXxy+x+y+a,
Vx,yekR.

a) Sa se studieze proprietatile legii ,, o “.
b) Sa se determine acR astfel incat
legea ,, | “ sa fie asociativa.

c) Pentru a = 0 sa se rezolve ecuatiile:
(x®-1)o(2x-3)=6, 2* 1(2*-1)=71.

d) Sa se rezolve sistemul de ecuatii
pentru a=0:

{(x+1)o(y+1):6

(x+1)L(y-1)=2"

/ Notiuni de recapitulat \

- legi de compozitie — proprie-
tati:

- monoid;

- grup;

— morfisme de grupuri;

- inel;

- corp;

- morfisme de inele si cor-
puri;

- inele de polinoame.

(U )

n-1

¢) Stiind ca (-2) 1 3=-5, sisearateca 2121...12=2- 3 [(-2)o3*] V neN.

n ori

Se considera multimile:

(=)

k=0

ool C G D Dene

o

a) Sa se

2 3 4) (1 2
2 3 42 1

compunerii permutarilor pe multimea G,.

3 4 1 2 3 4 12 3 4
’ ’ CS4.
34][2143)[1243]}

stabileasca tabla inmultirii matricelor pe multimea G; si tabla

b) Sa se arate ca (G;, ) este grup comutativ si (Gg, o) este subgrup al

grupului (Sy, ).

c) Sa se arate ca (G, ) = (Ga, °).
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1+5a 3a
Se da matricea A(a)=| 25a 1_5alc My (R).
3

a) Sa se arate ca A(a) este matrice inversabila, oricare ar fi a e R.

b) Sa se arate ca A(a)-A(b)=A(a+b),Va belR.

c) Sa se rezolve ecuatia A(x+1)A(2)=A(1-x)Aj.

d) Sa se rezolve sistemul de ecuatii {Az (X * 3y) =A (_8) .
A(2x+y)A(3)=A(2)A(y-x)

e) Daca G = {A(a) ‘ ae ID} sa se arate ca (G, -) este grup comutativ.

f) Sa se stabileasca un izomorfism intre grupurile (G, -) si ((0. +®), ) .

0] * . = . .
Pentru orice neN se considera multimea de numere rationale

Hn={k' kel}.
n!

a) Sa se arate ca daca x, y € H,, atunci x+y € Hy,.

b) Sa se verifice ca daca x € H,, atunci -x e H,.
c) Sa se arate ca daca x € H,, atunci H, c H,,.

~ -~ . -~ . . -~ * -~ a~
d) Sa se arate ca pentru orice numar rational r, exista n e N, astfel incat
reH,.

e) Si se arate ca daca (G, +) este subgrup al grupului (@, +) si

% €G, neN, atunci H,, c G.
f) éé se demonstreze ca daca G;, G, ..., Gggg2 sunt subgrupuri ale grupului
(€, +) si ©@=G; UGy U...UGgg, atunci exista ie{l, 2, ..., 2002} astfel
incat G; = Q.

(Bacalaureat, 2002)
Pe multimea A =7 xZ se definesc operatiile algebrice:
(a,b)+(c,d)=(a+c, b+d);
(a, b)-(c, d) =(ad + be + 2ac, bd —ac).
a) Sa se arate ca (A, ) este monoid si sa se determine multimea % (A).
b) Sa se arate ca (A, +, ) este inel.

c) Inelul (A, +, -) are divizori ai lui zero?

- N . . . 10 00 .
In multimea .#,(C) se considera matricele I, = o 1/’ 0, = o ol o

z w
multimea G = {[ — ]
-w z

complex z.

zZ, wWe 'l:}, unde z este conjugatul numirului

304



Teme de sinteza

Q7.

Qs.

Q9.

a) Sa se verifice ca I, € G si O3 € G.

b) Si se arate ci dacd z, we € si |z +|w®> = 0, atunci z=w=0.

c) Sa se arate ca daca P, @€ G, atunci P-Q e G.

d) Sa se arate ca dacai De G, D # O,, atunci D este matrice inversabila si

Dlea.
e) Sa se gaseasca o matrice X e G cu proprietatea ca XC = CX, unde

c-= .

0 i
f) Sa se arate ca daca A, Be G si A-B=0,, atunci A =0, sau B=0,.
g) Sa se arate ca (G \ {05}, ) este grup necomutativ.

h) Sa se arate ca (G, +, ) este grup necomutativ.
(Bacalaureat, 2004)

10
Se considera polinomul feC[X], f= (1 +X+ X2) cu forma sa algebrica

f= a20X2° +...+a;X +agq.

a) Sa se determine ag si a;.

b) Sa se calculeze f(1), f(-1), f(i).

c) Sa se calculeze suma coeficientilor polinomului f.

d) Sa se arate ca ag + a4 +... + a6 = i[f(l) +£(-1)+ £ (i) + £(-i)].
(Bacalaureat, 2000)

Fie f ¢ C[X] un polinom de gradul neN’.

a) Sa se determine f stiind ca functia polinomiala atasata verifica egalitatea
n
"(x)= X
f(x)-f'(x)= ol VxeR (1).
b) Sa se arate ca daca f verifica relatia (1) atunci nu poate avea radacini
reale multiple.

c) Daca f verifica relatia (1) sa se calculeze lim f(1).
n—oo

d) Sa se rezolve in multimea C ecuatia f(x)+12 =0 pentru n = 4.

Pe multimea R se considera operatiile algebrice x |l y=x+y-1, xTy = 2xy -
-2(x+y)+a, Vx yeR

a) Sa se determine a € R pentru care (R, 1, T) este inel.

b) Pentru a € R determinat sa se stabileasca % (R).

c) Sa se afle m, nc R pentru care f:R > R, f(x)=3x+n este izomorfism
intre corpurile (R, +, -) si (R, 1, T).
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INDICATII SI RASPUNSURI
- ALGEBRA -

CAPITOLUL I. Grupuri
1. Legi de compozitie pe o multime
1.5. Tabla unei legi de compozitie (pag. 12)

*E2.a) a=0,a=15. * E5. c) xe{i, Q}; d) xe{i 21}. « E6. a) xe{o, %}

b) x=2,y=3. *E9. a)Avem X, ye[2, ©)=>x-2>0,y-2>0=(x-2)(y-2)2
>0=xy-2x-2y+4>0=x0y>2. ¢) Se are in vedere ca det(A)=a”®-2b* =1
si det(A-B)=det(A)-det(B). * E11. a) card(.#)=6; b) Se arata ca A™ L A" =
=A™,

* A2. b) Din x, y €[4, 6] se obtine ca x -5, y-5¢€[-1 1] sau |[x-5|<1, |y -5|<
<1. Asadar |(x—5)(y—5)|£1 si —1<xy-5x-5y+25<1, de unde rezulta ca
4<x0y<6. ¢ A3. Avem X,y>2=(x-2)(y-2)>0=>xy-2(x+y)+4>0=
=>xy-2-2(x+y-3)>0=>xy-2>2(x+y-3)=>xoy>2. ¢ A6. a) Xoy=

=(x-2)(y-2)+2+(a-2)>2, pentru ae[2, +»); c) X=%, y =5.

¢ A8. Fie M c R parte stabila a lui R si x e M. Atunci x" eM, V ne N'. Deoa-
rece M este finita exista m, neN’, cu x™ =x" sau x™ - x" =0. Se obtine ca
x=0 sau x™ ™ =1. Se obtin multimile {0}, {1}, {0, 1}, {-1 1}, {-1, 0, 1}. Daca

Mc € avem ca x=0 sau xP =1, deci M poate fi {0}, #, si %, {0}, unde

#, este multimea radacinilor de ordinul n ale unitatii. « A9. 3°, respectiv n"

legi de compozitie.

2.2. Proprietatea de asociativitate (pag. 20)

*E3.a) a=c=1beZ b) a=2,b=2; d) a=b=1. *E5.b) a+3b=3=(a, b)e
£{(3.0). (0. 1)}

eAl.c) x=0. ¢ A4.a) a=b=0 sau a=1, belR. b) Deoarece AB=BA, avem
AoB=(a+b)AB si a,belR. ¢c) acR. ¢A5.a) ax=xa,VxeM; b) aeM;

n(n-1)
c)ax=xa,VxeM; d ax=xa,VxeM. ¢A6. n 2

2.4. Elemente simetrizabile (pag. 27)

eEl.a)e=0;b)e=-1;¢c) e=3;d) e=0; e)ezé.-EZ.a)e=—2; b) e=8;
1
1 )
c)e=—;d) e=29.
) 5 )
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eAl.a) a=-1;b)a=5;¢c) a=30. *A4. a=b=0 sau a=-1 b=1.

«A7. w(Z[i])=Z[i]. w (M)={-1 1}  U,.

Exercitii si probleme recapitulative (pag. 28)

*A3.a)Daca fe7 (M) si f'e# (M) cu fof' =1 =f'of atunci f este surjectiva
si ' injectiva, respectiv f' este surjectiva si f injectiva. Asadar f este bijectiva.
In concluzie, f este functie bijectiva. » A4. ¢) % (7)=7. ¢ A8. Se arata ca f, o
Ofb = fab’

3. Notiunea de grup. Exemple (pag. 45)

* E5. (G, 1). * E6. (G, ). * E8. b) Se arata ca A =I;3,VAeMsi ALB=A+

+B+Q13. * E9. a) Avem ¢(o8)=¢(c)-¢(8)=1-1=1, deci o8 este permutare
para. b) Avem card(An)zén!, pentru n>2. Grupul este comutativ pentru

12345...n]

ne{l, 2, 3}. Pentru n >4, avem ¢ # 8o, unde ¢ =
4 3 2 1 5 ... n

_12345...n
|34 125 ..n)/)

4. Reguli de calcul intr-un grup (pag. 51)

1 2na

*El.b) (1+i)’=2,(1-i)*=2,i° =5-4i. « E2. An=(0 X j « E3. b) x" =

—olog: )" ¢ g b) x" :(x—4)n +4. ¢ E5. ¢) Inductie matematica. * E6. ¢) x" =
=ab"al.

2
e Al. Inductie matematici. ® A2. a) Rezulta succesiv a = b? = (a2) =a* sicu

3 —e si analog b® = e. Asadar x> =(aba)(aba) =

= abbba = ab®a = a? si x —aba-a?=ab=a-a?=e. ¢ A3. Avem ab=e—a =

=b!'=ba=bb!=ba=e ¢A4. ab2=e=ab=b ! = bab=e=ba=b"}, deci

ab=b'=ba. ¢A10.a) x? =e=>x=x"'. Atunci xy=x -y ' = (yx)_l = yX.

legea simplificarii se obtine ca a
3

b) Avem (Xy)2 = x%y? = xy - Xy = xxyy si dupa simplificari se obtine yx = xy.

-1 1. - _ 1 - _ _
Tox 1y o x 1:yx 1y I x 1y:yx 1:>yx=xy.
2 2x 1T x=x"! sau x® =e.

1

_ X—ly—l N y—IX—
2

c) (xy)

d) Pentru y = x™~ se obtine ca xx “ =x~

1 4

g) Pentru y = x?oxx?=x'x?=x%=e, iar pentru y =x se obtine x~ =e.
Astfel x° =x*, deci x? =e etc.
* D3. Din (m, n)=1 se obtine ca exista p, qeZ astfel incat 1=mp +nq.

Rezulta xy = (xy)™™ = ((x)" )" ()" )" = (%)™ )+ ()"} = ()™ ™ = yx.
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5. Morfisme de grupuri (pag. 57)
*E6. a=1b=2. ¢E10. f(x)=ax. « AlL. f(a)=A(a). * A2. f(a)=A(a).
©A3. 4/ ={l3, A, A} si M =5 *A4. a=1Db=3.

cosoa sina

* A5. f:Gy, > G, f(cosa+isin(x):( j * A7. f(x)=tgx.

—sino coso
*A8. a=b=1. ¢ AlO0. f(w):f(x)~f(y)®(xy)_l:x_ly_lexy:yx.
*All. f:R—> 7, f(a)=T

a-*

6. Subgrupuri (pag. 64)

e El1. Daca xeM, x=2"=x'=2"" Daca x,yeM, atunci x=2", y=2" si
xy'=2™ .27 =2™ " c M. « E4. b) Avem x=x-1€A. « E7. 0cM, deoarece 2-
(-3)+3-2=0. Fie zeM, z=2x+3y. Opusul este —z=2-(-x)+3-(-y). Daca
a, beM, atunci a+(-b)=(2x+3y)+2-(-x;)+3-(-y;)=2(x-x)+3(y -y;) e M.
e Al. Fie H=H, UH,. Deoarece H este grup, el nu se poate scrie ca reuniune
de doua subgrupuri proprii. Rezulta ca H;, sau H, sunt subgrupuri improprii,
deci H; =G sau H, =G. * A2. e, =f(e,)ef(H). Fie a, bef(H): atunci exista
x, y eH, astfel incat a=f(x), b=f(y) si ab™' =f(x)- (f(y))71 =f(x)- f(y_l) =
= f(xy’l), deci ab™' ef(H). * A4. ecH, deoarece e =e. Fie x, y € H; atunci

2
x% =e, y2 =e, iar (Xy‘l) = xy‘lxy_1 poate sa nu apartina lui H. Exemplu: G =

:9}/(,///2(\D)),H={AGG‘ A2=12}. Avem: X=[? éj’Yz[_ol ?j,X,YeH, dar

-1 2 -2 3
axeG \ H si f(ax)=g(ax). Rezulta ca f(a)-f(x)=g(a) g(x) si dupa simpli-

o 1) . 2 (-1 2 . . . )
XY = si (XY)" = ¢ H. » AB. Fie xeH si aeG \ H fixat. Atunci

ficare, f(x)=g(x),xeH, deci f=g pe G. * A6. Fie (G, +) cu proprietatea
ceruta. Pentru xeG, avem: f(x+(-x))=f(0)=1 deci f(x)-f(-x)=1 si se
(2x+1)n sin (1-2x)=
2
deci GcZ, de unde G=nZ.  A8. Avem f(O):ﬁ si f(x)=xf(1). Daca

obtine ca sin =1. De aici rezulta ca cos2nx =1 si xe/,

x e Kerf, atunci f(x)= 0 si de aici xf(i) =0. Pentru x #0 se obtine f(1)= 0
si astfel Kerf = #, deoarece f(x)=xf(1).
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7. Grupuri finite (pag. 71)
* Al. a) Daca exista x e G cu x" =e, atunci G =(x) si G este comutativ. b) Fie
p=ord(x); atunci p | n si avem n=pq, x" =xP = (xp )q =e. ¢ A4. Rezulta ca

(X2)3 =x%=e si (yx)2 = yXyX = y(ySX)x =y*x? =x?. Asadar (yx)2 are ordinul 3,

iar yx ordinul 6. Dar (yX)3 = yx(yX)2 —yx-x2 =yx° =y side aici y> =e. Din
relatia data xy = y°x = xy = yx.
CAPITOLUL II. Inele si corpuri

1. Definitii si exemple (pag. 84)
*E2.b) % (Z)={-1,-3}. * A2. b=3-3a. » Ad. % (M)=(0, + ) \ {1}.

2. Reguli de calcul intr-un inel (pag. 90)
1, x<0 0,x<0
e E2. f = , =
(x) {o, x>0 &%) {1, x>0

*E3.b) #(E)=E \ {(O O)} e E7. Se are in vedere ca -2 = 2.

. Avem f-g=0, V xeZ, respectiv x elR.

* A3. Din relatiile (1-ab)x ' =1 si x'(1-ab)=1 se obtine x ' -1=abx ' =
=x'ab. Avem (1- ba)(l + bx’la) =1+bx 'a-ba-babx'a= b(x’1 - 1)a +1-
~babx'a=b- (abx_1 )a +1-babx'a=babx'a+1-babx'a=1. e AB5. Avem
1=1-a" =(1 —a)(l +a+a’+..+a""). ¢ A6. a) Obtinem (-x)* =—x si x? =x,

deci x=-%,V xe€A, sau x+x=0. b) (x+y)2=x+y<:>X2+Xy+yx+y2=X+

6

+tyoxy+yx=0& xy=-yx=yx. ® A7. a) Avem X =X si (—X)6=—X, deci

X=-X sau x+x=0,V xeA. Rezulta ca (X+1)6=X+1:>X6+6X5+15X4+

6 2

+20x°% +15x2 +6x+1 sau xP+x*+x2+1=x+1=x*+x>=0=x*=x*>

>x8=x*=x% Dar x° =x=>x=-=x>=x= x2, deci inelul A este boolean si
este comutativ. ¢ A8. Din problema A3 proprietatea are loc pentru n=1.
Presupunem ca 1-(ab)” € #(A). Atunci 1-(ba)” € #(A). Aratam ca P(n +1)
este adevarata. Avem: 1-— (ab)n+1 e (A). Luand x=b(ab)” =1- (ab)n+1 =1-
~ax e (A), deci 1-xae#(A). Dar 1-xa=1-b(ab)"a=1- (ba)n+1 si astfel
1-(ba)™! e (A).

* D2. Se are in vedere ca din 1+1=0 rezulta a+a =0, V ac A. * D3. Din ega-
litatea (1+1)(1+1)=1+1+1+1=0 rezulta ca 1+1 este divizor al lui zero. Dar

1+1 =0, altfel ar rezulta ca inelul A are caracteristica 2. ¢ D4. Daca n nu este
prim, atunci n=p-q siavem p-q=n-1=0, deci inelul are divizori ai lui zero,
in contradictie cu ipoteza.
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3. Corpuri (pag. 94)
e A4. a) Se arata usor ca ab ¢ {O, a, b}, deci ab=1, a=b!,b=al. Avem 1=

=(ab)71 =b!.a?! si de aici ba=1. b), ¢) #(K)={1, a, b}, deci ord(a)=3,
ord(b)=3. Rezulta ca a®=1 b =1. Din relatia a®°=1=a%?=a'=b. d) a®=1=
:>a3—1=O:(a—1)(a2+a+1):0. Cum a-1=0, rezultaca a2 +a+1=0. Ana-
log b> +b+1=0. e) Fie x=1+1. Atunci x> =1+1+1+1=0. Dar K este corp,

deci rezulta ca x=0, adica 1+1=0.

4. Morfisme de inele si corpuri (pag. 100)

* A3. Din egalitatile f(x+y)=f(x)+f(y) si f(xy)=f(x)-f(y). ¥ x, y e 2[+2],
rezulta ca f(nx)=nf(x), V x el[ﬁ} nelZ, sif(n)=nf(1), vnel

Atunci f(x + y\/§) =f(x)+f(y)- f(\/i) =X+ yf(\/i). Asadar izomorfismul este
caracterizat de valorile lui f(x/i) Dar 2=f(2)= f(\/§ - \/5) = (f(x/i))z , deci
f(\/i) =+J2. Dar +/2 ¢ 1[@} deci nu exista f. « A4. a) Avem #(Z)={-1, 1},
iar w (Q) =@, deci inelele nu sunt izomorfe. b) € si R nu sunt cardinal
echivalente. ¢) Se arata ca f(x)=x, V x € Q, deci f nu este surjectiva. ¢ A7. Fie
f:4Z—>17, n>2, morfism de inele. In particular f este morfism de grupuri,
deci are forma f(m)=mf(1). Deoarece f(1)= 1, rezulta ca f(m)= m,Vmel.
c) Fie f: 7, —» 7,, morfism de inele. Din relatia f(x+y)=f(x)+f(y). x,ye

el

m*

rezulta ca f(px)=pf(x), Vxel, si f(;()zxf(i) xed,.

CAPITOLUL III. Inele de polinoame
3.1. Adunarea si inmultirea polinoamelor scrise
sub forma algebrica (pag. 112)

* E2. a) Pentru m =1, grad(f)=0, iar pentru meR \ {1}, grad(f)=1. b) m =
=1=grad(f)=0, m=2=grad(f)=1L, meR \ {1, 2} = grad(f) = 2.

*E3. b) m=1=grad(f)=1, m=0= grad(f)=0, m =2 = grad(f)=2. €) m=
=0=grad(f)=1L me{i, -i} = grad(f)=2, me € \ {-i, 0, i} = grad(f) = 3.
*E10.a) f=X-1 g=1.

e A8. Avem f(@):g(f)), f(i):g(i), f(ﬁ):g(@). Rezulta ca azi b+c=i, 2b+c=
=0, cu solutiile a=2,b=2c=2. « A9. g:a+bX+cX2+dX3. Din conditia
de egalitate se obtine azi,a+b+c+d=§,a+§b+2}c+§d=2a+§b+21c+§d:
=3,a-b+c-d=2. Se obtine a=1b=3c=1d=2. « Al4. a) Daca f este
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functie polinomiala, atunci si f2 = |x|2 este functie polinomiala. Rezulta ca
f> =x”, deci f are gradul 1. Daca f(x)=ax+b=ax+b=[x|, V xeR. Pentru
x=0=b=0 sipentru x=1=a=1. Dar f(x)=x # [x|. b) Avem ca |x|=f(x)-x>,
deci |x| ar fi functie polinomiala. ¢) Daca f ar fi functie polinomiala, atunci si
|z| =f(z) - 2* ar fi functie polinomiala. Dar daca g(z)=|z|, atunci pentru x IR,
ar rezulta ca g(x)=|x| este functie polinomiala. Fals. d) Daca (K, +, -) este

corp finit atunci orice functie f:K — K este polinomiala. Intr-adevar, fie
K={x, X5, ..., X,}. Luand f:K > K, atunci alegem polinomul g de gradul

n -1, astfel incat g(x;)=f(x;),ie{l, 2, ..., n}. Sistemul verificat de coeficientii

polinomului g, este sistem de tip Cramer, deoarece determinantul sau este de
tip Vandermonde.

3.2. Impairtirea polinoamelor (pag. 118)
e A2. a) az—%; b) a=2,b=-2; ¢c) a=-2, b=0; d) a=6; e) a=6, b=2.

* A3. Restul este de forma r=aX+b, iar r(n)=an+b care este progresie
aritmetica. ¢ A5. a=m,b=1,c=2-m,d=1, meR. ¢A7. a=6,b=5,f=X> -
-9X? +22X + m.

3.3. Impartirea la X — a. Schema lui Horner (pag. 123)
* Al. Se pune conditia f(—i)eR. Se obtine: a) m=1; b) me{-3, 3}. * A4. m =

=6,n=-2. ¢« A6. a=0,b=2. ¢ A7. Din f(2)=-12 se obtine n=4, apoi
r=-76. « A8. Avern 2™ +2" +1=13 si 4™ +4" +1=81. Se obtine m=3, n=2
sau m=2n=3 si f=X>+X%+1. ¢ Al0. a=0, b=1 e All. Folosind formula

lui Moivre se obtine ca sin o + sin2a + sin 3o + sin4o =1 ++/2 si cosa + cos2a +
+cos 3o +cosda =-1. A doua relatie se scrie cos2a +2 cos? 20 —1+2cos2a -

-cosa =-1 sau cos2a(l+2cos2a+2cosa)=0 cu solutia a = g

4. Divizibilitatea polinoamelor (pag. 133)

*E4.a) m=-3; b) m:%; c) m:Q; d) m = 3.

e Al. a) ae{i, Q}; b) a=0; c) (a, b)e{(i, f)), (Q, i), (6, Q)}; d) a=1e) a+b?=
—9. ¢« A3. Se pune conditia ca f(g) =0, unde g3 = 1, e #1. Se obtine m = 2.

*A4. me{0,1,3}. * A6. f=a(X®-9X”+26X+36). * A7. Se obtine aX® +

+bX?2 +(:X+d=(3aX2 +2bX+C)[§+OL) siapoi b =3aa, ¢ =9aa?, d =27aa°.
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« A8. me{0,2}. » All. Avem f=(g+Xn)2—Xn=g2+2an+X2n—Xn si se
+(g-X)
+g—X)-Q=2g-Q. b) Deoarece X—I:Xz—g se obtine: fz(Xz—g)

4n+1 4n+1

arata ca X>" - X" =X"(X-1)g. * Al2. a) f=(g+X) =(g+X+

n+2
+ X2n+1 —

=g-h+(X2)n+2+X2“+1=g-h+X2“+4+X2n+1 =g-h+X2n+1(X3+1)=g~h+X2“+1~
(X+1)g @) £=(X*+3X2+3X+1) (X+1)* + X +2=(Xg+1)" (X2 +2x +1)+

+X+2=g-h+(X*+2x+1)+X+2=g-h+g ¢ Al3. f=Xm+(X2—g)m+1:Xm+

+X2m +g-h+1. Se considera apoi m =3k, m =3k +1, m =3k + 2 etc.

5. Descompunerea polinoamelor in factori ireductibili (pag. 144)
e E3. a) a=6; b) azﬁ; c) azf), b=0.

e Al. a) Daca x € Q, atunci f(x):(2x3 +3x> +x)+(x3 +2x+3)\/§e'Q, implica
x> +2x+3=0 si x=-1 etc. b) Daca xelD:>f(x)=2x3+5x2—3+i(x2—2x—3)=
=0, daca x2-2x-3=0, deci x €{-1, 3} etc. ¢) Rezulta ca x2+2mx-6=0 si
2x2 -x-m=0, de unde 4x° -x2-3=0,x=1cR, iar m=1. » A2. a) ae{-21};

b) ae{O,—l, 3,—1,1}. e Ad. m=3. ¢ A5. a=—£,b=3,c=—§. e A6. Cu
6 2 3 3

schema lui Horner se obtin relatiile a®-502+8a+a=0 si 302 -100.+8 =0,

cu solutii o, =2, a, :g, etc. » A7. a) a=12, b=-8. « A8. Avem f(f)):a+i,
f(i)=i¢6,f(ﬁ)=a+i. Se obtine ca a+1=0, deci a=-1. » A9. n=2. ¢ All. Se

pune conditia ca f(i) £ 0, f(ﬁ) 0. Se obtine a+b= 0, deci a=1, b=2 sau

A A A A A A A

solutii in Z5. Ramane de analizat cazul a = 1. * A15. Daca f ar fi reductibil
peste Z atunci am avea ca f=(X+ m)(X2 + pX+q), cu p,q, me#, de unde
identificand coeficientii se obtine b=p+m, c=q+mp, a=qm si ab+bc=qm -
(p+q+m+mp). Dar ab+ bc =impar conduce la q si m impare si p+q+m +
+mp =par si egalitatea nu poate avea loc. ® A16. Presupunem ca f este reductibil
peste Z. Atunci avem ca f =g-h cu g, h cu coeficienti in Z de gradul cel putin
1. Obtinem: g(1)-h(1)=-1, g(2)-h(2)=-1, g(3)-h(3)=-1 si de aici rezulta ca

functiile polinomiale g sau h au cel putin doua valori egale cu 1 sau cu -1.
Dar unul dintre polinoamele g sau h are gradul 1, si atunci el ar fi constant,
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ceea ce nu se poate. ¢ A19. Vom avea ca f(n)zn3 —(n—l)3 =3n?-3n+1,
VvV neN', deci polinomul g=f-3X?+3X-1 are ca radacini orice numar

n eN’. Asadar el este polinomul nul, deci f =3X? -3X +1.

6. Relatiile lui Viéte (pag. 151)
* E2. a) f:(X+i)4; b) f:(X+i)3; c) f:(X+i)5; d) f:(x-i)(x2 —21).

. E3. a) {% 1,—4}; b) {—g 1 5}; ¢) (6.2, -1); d) {13.6). » E5. a) Se

obtine z; =6 si se foloseste schema lui Horner. a =-5. b) Din z,z,z; =6 se
obtine z, € {-6, 6} etc. ¢) z3 =4, a=37. * A2. a) zz3 =—-m. Apoi m=-1, z, =2,
Zo=-2.b) a=-5 ¢) a=-5. « A3. a) m=9, x 6{2—\/§, 2, 2+«/§}. b) Din rela-
tille x; +Xy+X3=3m si Xx; +X3=2X, se obtine x, =m. Prin schema lui
Horner se obtine m® -3m+2=0 cu solutiile m e {1, -2} etc. ¢) Se considera

Zy=a-3r,29=a-T,2Z3=a+T, 2, =a+3r. Se obtine ca 10=2, +2z5 + 23 +2, =

=4a, deci a = g Din relatia z,z,z5z, =24 rezulta ca (g - 3r] . (g - rj : (g + rj~

(g + 3r] =24 si cu notatia r2=t se obtine ecuatia (24—5 - 9tj (24—5 - tj =24. Re-

zulta m=35 si xe{l,2, 3, 4}. » A4. a) Avem Xx;X3 =X; Sl X;XpX3 =-27. Se

7+413
2

obtine x5, =-3, apoi m=4 si solutiile -3, . b) Fie a, aq, aq?, aq®

solutiile ecuatiei. Din relatiile lui Viéte se obtine ca a4q6 =i si a® (q+ q2 +2q3 +

+q4+q5)=373 sau azqszi% si (1+q+2q2 +q® +q4):ii—5q2. Rezulta ca

(1+q+q2)(1+q2):ii—5q2 sau (é+1+qj(é+qj:134—5. Cu notatia q+%:t

obtinem t(t+1)= % cu solutiile t e {—g g} respectiv t(t+1)= —% cu solu-

-1+iV34
2

tiile t e{ } etc. » A8. a) Consideram X, y, z € R solutii ale ecuatiei de

gradul 3 in t: t3-2t2 + mt+2=0. Din relatia X2+y2+22=6 se obtine ca
(x+y+z)2—2(xy+yz+xz):6 si xy + yz+zx =1. Asadar x, y, z verifica ecuatia
t2-2t2-t+2=0 sau (t—2)(t2—1)=0. Se obtine x=2,y=1,z=-1 sau

permutari ale acestora.
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7. Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficienti in 7, Q, R, C (pag. 160)

e E4. a) Ecuatia are si solutia x, = 1++/3. Rezulta ca polinomul f = X4 -4x3 -
~4X? +16X +12 se divide cu g=(X-1+v3)(X-1-+3)=X>-2X-2. Se ob-
tine catul g=X>-2X-6. b) f=(X>-2X-1)(X*+1). @) x5 =3+5, x5 =1,
X4 =3.

* Al. Solutiile intregi pot fi -1, 1, 2, —2. Se obtine ca a {6, -2, 4, - 3}.

e A2. Daca cele doua solutii sunt simple ele pot fi doi dintre divizorii lui 2, si
anume: {x;, X5} €{(-1 1), (-1 2), (-1 -2). (1. -2), (L 2)}. De asemenea putem

avea: X; =X, € {-1,1, -2, 2}. ¢ A3. c) Solutiile rationale apartin multimii {-1, 1,

22 -3 3 -6, 6, —l, l —§, 3 . Rezulta ca ae{-4,0, -3, -13, -12, - 49, - 95}.
22 2 2
238 1 . - .
e A6. a=14, b=3 sau azﬁ, b:—g. e A8. Se analizeaza cazurile x; =x, =

=1 si X; =X9=-1. Se obtine a=b=-1 sau a=b=3. Cazul a=b=3 nu
convine deoarece se obtine solutia tripla x =-1. ¢ Al10. a) Polinomul atasat
ecuatiei se divide cu g=X* -10X> +21X? +14X + 2. Se gaseste a =-10, b=22,

c=14,d=2. ¢ All. Ecuatia admite si solutiile x, =\/§—\/g, X3 =—J2 +\/§, Xy =
=—/2 -5 sise scrie (x—x;)(X X, )(x—X3)(x-x,)=0. Altfel, fie x =+/2 ++3.

2 2
Atunci x2 =5+2v6 sau (X2 —5) :(2\/6) , de unde x* -10x2 +1=0.

8. Rezolvarea unor ecuatii algebrice de grad superior
cu coeficienti in C (pag. 167)

* A3. Conditia ab+a—-b-1=0 conduce la (a-1)(b+1)=0. Pentru b=-1=
=a=8, iar pentru a=1=b*>=22. ¢ A5. ac{3, ~1}. » All. Se imparte cu x>

si se fac notatiile: a) y:x+g; b) y:x—g; c) y:x+3. e A12. c) Se noteaza
X X X

_ b. e) Dupa

y=X+ a+hb si se obtine ecuatia (y+(x)4 +(y—oc)4 =c, unde o =2

2
efectuarea produsului se imparte cu x? si se noteaza y=X +2 .+ A13. Se
X

noteaza logg; x =y si se obtine ecuatia reciproca.
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- ANALIZA MATEMATICA -

CAPITOLUL I. Primitive
3. Proprietiti ale integralei nedefinite (pag. 180)

* E1. Se foloseste ca F'(x)=f(x), xeD. ¢ E2. Se verifica faptul ca F este
derivabila pe R si F'(x)=f(x), x e R. * E3. F, este primitiva a functiei f.

¢ E4. Functiile sunt continue. ¢ E5. I(SXZ + 2X)dX =x2 +x2 +¢. Daca F(X) =
=x%+x2+c, xeR este o primitiva, din conditia F(-1)=2, rezulta c=2 si
F(x)=x°+x>+2.

cosx, x<0
* A2. F, si F;. * A3. Functiile sunt continue. e) f(x) = x—1 o " A4. feste
x-1, x>
e 1, x<-1

continua. F(x) = x2 . Din conditia ca F este continua in
2x+7+c2, x>-1

3 9

x=-1, rezulta ca c, = —g +cy, si din F(2)== rezulta c, = 5 = -7
e A6. a = Z b=-1. ¢ A7. Din continuitatea in x =1 rezulta 3a-b=-9 si din
e
R - . 5 11 12
derivabilitatea in x=1 se obtine 9a+2b=-15. Rezulta a-= 5 b= =

e AS. azg, b=-2.¢A9. a=1beR c=0. « A10. a=b=1. « A11. a=-3, b=4.
¢ Al12. Functiile de la a), b), ¢) nu au proprietatea lui Darboux deoarece: a) f (ID) =
=17 # interval. b) f([% ID = (—2, —%} u{-1}; ¢ f(R)={-10,1}; d) f are

discontinuitati de prima speta; e) f([2, 3]) nu este interval.
e D3. Presupunem prin absurd ca g admite primitive. Rezulta ca functia
h=g-f admite primitive pe I. Dar, h(I)= {0, b-f (a)} # interval, contradictie

cu h admite primitive.

4. Primitive uzuale (pag. 190)

e E3. ¢c) Avem 2 singcosg =sinx si integrala este Jsin xdx =-cosx + ¥.

d), e) Se foloseste ca 2 cos? g =1+ cosx, respectiv 2 sin? g =1-cosX.

.9 2
1 _sin"x+cos”x 1 N 12 etc. b) Se folo-

e A2. a) Avem 5 5 5 5 5
sin” X -cos” x sin” X - cos“x cos“ X sin“x
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dx — J‘sm X — 8dx:

d) J-sinsx 8
sin? x

1-cos? x

seste formula cos2x =cos? x —sin® x.

=I(sinx— 82 jdx =—-cosx +8ctgx +¢. f) _[(1+tg2x)dX:_[(th)dX:th+((~’.
sin® x

4 2 x2 —x+1)(x% +x+1

X2+X +1=( 5 )( ):x2+x+1 etc. b) Se foloseste

Xx“-x+1 X" -x+1

e A3. a)

x3—1:(x—1)(xz+x+1). e A4. a) I6X(3X2+1)7dX=I(3X2+1)'(3X2+1>7dX=

:_[u(x)-u7(x)dx_u8éx)+(( (3 8+1) +. ) [x*x® +1dx= j5x43 X+

1
L e i e e L (= O e, -2
5 5 5 1+% x3+1

(XS + 1)’

=J'\/7dx—j\/ndx 2I(J_)dx 2Ju(x)+% = 2x* +1+.

v (x), ,_I’x

e)j—ln4xdx: I(lnx) -In* xdx :Iu’ x)-u*(x)dx= ——~ 5 ——+e

_1 6x _ (X) R w
glj3x2 6X+11dx_6~[3x2 6x+11 j _6 nfu (x)|+ =
1 e (P w1 |1
=5 In(3x" -6x+11) + . h)_[ﬁdx—f(xz)z_ldx—IUZ(X)_ldx— PR TSN

B () 1w 1
+¢= h’l +¢. K) IX T _—_[( ) jmdx_5~arctgu(x)+
L, X2 Cu(x)
¢ =—arct . ) [————dx é d -
+ 2arch + )J' Py o u2(x) > X
1 3
=3 1n|u +./u (x)—-25(+¢ etc. n) IT::; dx:jl+xx4dx+.[lfx4dx:
:lj 2x 2dx+lj 4XS4 dx:lj‘(i)zdx+lj.(l-k—x?dx:larctgx2+
2 1+(X2) 471+x 2 1+(X2) 4 1+x 2
+lln(l+x4)+((¥. e A5 a) T gy Ly SINX 2| ¢ ¢) Lin|[9SX73) ¢
4 4 |sinx+2 6 |cosx+3
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1 sinx . 1 . o9/ 9o . 2 . 1. o 2
d) Earctg( 5 ]+ ¢, e) Esm (x +1)+%, f) —cosQ(x +1)+(, g) Etg X+

cos®x cos’x
+
3

. 3 !
h) arcsin(sm—x)+ “; 3 - +¢. » AB. a) IX2 lnxdx:J{X?J Inxdx =
x

3 3 3
- % lnx- X—-(lnx)'dx:x—lnx—lszdx:
3 3 3

X3 1 3
—Inx-=x>+%; b) Ixe’xdx=
3 9

3
=J‘X~(—e‘x)’ dx = —xe™ +Ie‘xdx =xe*-e*+¥. c) Jstde: Isinx-(—cosx)' dx =
=—SiIlX'COSX+J‘COSZXdX=—SinX'COSX+j(1—Sin2 X)dX:—SinX~COSX+X—JSin2XdK

Rezulta 2‘[sinzxdx:—sinx-c0sx+x+((a’, etc. e) J‘\/x2+25dx:'|'x' x2 +25dx =
X +25) 25
=xvx2 +25 X ——dx = xVx? +25 (—dx:X\/x2+25—
j Jx? +25 I Jx? +25
—J X2+25dX+2511’1(X+\/X2+25) Rezulta_[ X +25dx—2[x\/X +25 +25-

2

.1n(x+\/x2+25)}+((/. n) = 1

arctgx ——+ €.
8 2

CAPITOLUL II. Integrala definita
3. Integrabilitatea unei functii pe un interval [a, b] (pag. 201)

17 56 201 1 & n(n-1) 1
eEl.a) —; b) —; ¢c) —; d) 12. «E2.a) S_ =—- ,L==.
) 8 ) 9 ) 32 ) ) Sn n Z::I n 2n? 2
2 2
b) S, _2n+l . L=2:¢) Sn:5n—62n+1, LZE; d) Sn—M,L—l
6n 6 4n 4

* E3. a) Imf ={2, 3} # interval. Rezulta ca f nu are proprietatea lui Darboux,

deci nu are primitive pe [0, 1]. b) f difera de functia integrabila g:[0, 1] > R,
g(x)=3, in punctul x, =1. Atunci f este integrabila pe [0, 1] si I;f (x)dx =
= I;g(x)dx =3. * E4. a) Imf ={-1, 1} # interval; b) exista doua siruri de sume
Riemann cu limite distincte.

e Al. a) 2(1 +J§) b) —2—3. e A2. o :%. ¢ A3. Se arata ca functiile nu sunt

marginite pe domeniul de definitie, deci nu sunt integrabile. ¢ A4. a) Se ia sirul

-1
Xy :(,/2nn+£] — 0, iar f(x,)=2 /2nn+£-sin(2nn+£)=2 2nm+= - o,
2 n—om 2 2 2 noo

Rezulta ca f nu este marginita, deci nu este integrabila pe [-1, 1]. b) F este

derivabila pe [-1, 1] si F'(x)=f(x). * A5. a* +8=10a” -1=>a e {*], +3}.
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* A6. Din conditia ca f este integrabila pe [a, b] rezulta ca pentru orice sir de

diviziuni (A,). [|A,|— O ale intervalului [a, b] si pentru orice sir de puncte

intermediare (gﬁ“)) corespunzator, sirul sumelor Riemann este convergent.
Alegand &™) astfel incat f (&gn)) =c, atunci o, (f, aﬁ“)) =c(b-a). Rezulta ca

lim o, (f, E_,(in)) =c(b-a)= I:f(x)dx. e A7. Se construiesc doua siruri de
n—ow n

sume Riemann cu limite distincte.

4. Integrabilitatea functiilor continue (pag. 204)

e E1. Functiile sunt marginite si au un numar finit de puncte de disconti-
nuitate. ¢ E2. a), b), c), e) — functiile sunt continue, deci integrabile pe D.
d) f este marginita si are un punct de discontinuitate, deci este integrabila pe

[-1,1].
e Al. a), b), c) functiile sunt continue. ¢ A2. a), b) functiile sunt marginite, cu

un numar finit de puncte de discontinuitate. ¢ A3. a) f este continua; b) g este
marginita, cu doua puncte de discontinuitate; ¢) h este nemarginita, deci nu este

integrabila; d) j este continua. * A4. a) f nu este integrabila pe [-1, 1] deoarece
exista siruri de sume Riemann cu limite diferite; (fof)(x)=1 V x e[-1, 1], deci
este integrabila pe [-1,1]. b) (fof)(x)=+/3, ¥V x [0, 2], deci este integrabila
pe [0, 2]. * AB. f este integrabila pe [-1, 1] conform teoremei lui Lebesque si

este neintegrabila pe [2, 3] deoarece se gasesc siruri de sume Riemann cu
limite distincte.

5. Formula lui Leibniz-Newton (pag. 208)

17 1 T T 1 5 1
eEl.a)5;b) —; ¢c) —; d) -1, e) 23; — —:; h) —In—. ¢ E2. a) —;
) )2 )12 ) ) f)18 g)36 )8n21 )2
\/§—1 T X 73
b ; 1;d 4(v3-1); ; 0; 1; h —-—. ¢« E3. in—| =
)T, LA 4(B-1): e m DO gL h) V3 a) arcsin—|
2
3 4
=%; b) ln‘x+\/xz—1 ; ¢) 1n(x+\/x2+9) =1n3; d) In2.
2 0
1 x_3 1 V3
e Al. a) larcthx 2 =£; b) Lln 2 =—Lln5; c) larcsin?;x 6 =£;
2 o 8 12 | .8 12 3 0
2o
1 Ye21 J7
d) l1n(1+\/§). ¢ A2. a) lln(x2 +1) . b) lln(x4 +1) ce) VxZ2+2|
2 2 o 4 o V)
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2 |¥2 Inv2 2 5|2
_In 3
d) V9-x? . e) —arcsinx— ; 1) arcsinex‘ . « A3. a) —~(X2+1)2 ;
2 4 -In2 3
0 0
1 3| 2 3 g Inx)|* 3 41€
b) ——-(9—X2)2 ; €) =-(sinx)2 | ; d) arcsin(—j ; e) —-(Inx)3
3 R . 2 )|," " 4 1

6. Proprietati ale integralei definite (pag. 216)
e E1. a), b) Functiile f sunt marginite si au un numar finit de puncte de

discontinuitate. Rezulta ca sunt integrabile pe [-1, 2], respectiv [0, 3] si

_[_zf(x)dx:j_l (2X+3)dx+.[12(—3x2 +1)dx:0, respectiv ij(x)dx:jjf(x)dx+

+J. (n+ln3j. c) f este continua pe [—E, E} si I:J.O,I (-sinx)dx +
7 2 2 )

+J'2smxdx 2. d) f este continua pe [-2, 2] si I_Jl (x - )dx+j (1 b )dx+

+ _[1 (X2 - l)dx =4. ¢ E2. Se aplica proprietatea de pozitivitate a integralei.

* E4. Se foloseste proprietatea de medie a integralei. a) m=-3, M=7; b) m =0,

Mzg; c) m=—2,M=—%; d) m=%,M=2; e) m:i M=ﬁ

V3’ 3

¢ Al. a) f este continua si IS f(x)dx = Ii(x +2)dx + _[23 x2dx = %3 b) Se aplica

. . e e? € —e2 -2e
teorema lui Lebesque si 1= Io (x—e)dx + L In—dx = — c) f este con-
b

tinua, I= I;(—SX +5)dx + L2 (-x+3)dx + j;(SX -5)dx = % d) f este continua

sil= J'__s(xz + 2x)dx + .f_OQ(—x2 —2x)dx + J';(xz + 2x)dx =4.

e A2. a) f este marginita si are un numar finit de puncte de discontinuitate.

I_zlf(x)dx = J‘_Olldx + I;de + j123dx =6. e) f este integrabila pe [0, 3] (teorema
. .3 1 2 3

lui Lebesque) si Io f(x)dx = J.o (x-2)dx + L (2x-2)dx + J.2 (x+2)dx =4.

2n

e A5. Se foloseste inegalitatea O < X _<x vy x [0, 1], se integreaza pe

x+1
[0, 1] si apoi se trece la limita, dupa n — «. Se obtine limita zero. * A6. a) Se
n n
1

> % _ vxe[0,1],neN b) 0< j dx<j x"dx =

4+x? 9-x%’

c) Avem 0<dJ, <I <

arata ca .
n+1

si se aplica teorema clestelui. ¢ A7. a) Inx > X 1,
X
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V x e[1, 4]. Rezulta ca j In xdx >I —d b) Se arata ca are loc relatia:

2
Cosle—%, vV xe[0,1]. « A8. a) x> x" v x €0, 1], neN:ln(1+X“)2

> ln(l + x““), Vxe[0 1], neN=1I,>I,,,,neN, deci (I,) este monoton. Avem

0<I, <L, Vne N, deci (I,) este marginit. b) Se arata ca ln(1+x“) <x", Vxe

€[0.1]. neN. Rezulta ca I, <[’ x"dx = si limI, =0. * A9. b) sin” x >
0

n+1 X0

>sin™! x, x e[O, g} neN=I >I ;. Din 0<sinx<1,V xe[o, g} se obtine

ca sirul (I,) este marginit. « A10. Din [f(x) -t-g(x ]2 >0, tel xea, b],

prin integrare se obtine: I £ (x)dx - t* - 2I x)g(x)dx- t+I g% (x)dx >0,

V teR. Punand conditia A<0 se obtine concluzia. ¢ Al1l. lima, =%. Din
n—owo

conditia ca f este integrabila pe [0, 1] rezultd ca f este marginita, adica

IM>0, astfel incat |f(x)| <M,V xe[0,1]= U;x“f(x)dx < J;Xn |f(x)| dx <

x" - Mdx = = — 0. Rezulta ca limayI, =0.
0 n+1 0 Il+1n—>oo N—o0

1
J' 1 n Mxl’l+1 M

7. Integrarea functiilor continue (pag. 223)

_ 7 33 ,.,8 1.5 =
El. a) f(i)—£_7~'f£251nxdx— on b) p c) Zlng, d) 1
2 6
* E2. a) g_ i b) E=—=. *E3.a) F'(x)=¢" (x?-4); F'(-2)=F'(2)=0. b) Se

f

foloseste semnul functiei F'.

* Al. Din teorema de medie, exista £ €[a, b] astfel incat J:f(x)dx =(b-a)f(&).

Presupunem ca exista &, & =&, astfel incat I ; x)dx =(b-a)f(§;). Atunci

f(&)=1(&;). relatie care contrazice strict monotonia. Rezulta ca & este unic.

* A2. Din teorema de medie, 3 ¢, €(n, n+1) astfel incat I, =f(§,). Deoarece

2

lim -~ =1, se obtine lim n’l, —hmi g2 .f(&,)=1. * A3. Din teorema de

n—o E.:n n—o n—w

n +n

medie, rezulta ca 3¢, € 1 l , astfel incat Inz(l— L (cn)= !
n+l n n n+l 2
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-arctg(nc, ). Deoarece limnc, =1, se obtine L = hm arctg(nc )=£. * Ad. Se
n n—-w 4

aplica regula lui I'Hospital. a), b) O; c) 2. « A5. a) f este continua pe R, deci
admite primitive pe R. Pentru o primitiva F avem: I t)dt=F(x)-F(0)=x> xcR.

Derivand ultima egalitate se obtine f(x)=2x, x € R. b) Daca F este o primitiva
a functiei f, atunci F(x)-F(0)=F(2x)-F(x), x € R. Derivand aceasta egalitate
se obtine in final ca f este functie constanta. ¢) f(x)=c-e*, ceR.

-2, x e (-, —1]
* A6. g(x)=12x, xe(-1 1) sise studiaza derivabilitatea.

2, xell, +x)

e A7. Daca a=0 si b=xeR, atunci Ixf(t)dt:g(x)—g(o) si jxtf(t)dt:

=xg(x). Rezulta ca g este functie derivabila pe R. Se deduce f(x)=g'(x) s
xf(x)=g(x)+xg'(x), x R Substituind g' se obtine xf(x)=g(x)+xf(x), de
unde g(x)=0,xeR si f(x)=0,xeR.

8. Metode de calcul pentru integrale definite
8.1. Metoda integrarii prin parti (pag. 229)

1
J‘ 1 e2x e2 e2x

02 2 4

1 9 1 e2x ' e2x
e E1. a) Avem: Joxe Xdx:J.OX~ 5 dx=x- 5

Sl ax - n)edx = [ (2x - 1)(e ) dx = (2x ~1)e* | - [2edx = e +1
= . Io( x-1)e x__[o( X — )(e ) x=(2x-1)e ‘O_Io e =e+1-
%2 ' 2 e 2 2
—2e* —3 e. c) I XxInxdx = I lnde—X— Inx —Iex—~ldX=e——
2 ) 12 x 2
2 2 %3 ! 3 e 3 3
L . d) j x?Inxdx = j Inxdx =>—Inx —Iex—~ldx:e——
4 4 3 ) 13 3 3
3 3 2 2 2 2
X =2e +1. e) Ie lnzde:je X’lnzde:XInzx‘e —Je X'2lnX~ldX=
9 . 1 1 1 1 x

= 4¢? —2]62 Inx dx = 4e? —2J.162X'1nXdX=462 —Z(XII’IXEZ —Lezldsz2(e2 —1).

lnx

e In x ——dx. Rezulta ca ZI =

J-elnx =I lnX) Inx dx = In? X‘

.[elIlX

:ln2x‘f: —dx——. s E2. a)J. (x+1)sinxdx = J. (x+1)(- cosx)'dx:
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:—(x+1)cosx|g+.|.gcosxdx:2 b) —E+\F. c) J‘OésinQXdX=J‘OESinx(—cosx)’dx=
:—sinxcosx|g+I(?coszde:—§+ Oﬁ(l—sinzx)dx=—§+£—I§sinzxdx.
Rezulta ca J.(;Ssin2xdx=%(—%+g} d) J.E 5 —dx = I X- ctgx)’dxz
sin® x
:—xctng+Igctgxdx:£+ln(sinx)|% :£+In\/§. * E3. a) I:I;/g x% +4dx =
1 2 1
x“+4)-4
:jﬁx’~ x2 +4 dx = xVx?2 + —_[ dx 2.5 - J. de=
\/X +4
51 —\|® 3445
=2\/3—I+4j dx=2\/g—l+41n(x+\/x +4) . Se obtine 1=J5+2In .
1 VX2+ 1 1+\/6

1

_Il+\/x2 +1

0

aQ 1=, xx? +1dx = jlx(x +1)

‘H—d"fﬁ

—2I;X x2 +1dx =

“L V2L, = j \/_dx IX (./ 2 1)dX:X2 21
0
=2 —2I. Rezulta ca 1=+/2 - 21 +/2 -1, decil:Z*E_l.
5 5e* -1 e" +1 )
e Al. a) 16 —-2¢e“; b) 1 ; ¢©) ; d) 1n(1+«/§)+1—x/§; e) e(sinl-cosl);
f) ——; g) Integrala se scrie lJ‘2xex2 (1 + x2)dx = lJ‘(eX2 )I (1 + x2)dx -..==
41 3’ 5 =g
n+1
n 21 i) om(/5+2)-5.  A2. a)— p) Fh g 3BT ) Z-1n2;
(n+1) 16 48
5 V2 g 1Y NE
e) m e2 -1 —+In—1|; h) I=—|3x-| - dx=...=—+—.
g [ ] ¢ ( 2 ) 2'[2 ( sinzx] 9 3

w2 . 3% 5n \/_ 1 . T )
)T—ln(1+x/§), b) 0 Loy d)— +In(2-V3); &) £+V3-2

V3 3
6

'] f(%]'

-sin X = 4mn. b) I:IOI(X2 —x)e"dx+J‘;(x—Xz)exdx+_|.13(x2 —x)exdx. c) I =

b3 . 27
-arccosxdx =.... g) EJF —1. » A4. a) onsmxdx—jn X-

e +2 - 2
e

=f11(—h”1x—l}dx+je1nxdx+j62(hqx+lex: ¢ A5. a) - b) ae{—§ 2}
e X ! y X 3
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6. a) j il +4)dx j cl j ——d
e A6.a) I = X+ 4 x =1, +4I,.
\/X +4 VX \IX +4 ' 2
L =[x ( )dx x3Vx? + 4 —31=£—3L 12=j0x(\/x2+4)'dx:
1
=xVx2 +4 j x2+4dx=+/5- J.l\/% =5 - I, - 41n(x+\/x +4) .

Se inlocuieste I; si I, in . « A7. a) 4ln2—£; b) e2 +e+2e ! —3. ¢ A8. a) Se

¢

I
integreaza prin parti. b) (In) este marginit, monoton si 2 +1, ;, =—. Se trece
n

=]

la limita in aceasta egalitate si se obtine limita zero. ¢ A9. a) I, :g, L =11, =£

b) Avem O<cosx<1,V xe [O, %} Rezulta inegalitatea cos™ x > cos™'x, V x e

e‘:0,£:| sideci I, I, neN ) L =2=1 1 n>2 1, =% 1, -1.
2 n 2
_ 246-..-2n ! 2\ oo (0 Alo2 2 (2)2
“A10.B) I, = T o1L,=[ (1-x°) dx—_[o[cn—cnx +Ch (%) -
3 N n 1 1 -1)"
-Ch (x*) +.+ ()" Ch (x?) ]dx=Cg—§CL+gC§—...+%C§.
¢ All. a) 10=1—1,11=1—2 12_2—— b I, f x" (e X)’dX:—e_x~Xn‘l+
(S 0

1 1
+ _[ Onxn’le’xdx =——+nl, ;. ¢) Se demonstreaza prin inductie. Pentru n=1,
e

3 1 . e u (n-1)! 1 1
rezulta I, =1-—, egalitate adevarata din a). Daca I, _; = e—|1+—+.. ,
e e ' (n-1)

! !
din b) rezulta In=—l+nln71=—l+i e-— 1+i+i+___+ 1 _n
e e e 11 2! (n-1)! e

1 1 1 1
Je—[1+—+—+...+ +—
1! 2! (n-1)! n!

8.2.1. Prima metodéa de schimbare de variabila (pag. 236)
*El.Db) .[_116XZ ~(2X3 + 1)4 dx = _[_11(2X3 + 1)' (2X3 + 1)4 dx = jjl u'(x)- ut (x)dx =

5
I t4dt— t % c) I:éjilzu’(x)-u_3 (x)dx:%J‘:t_Sdt, etc. d) I=

-1
1

o, 1 2 1 2 2 1
:Jllu (x)-us (x)dx:L3 t3dt, etc. e) 5(1—2\/5); 1) %; g) 5; h) In3;
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i)ln\f ) 13 K B Vg E2e L glis;c)e—«/gzd)%:
3+2\/—

2443

1 12 . n+In4 \F+3
-Al.a—l —;b—;c e ; \/§+ _— —;
Jgingiblgie) paie) ——: 1 S 895

e) g; f) - g) —1 h) 21n (1+\/§). ¢ E4. a), b) Functia este impara.

h) 4(V3-1); i)I:J‘lf L )
X2 1+ 1_|_ -

22 [_l) .;dxzi; k) _; 1) I:"-l .;dx; se
1)2 6 24 EXS 1 1
1_(_) I+ 5+
X

alege u(X)=L2; m) I:J‘_II,/(X+3)2 +1dx; se alege u(x)=x+3;
X

2
)I_J-S 25 ( ;j dx; se alege u(X)ZX—§~

. B
«A2.3) 1+2In2: b ) )1_j € dx:j1 U gy = 1028 . @) metL,
3 07X, 1 0 u(x) e+1 e

f) I—Ll:j_\/x—ldx=1n(ex+\/ezx—1)

In2 . 1
Se scrie ——=

03 J.ln\/—\/i 2 1
e ™

=——— sisealege u(x)=e*. ¢ A3. a) —ZlnS;

Tc .

NErey 643
4 o . b a7
e) E; f) 1-Inv2; g) E; h) ln(1+\/§): i) —E+ln(2+\/§), -

In2

* A4. Se transforma produsul de functii trigonometrice in suma. a) —%; b) O;

1({n 3 1 4
c)0;d) —|=—— . e I=| —- -sin2"xdx, etc. * A5. a) In+/3; b) 24/3; ¢) —;
) )8(3 4j) Jogn ) Iny/3; b) 2V3; e 2
n 13 T Ztgg
d) -—+—; e) ———. ¢ AG6. a), b), c) Se pot folosi formulele sinx =—=—,
4 15 62 1+1t02 X
g .
2
1-tg? >
cosx——2 d) Se pot folosi formulele: sinx =——=——, cosx =

tgx 1
1+tg g +«/1+tg2x’ i«/1+tg2x
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8.2.2. A doua metodéa de schimbare de variabila (pag. 240)

e E1. a) Se alege u:{i, 1} —{g 2] u(x) =1++/x, bijectiva, derivabila,

!

u‘lz[gﬂ}—{i, 1},u‘1(t):(t—1)2 si (u™) (1) =2(t-1); f:[g,%—)D,f(x):

5 . 2.5 t7 t° 1
=Xx". Se obtine I:IEt 2(t-1)dt=2 — % . etc. ¢) 2—n+4atctg§;
2

3

d) 2(1+2lnéj. e E2. a) 3( +In= j b) lnE
5 2 2
e Al. a) u(x)z?/gg b) u(x)=e*; ¢) u(x)=+v1+3x; d) u(x)= 1 .
x2 +

*A2. a) u(x)=ve*-1; b) u(x =9x; ¢) u(X)=\/§; d) u(X)=\/ﬁ.
* A3.a) u(x)=-x; b) u(x)=—x; c) u(x):%-x,

CAPITOLUL III. APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE
1. Aria unei suprafete plane (pag. 273)
7 9 1 1, 5.
*El.a) —; b) /2 +—arcsin—; ¢) —In> — —ln—
) 2 ) 2 3 ) 4 3 91 ) 9 8 5

2
. E2. )E b)— )— @ 21).0E3 )—b)@ c)%;d).rlz

:J._l(—2x+x )dX+J‘0 (2X—x2)dx+J23(—2x+x )dx:4.

* A2. a) Se aleg f, g:[-2, 2]—>\D,f(x)=X2, g(x)=8- x2 ana(l"fg) j [(8 X)

—xﬂdx:%; c) Al=2(j§¢6§dx+j;\/16—x2dx),Azznﬂ—Al,r:4. * A3. ZT;‘

13 5 , 1 1 1
—2+tg— * A4. 5 ¢ A5. A:L—f(x)dx. * A9. .r/:jo(x+1)xdx<joedx=e.

9 _m)?
e All. aria(l"f):%, aria(rf’g):ﬂ,

2
. £+£ ,a% =12. « A13. aria(l"f)=1+ln212+2—a+6, a =-3, respectiv a =0.
4 6 a“+4a+6

b) 2.

m=2-34. ¢ A12. aria([})=2a”-
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2. Volumul corpurilor de rotatie (pag. 279)
2567 i

*El. a) BER b), c) X d) 67 €) [1+1n4j ﬂ— g)— h)(

2 T
i) (—+ln9jﬂ: « E2. a) —6 b) n[l——) o "m. g %{ez —1}

a+1)’(3-a)+a*
12

4 2 3
e A4, E(l5—161n2); e A5. 117n. * A6. Tc_.‘l(arccosx)2 dx—njl(x—xz)dx=
2 0 0

=%(6ﬂ:—13).

3. Calculul unor limite de siruri folosind integrala definita (pag. 285)
*El. lima, = I;f(x)dx, unde: a) f(x)=x: b) f(x)= x*: ¢) f(x)= Jx;

1 1
— g (X)) =—.
V1+x2 4 -x?

1 1 X
——: b) f(x)= ;ce) f(x)= ;
x> +3 ) ( ) V1+x ) ( ) 1+x

d) f(x)=xe ™. ¢ A2. Functiile care se integreaza pe intervalul [0, 1] sunt:

d) f(x)=1+1X2; e) f(x)=e"; ) f(x)=

e Al. lima, :jlf(x), unde: a) f(x)=
n-—»o 0

2
8) f(x)=——: b) f(x)=——: ¢) f(x) ==L

X -4 9-x

)= ;d) f(x)=In(x+1).
* A3. Se considera f:[0, 1] > R,A, = (O, l 2 Ej, si punctele intermediare
n n n

2k -1 X 2k -1 1
,f(x)=—— 1) == f(x)= ) =
2n (x) J1+x2: e 2n () x? +1 F’k

3k-1 (k-1 k 1 VkZ -k +1

~am E[T’;}f(x):m‘ D &= T M) =y o Ak Se

& astfel: a) &, =

1 n
aplica exercitiul rezolvat 3. ¢« A6. a) lima, = ax In2; b) a, = Z
n—w O0x+1 n;;

k? - f(k) e[k 1 k

}k 1 n e A7.a) a,
n n

=R
LSS
nsl+g S = (k+1)

e‘:ﬁk}kzl_ a, =
n n
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