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PREFATA

Manualul se adreseaza elevilor clasei a XI-a de la urmatoarele filiere:

— filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
(trunchi comun si curriculum diferentiat) — 4 ore/saptamana;

— filiera vocationald, profil militar MApN, specializarea matematica-
informatica (curriculum diferentiat) — 4 ore/saptamana.

Acesta este conceput pe baza noului curriculum elaborat pentru
clasa a XlI-a, orientat pe formarea de competente, valori si aptitudini
dobandite de elevi in actul invatarii, elemente care vor da acestora
posibilitatea sa perceapa mai usor diversele dimensiuni ale realitatii
cotidiene g1 sa aplice metodele matematice in cele mai diverse domenii.

Manualul este alcatuit din doua parti distincte, conform programei
scolare.

Partea intai, Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare,
cuprinde capitolele Permutdri, Matrice, Determinanti si Sisteme de ecuatii
lintare. Partea a doua, intitulata Elemente de analizd matematicd, continua
pe un plan superior studiul functiilor reale de variabila reala, pornind de la
proprietatile generale studiate si adaugand noi elemente specifice. Acest
studiu se realizeaza in capitolele Limite de functii, Continuitate, Derivabilitate
s1 Reprezentarea graficd a functiilor.

Partea teoreticd a manualului este redata intr-o maniera directa,
definind noile notiuni si apoi prezentand aplicatiile care le impun, sau se
porneste de la unele situatii-problema care motiveaza introducerea si
aprofundarea diferitelor notiuni. Lectura grafica este deseori folosita pentru
intuirea sau ilustrarea proprietatilor unor functii particulare sau clase de
functii ce urmeaza a fi studiate. Demonstratiile teoremelor sunt realizate
intr-o maniera cat mai accesibila elevului. Pentru unele teoreme mai
complexe nu s-au dat demonstratiile, dar s-a indicat prin simbolul [.]
bibliografia adecvata pentru studiul individual.

Partea aplicativa a manualului este constituita din:

* exercitii si probleme rezolvate (se explica si se exemplifica modul de
aplicare a noilor notiuni, se dau sugestii de rezolvare prin diferite metode si
procedee);

* teste de evaluare plasate dupa grupuri de teme sau la sfarsit de capitol;

* seturi de exercitii si probleme propuse.

Exercitiile si problemele propuse sunt structurate in trei categorii:

a) Exercitili si probleme pentru exersarea notiunilor de baza dintr-o
unitate didactica, notate cu litera E.



b) Exercitii si probleme pentru aprofundarea cunostintelor acumulate,
notate cu litera A. Parcurgerea lor creeaza posibilitatea aplicarii notiunilor
invatate in contexte variate, determina realizarea de conexiuni intra si
extradisciplinare.

c) Exercitii g1 probleme de dezvoltare, notate cu litera D, pentru
initierea unui studiu mai largit (investigare) al unor teme, avand nivel
ridicat de dificultate.

Acestea vizeaza aspecte mai profunde ale unor notiuni si pot fi folosite
pentru pregatirea olimpiadelor, pentru initierea unui studiu mai largit al
unor teme matematice, pentru referate pe baza unei bibliografii adecvate.

Ca modalitati complementare de evaluare se mai intalnesc:

+ Teme®, care solicitda demonstrarea unor rezultate folosind metodele
intalnite in lectie, sau sunt aplicatii directe ale unor modele de rezolvare si
care pot fi parcurse in clasa, individual sau pe grupe de elevi;

+ ,Temele de proiect”, care au scopul de a stimula pe elevi in studiul
matematicii, in dezvoltarea creativitatii si capacitatii de investigare,
deschizand trasee individuale sau colective de studiu si invatare;

+ ,Teste de evaluare finala“, continand seturi de probleme care urma-
resc verificarea cunostintelor acumulate de-a lungul anului scolar.

De asemenea, secventele ,/Teme“ care apar in cadrul problemelor
rezolvate si ,/Teme de proiect” au si scopul de a da elevilor posibilitatea sa
comunice in realizarea sarcinilor didactice primite.

Manualul se incheie cu Raspunsuri si indicatii de rezolvare pentru un
numar semnificativ de probleme propuse.

Autorii



W Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare . PERMUTARI

ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL
91 SISTEME DE ECUATII LINIARE

CAPITOLUL 1. PERMUTARI
@Nonumu\ DE PERMUTARE

In clasa a X-a s-a definit notiunea de multime finita ordonata si s-a deter-
minat numarul de functii bijective f : A — B, unde A s1 B sunt multimi finite.

Fie A={a, a,,..,a,} o multime finitd cu n ele- | @ NE REAMINTIM!

mente, neN". Fie A={a;, a,,...,q,}
sif:{L,2,..,n}>A

+ DEFINITIE C o
o . ) functie bijectivd.
» Se numeste permutare a multimii A, oricare |, p,oiheq (A. f) se

multime ordonata formata cu elementele acesteia. . e
’ numeste multime finita

O permutare a multimii A se poate scrie sub | ordonata.

Fie A si B multimi avind

cardinalul |A|=n, |B/=m.
Se observa ca aceasta permutare este descrisa de | « Numdarul functiilor

functia bijectivd f: A — B, f(a,)=a, ,ke{1,2 .., n}, |bijectivedelaA la B este:

{0, n#m

nln=m V

forma (ail, i 5 eens ai“), unde 1, 1,, ..., 1 e{l, 2, ..., n}.

descriere care poate fi reprezentata si sub forma
urmatorului tablou:

a, a, .. a .. a,
a, a, .. 8 .. a

Pe linia intai a tabloului sunt scrise elementele multimii A, iar pe
linia a doua sunt scrise valorile functiei f, valori care sunt elementele lui A
scrise in ordinea data de functia bijectiva f.

De asemenea, functiei f i se poate asocia functia bijectiva:

c: {1, 2, .y n} - {1, 2, .y n}, G(k) =1,, functie care poate fi reprezen-

1 2 .. kK .. n
tata sub forma: | . . . R
L, 1, ..o 1, .1
In acest mod, permutarea (ail,aiz,..., ain) a multimii A este bine

descrisa de functia bijectiva o.
De aceea studiul permutarilor multimii finite A cu cardinalul |A| =n

se poate face studiind permutarile multimii {1, 2, ..., n}, adica a functiilor
bijective o: {1, 2, ) n} - {1, 2, s, n}.
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+ DEFINITIE

Io Se numeste permutare de gradul n a multimii A:{l, 2, sy n} orice

functie bijectiva o: A — A.

Multimea permutarilor de gradul n se noteaza S , iar elementele ei se
vor nota de regula cu literele grecesti o, 3, 6, a, B ..., eventual insotite de indici.
Se obignuieste ca o permutare ¢ de gradul n sa se reprezinte astfel:

(1 2 3 .. k .. n
°“lo(1) o(2) o(3) .. o(k) .. o(n)/f
Cardinalul multimii S, este: |[S,|=n!.

1" Exemple

a) Pentru n=1, A={1} §i S, = {G]}

1 2 1 2
b) Pent =2,A=1{1,2' s1 S, = , .
) Pentru n { }sl 9 {(1 2] {2 1]}

1 2 3)Y(1 2 3)(1 2 3
c) Pentru n =3, A:{l, 2, 3} s1S, :{[ j,[ j,[ j,

' 1 2 3 1 3 2 2 31

1 2 3 1 2 3 1 2 3
21331 2)\38 2 1)|

PERMUTARI DE GRADUL n PARTICULARE

1 23 ..k ... n

se nhumeste permu-
123 .. k .. n

a) Permutarea ecS _,e= [

tarea identica de gradul n.
b) Permutarea §; €S, de forma:

12 3 ... i1i-1/1 i+1 ... k .. j=-1/3 j+1 .. n
= . N . . N . , care
123 .. 1-1/3 1+1 ... k ... j-1/1 j+1 .. n

schimba doar elementele 1 g1 j intre ele, celelalte ramanand neschimbate, se
numeste transpozitie.
Transpozitia &, poate fi descrisd prin urmatoarea lege de corespon-

jj

denta:
Lk=j
Sij(k): k=1
k,k#1, k #]
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IS° Exemplu
Pentru n =3 exista transpozitiile:

1 2 3 12 3) 123
612 ’613
2 13 321 13 2)

Se observa ca 8,, =98,,, 0,5 = 04, 0,3 =0y,

@) OPERATII CU PERMUTARL. PROPRIETAT!

2.1. COMPUNEREA PERMUTARILOR DE GRADUL n

Fie 6,8 €S,. Deoarece aceste permutari au acelasi domeniu si acelasi
codomeniu, are sens operatia de compunere a acestora, obtinidndu-se
functiile 608 si oo pe multimea A={1,2,..., n} cu valori in multimea A.

Permutarile o si & fiind functii bijective, se obtine ca functiile
609, 600 sunt functii bijective, deci permutari de gradul n.

Asadar, compunerea permutarilor ¢, 5 €S sau produsul permuta-
rilor o, § €S, este permutarea God: A —> A, (G o 8)(k) = G(S(k)), vV keA.

Compunerea de permutari co 8 se noteaza mai simplu cd.
Operatia care asociaza oricaror doud permutari o, 6 €S, permutarea

cd €S, se numeste operatia de compunere (inmultire) a permutarilor
de gradul n.

Daca G:[G(ll) 0(22) c(nn)]’sz[s(lm 652) a(nn)}’ atunci pro-

1 2
dusul o6 se scrise sub forma 8 :L (

(5() o) - (o))

" Exemplu

4 Tema
Fie 6,8683,02(1 2 3],6:(1 2 3]. Efectuati:

31 2 1.3 2 123 4)(123 4)

S3 caleulim o8 si do. 2,13 2ls 21 4f
{Avgmg - . , 5 b) [1 2 3 4][1 2 3 4]_

oo = = 142 3)\12 3 4)
{3 1 2)[1 3 2] [0(5(1)) o(8(2)) "(5(3))J (28412384
(1 J={123] Il 2 3 4)la 3 2 1)
s(1) o(3) o(2)) |3 2 1 V
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o3 5 36 2 ooty sty st letr o0 o) 1 )

Se observa ca o0 # 0.

2.2. PROPRIETATI ALE COMPUNERII PERMUTARILOR DE GRADUL n

[ P1. Proprietatea de asociativitate
Compunerea permutarilor de gradul n este operatie asociativa:
Vo,a,BeS, = (ca)p=c(ap).
Aceasta proprietate rezulta din faptul ca operatia de compunere a
functiilor este asociativa.

[ P2. Proprietatea elementului neutru
Permutarea identica de gradul n, eSS, , este element neutru
pentru operatia de compunere a permutarilor de gradul n:
V ceS,_, au loc egalitatile ce =ec =o0.

@ P3. Orice permutare de gradul n are inversa.
VoeS,3c'eS, astfelincat oo’ =c'c=e.
Permutarea ¢ ' se numeste inversa permutarii c.
Pentru determinarea inversei permutarii

(1 2 k .. n - .
o7 6(1) 6(2) G(k) cs(n) Se au 1n vedere corespondentele

k5 o(k) si o(k)Dk Asadar, 0-1:["(11) 0(22) Gi{k) Ggln))’

dupa care se ordoneaza prima linie.

=" Exemplu

1 23 45
Fie permutarea de gradul 5, ¢ = [ ]

4 51 3 2

4 51 3 2

Inversa permutirii ¢ este permutarea ¢ ' :{1 9 3 4 5}, care dupa ordo-

1 2 3 45

narea liniei intai devine: ¢ * =
35 4 1 2

]. Se verificd usor cd o6 ' =c 'c=e.

[ P4. Compunerea permutarilor de gradul n nu este operatie comutativa.
Asadar, 3o, 5€S, astfel incat od # do.

1" Exemplu
1 2 3)1 2 3 1 2 3
cd = = .
(2 1 3](1 3 2) (2 3 lj

8
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5 1 2 3)1 2 3 1 2 3
G = = .
1 3 2)\2 1 3 3 1 2

Se observa ca od # 8o.

2.3. PUTEREA UNEI PERMUTARI DE GRADUL n

Fie 6€S,. Notdm ¢’ =e, ¢' =0, ¢ =0c0.

Pentru n eN’ se defineste 6" =c™ ' -o.

® PROPOZITIE
Fie o €S,. Au loc relatiile:

a) c"c"=0c"",Vm,neN;

b) (Gm)n =oc™,Vm,neN

Demonstratia se face folosind asociativitatea operatiei de compunere (temé).

Problema reyolvalic

1 2 3
B FieoceS,, o= . S& se calculeze ¢°, ¢°, ¢*, ¢'®
4 3 1 2
Solutie P
ema
Avem: o’ =00 = 123 4)(1 23 4 _ Calculati:
4 31 2)\4 3 1 2 )(1 9 3]91
a ;
(12 3 4 13 2
2 1 4 3/) (1234]100
b) :
s o 1 2 3 4)(1 2 3 4) (1 2 3 4 341 2
— - ' 123 4 5"
21434312 (38421 c)( J
315 4 27

. 1 2 3 4)(1 2 3 4
O =00 = =
3 4 2 1){4 3 1 2
1 2 3 4
1 2 3 4
425+3

25
o™ =o"?c* (G) o’ =ec’ =c°.

2.4. PROPRIETATI ALE TRANSPOZITIILOR

P1. Fie §; €S, o transpozitie. Au loc relatiile:
a) 8, =3;; b) & =e; c) &' =3,.
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Demonstratie
a) Se foloseste definitia transpozitiei.

b) (Sij °8; )(1) =8;(j)=5 (Sij ° Sij)(j) =8; (1) =]
Pentru k =i, k # j avem (5,8, )(k)=35;(5; (k)) =3, (k) =k.
Asadar & =e.

c) In egalitatea §, o5, = e, compunand cu 5;' se obtine 5, =5;".

E CONSECINTA
< . , n(n-1)
Numarul tuturor transpozitiilor de gradul n este C; = —
Demonstratie ' __ | ONE REAMINTIM!
Intr-adevar, din proprietatea a) rezultd ca " n!
numarul tuturor transpozitiilor de grad n este egal n= (n—k)!k! 0
cu numarul submultimilor {i, J} ale multimii " n!
{1, 2, ..., n}, numér egalcu C.. W " (n-k)’
k
P2. Orice permutare de gradul n se scrie ca produs | * Cx =%.
de transpozitii. Aceasta scriere nu este unica. k I/

Kl Sa se scrie ca produs de transpozitii permutarea de gradul 4:

1 2 3 4
c= .
3 4 21

Solutie
Se observa ca 0(1)=8, adica 6(1)7&1. Pentru a schimba 3 cu 1 se

considera transpozitia §,, si se face compunerea:
1 2 3 4\(1 2 3 4 1 2 3 4
8,0 = = =oc,. Deoarece o,(2)=4,
3 21 4)\3 4 21 1 4 2 3
adicd o,(2)#2 pentru a schimba 4 cu 2 se alege transpozitia §,, si se efec-
5 1 2 3 4)\(1 2 3 4 1 2 3 4
tueaza compunerea: J,,0, = = =0,,.
14 3 2)\1 4 2 3 1 2 4 3 '
Asadar, §,, =3,,6, =§,,8,;,0. Compunand la stanga cu §,;, =3§,, si apoi
cu 8, =8, seobtine 6=35,,8,,3,,.
O altd descompunere se obtine considerand transpozitia §,, si
1 2 3 4

efectuand od,, =
1 4 2 3

J:el. Apoi se considera transpozitia §,, si se

10
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efectueaza 0,9,, =6,,. Asadar §,, =0,9,; =9,,8,;. Compunand la dreapta cu

5,5 =8,, siapoicu §,, =8§,, se obtine 6=35,,3,,5,,.

INVERSIUNILE UNEI PERMUTARI
SEMNUL UNEI PERMUTARI

Fie ceS, sii,je{l, 2, ..,n},i<]
«»» DEFINITIE
I o Perechea (i, j) se numeste inversiune a permutérii o dacd o(i)>o(j).

Numarul inversiunilor permutarii ¢ se noteaza m (G).

I Exemplu
1 2 3 4 5
Fie ceS;, 0= .
4 3 51 2

Inversiunile acestei permutari sunt perechile (1, 2), (1, 4), (1, 5), (2, 4), (2, 5),
(3,4),(3,5). Asadar m(o)="17.

= O0BSERVATII
1. Permutarea identica e are m (e) =0.
2 3 .. n-1
2. Permutarea n= n " are m(n)=1+2+..+(n-1)=
n n-1 n-2 .. 2 1
_ n(n—l) e
2 n

3. In general are loc relatia 0 < m(c)<Ci, VoeS,.

L)

% DEFINITII

« Se numeste semnul (signatura) permutérii o, numérul ¢(c)= (—1)m(6).

*

e Permutarea ¢ se numeste permutare para daca s(c) =1.

e Permutarea ¢ se numeste permutare impara daca s(c) =-1.

= PROPOZITIA 1

Orice transpozitie este permutare impara.

Demonstratie
Fie transpozitia §; €S . Pentru 1<k <}, inversiunile acestel transpo-

zitil sunt toate perechile (i, k) si (k, j)la care se adauga perechea (i, j).

11
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Avem m(Sij) =2(j-i-1)+1=2(j—1)-1. Asadar, S(Sij) = (—1)2071)?1 =-1 si, ca

urmare, 9§, este permutare impara. B

E PROPOZITIA 2
Fie neN si 8eS,. Atunci &(c)= [] oli)=cl)

1<i<j<n J—1

Demonstratie
Produsul din relatia (1) are C? factori. Daca G(j)=k si G(i)zl,

atunci k =1 (o este functie bijectivd). Pentru k > 1, factorul ofj)—o(i)=k-1
se simplifica cu factorul (k - l) de la numitor, obtinandu-se 1.
Pentru k <1, prin simplificare, se obtine —1, iar perechea (i, j) este

inversiune.

Dupa toate simplificarile se obtine [ ] M = (—l)m(c) =¢(c). W

1<i<j<n ]J—1

" Exemplu

. 1 2 3
Fie G=(3 1 2}.
o) 28 228 20 ()= (1) (- -1

Asadar o este permutare para.
Signatura compunerii a doua permutari se poate calcula folosind
urmatorul rezultat.

Avem H -
1<i<j<3 J—1

= PROPOZITIA 3

Daca o, 8e$S, atunci &(c8)=¢(o)e(3).
Demonstratie
Folosind Propozitia 2 avem:

oy °8()=0(8()) 1 o(8(3))-o(8(1)) 1 3()-3(i)
S R R O T | S
=¢(c)-&(3), ceea ce justificd enuntul. B

A Tema
1. Fie 6,8 S,. Sa se demonstreze ca:
a) od este permutare para < ¢ si 8 au acelasi semn;
b) 68 este permutare impara < o si & au semne diferite.

2. Si se stabileasca semnul permutirilor o si c7.

12
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® PROPOZITIA 4
Fie A, multimea tuturor permutarilor pare de gradul n. Atunci

!
cardinalul acestei multimi este |An| = %

Demonstratie

Notam I, =S, \ A,. Definim functia f: A, =1, f(6)=0c-6;, unde 5,
este o transpozitie fixatd. Demonstram ca f este bijectiva. Fie o, BeS, si
f(a)=1(B). Rezultd succesiv ad,; =pd; = (ad;)3;' =(B3;)8;' = o =P, adica f
este injectiva.

Fie 0€l,, &(0)=-1. Avem 0-5, € A, deoarece 8(66ij):S(G)S(Sij)z(—l)(—l)
sif (OSU) =030, = 0. Rezulta ca functia f este surjectiva. In concluzie, f este

bijectiva si |An| =|In|. Deoarece S, =A Ul si A NI =9, rezulta egali-

tatea |A, [T, |- 2. @

y’wﬁkmwiWa/d
&  Sa se determine:
a) numarul permutarilor pare din multimea S;;
b) cardinalul multimii S, dacd |A,|=15(n—-2)!.
Solutie
. S:| 8!
a) Avem egalitatea |A8| = =5 20160.
. n! . . n(n-1)
b) Avem relatia > " 15(n - 2)!, care este echivalenta cu —y - 15.

Se obtine n =6. Rezulta ca multimea S, are 6!=720 elemente.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE

El. Fie A o multime nevida cu n ele- ) 1 2 3 4

mente. Sa se determine gradul per- a) o= 4 3 1)

mutarilor ei stiind ca S, are: 1 2 3 4

a) 24 de elemente; = [3 9 1 4}

b) 720 de elemente;

c) 5040 de elemente. b) 6= 12345 ,

4 3 5 2

E2. Sa se calculeze on, 7o, o, n2, (cn)3 R o [1 2 3 4 5]

in cazurile: 2 513 4)

13
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E3. Fiec,SeS5,c=1 234 5, c)o-=1 2 345,
215 3 4 3145 2
5=[1 2 3 4 5] Sa se calculeze ', ¢2%, &*°7 in
1.2 45 3 fiecare caz.
a) Sa se verifice daca ¢6 = 8o si
12 3 4
(0'5)2 =§%". E6. Fie o=[3 42 J. Sa se determine
. . -1 o1 -1 1g-1
b) S se determine o7, 5", (08) 05 multimea M= {c, o2, 6%, ..., o8, }
. <. 1 2 3 4
E4. Fie permutarile ¢ = ( 3 4 1 2} E7. Sa se scrie transpozitiile de gradul 4,
respectiv 5.
_ 1 2 3 4
B= 4 2 1 3/ E8. Sa se determine numarul inversiu-
Sa se rezolve ecuatiile xa=p si nilor si signatura permutarilor:
5 oo 1 2 3 o 1 2 3 4
By =o' 2 3 1) 4 21 3)
E5. Sa se arate ca existd keN' pentru Bz[l 2 3 4 5]
care c* =e, in cazurile: 53241
1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 45 6 7
a) o= ;b) o= ; 0= .
31 2 4 3 1 2 75 6 1 4 3 2
APROFUNDARE
. . 1 2345 A3. Fie ceS,. Sa se arate ca exista
Al. Fie permutarile:c = , .
3145 2 k eN astfel incat c* =e.
1 2 4 1 2 4
e=[2523?)’8=[5123i} A4. Fie ceS 12345
. Fie 6eS;, o= .
5 2 315 4
a lcul “1g-1g! .
2) Sal se calculeze obs, o707 c", Sa se determine 6", neN".
(890‘)_ .
A5. Sa se determine neN’, stiind ca
b) Sa se calculeze c2°%7, 92003, ¢2010, ! < L sti
< . S, are 45 de transpozitii.
c) Sa se rezolve ecuatiile ox =90, ’
oye = 0, 2520 = 200052006 A6. Fie A, multimea permutarilor pare
ale unei multimi cu n elemente. Sa se
A2. Fie a,BeS;, o= 12345 , determine n, stiind ca A are cardi-
52134 nalul:
1 2 3 4 5 n+4)! n+3)!
p= . a) (n+4) ; b) (ne3)t
4 31 2 5 6! 28-4!
a? Sa. se (%etermlne numarul de inver- |l o o o, e S,
siuni si signatura acestor permutari.
b) Sa se rezolve ecuatiile o''x=p"", =(1 234567 8)
. 5364 i 21 j)
a301x[31027=( OLB) 2005’ ox=x0, ox = xp. 1 )

14



B Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare ® I. PERMUTARI

AS.

A9.

B

Alo.

123456 78
1k 5p 32477/

Sa se determine permutarile astfel
incat o sa fie impara, iar ¢ sa fie

para.
9 o) - o)

Fie c,aeS,, G:[G 1) 0(2)
1 2 n

si a=[0(n) o(n-1) 0(1)}

Stiind ca m(o-):k, sa se calculeze
m(a).

Se considera permutarile:

1234... nn+l1n+2 ... 2n
=[2468... 2n 1 3 .. 2n—1]’

1234... n n+l1 n+2 .. 2n
=[1357...211—1 2 4 ..2nJ'

a) Sa se determine m(a)+m(B).

b) Sa se determine neN pentru
care o este permutare para, res-
pectiv B este permutare impara.

Sa se scrie ca produs de transpo-
zitii permutarile:

D1.

D2.

All.

Al2.

Al3.

Al4.

Al5.

Sa se determine permutarile
c,8€8S,, in cazurile:

a) 0'(1) _ 0'(2) _ o-(n)

1 2 " n ;
.2

Fie a, B €S,. Sa se arate ca:

a()_a(®)_ _a(n)
B() " BE) "B

a=f<

Sa se rezolve ecuatiile:
123

a) x’= ;
31 2
1 2 3 4

b) x%= 5
4 3 21

, (123 456

c) x“ = .

51 6 3 4 2

Fie numarul 5213. Facand toate
permutarile cifrelor acestui numar
si ordonand crescator numerele ob-
tinute, sa se precizeze ce loc ocupa
in sir numerele:

a) 2135; b) 3521; c) 5213.

natural

Se considera numarul

[1 2 3} [1 2 3 4) a,a,aza,a; = 25143.
a) o= 5 b) ; 3
2 31 4 1 2 3 Sa se calculeze suma
) 123435 s= ZSao‘(l)ac(Z)ac(S)ac(4)ac(5)'
Ol 21 3 4) ’
DEZVOLTARE

Sa se determine toate permutarile
ceS,, n>3 astfel incat numerele

1+0(1), 2+c(2), ves n+o(n) sa for-
meze:

a) o progresie aritmetica;

b) o progresie geometrica.

Se dau numerele strict pozitive

a; <a, <..<a,. Sa se determine per-

mutarea ¢ € S, pentru care suma:

15

Ds.

n

a) este maxima (minima);

i1 Ai4(4)

n
b) Zaiac(i) este maximi (minima).
i

Fie HcS,, H#J cu proprietatea ca
Vo,0c H= 00 H. Sa se arate ca:
a) permutarea identica e € H;

b) daci ceH=> o' ecH.



W Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare . PERMUTARI

D4. Fie ceS,, n23. Daca ca = aoc, D5. Sa se studieze surjectivitatea func-

VaeS,, atunci c=e. tiei £:8, > 8,, f(a)=a’.

TESTE DE EVALUARE

Testul 1
1 2 3 4 1 2 3 4
O 1. Fie permutarile o= , 0= .
3241 4 1 3 2

a) Sa se determine c9, 6o, o', 071

b) Verificati daca are loc egalitatea (cse)_1 =007

. L. 1 2 3 45 1 2 3 45
O 2. Fie permutarile o= , 8= .
32415 25431

a) Sa se calculeze o1, 87, 2003, 52006,

b) Sa se rezolve ecuatiile ox =35, dxc™** =52,

1 2 3 45 6 7
O 3. Sa se determine semnul permutarii c€S;, daca o :( ]

6 73 45 1 2

Testul 2

1 2 3 4 1 2 3 4
O1. Fieo,meS,,o= , = .
2 341 2 4 31

t_esind=e

b) Sa se rezolve ecuatiile ¢***x = n*’!, yo'*® = n.

a) Sa se verifice daca o

Q 2. Saserezolve in S; sistemul de ecuatii:

12 3)

31 2)%7Y

123 (12 3 °

X- = y

2 31 31 2
12383456178
78 65 341 2)

a) Sa se determine m (o) si &(o).
2

0O 3. Fie ce8S,, 0'=[

b) Cate solutii are ecuatia x" =c?

123456]

QO 4. Sa se scrie ca produs de transpozitii permutarea ¢ =
’ 6 34215

16



M Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare ® Il. MATRICE

CAPITOLUL II. MATRICE

TABEL MATRICEAL. MATRICE
MULTIMI DE MATRICE

Sa consideram urmatorul enunt din domeniul economiei.

,Un depozit de materiale se aprovizioneazd esalonat pe o perioadd de
4 luni cu un anumit produs dupd urmdatorul plan:

—in prima lunda se aprovizioneazd cu 100 de bucdti, la pretul unitar de
3 000 unitdti monetare (u.m.);

—in a doua luna se aprovizioneazad cu 120 de bucdti la pretul unitar de
3500 u.m.;

— in luna a treia primeste cu 10 bucdti mai putin decdt in luna
precedentd, cu pretul pe unitate de produs de 3 200 u.m., iar in luna a patra
comandd o cantitate dubld fatd de prima lund pldtind 3 200 u.m. pe uni-
tatea de produs.”

Pentru tinerea unei evidente cat mai clare, aceste date pot fi ordonate
si clasate in diverse moduri, astfel incat obtinerea unor informatii legate de
acest proces de aprovizionare sa se realizeze cat mai eficient.

Astfel, datele de mai sus pot fi grupate intr-un tabel de forma:

Luna 1 2 3 4
Cantitate 100 120 110 200
Pret unitar 3 000 3 500 3 200 3 200

Intr-un mod mai simplificat, aceste date pot fi reorganizate intr-un
tabel de forma:
1 2 3 4

100 120 110 200 | sau (
3000 3500 3200 3200

100 120 110 200
3000 3500 3200 3200)

Un astfel de tabel se numeste tabel matriceal.

Primul tabel matriceal este format din 3 linii si 4 coloane (este de
tipul 3x4), iar al doilea tabel matriceal este format din 2 linii si 4 coloane
(este de tipul 2x4).

Daca se ia in considerare numai linia care contine cantitatile
achizitionate lunar, se obtine un tabel de forma (100 120 110 200) numit

tabel matriceal linie.

17



M Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare  1I. MATRICE

Daca se considera numai datele care caracterizeaza fenomenul in luna

3
. . 110 .
a treia se obtine un tabel de forma | 110 | sau (3 200), numit tabel
3 200

matriceal coloana.

Asadar, prin organizarea unor date legate de un fenomen in asemenea
tabele matriceale, se stabileste de fapt o corespondenta intre pozitia
ocupata de un numar din tabel gi valoarea acestuia.

Pozitia numarului din tabelul matriceal este usor de identificat printr-o
pereche ordonata de numere naturale (i, j) care aratd cd numaérul se afla pe
linia i si pe coloana j a tabelului.

Generalizarea unei astfel de corespondente, facandu-se abstractie de
natura materiala a datelor folosite, conduce la introducerea unei noi notiuni
matematice.

+» DEFINITIE
eFie mneN si N, ={1,2..,m},N ={12 ..,n} si € multimea
numerelor complexe.
Se numeste matrice de tipul (m, n) cu elemente numere complexe, o

functie A:N_xN_— C, A(i, j) =a

Valorile a; € € ale functiei A se numesc elementele matricei A.

1eN_,JeN._.

ij2

Matricea A se poate reprezenta sub forma unui tablou dreptunghiular
cu m linii si n coloane, astfel:

a;;, A, ... A5 .. A
8y Ay .. Ay, a,,
A =
a; Ay e @y .. 8
Qup Ay, e Apy e Ap

Datoritd acestei reprezentari, in loc de matrice de tipul (m, n) se

poate spune matrice cu m linii si n coloane.
Elementul a;, ieN,_, jeN, se afla la intersectia liniei i (primul indice)

cu coloana j (al doilea indice).
Prescurtat, matricea A se noteaza A = (aij )mgm sau A= (aij)
1<j<n

mxn :
Multimea matricelor de tipul (m, n) cu elemente numere complexe, se no-

teaza -4, (C). In multimea .4, , (C) se disting cAteva submultimi importante:

18



M Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare ® Il. MATRICE

M, ,(R)= multimea matricelor de tipul (m, n) cu elemente numere

reale;

M, (Q)= multimea matricelor de tipul (m, n) cu elemente numere
rationale;

o M, . (Z)= multimea matricelor de tipul (m, n) cu elemente numere
intregi.

Intre aceste multimi de matrice exista relatiile:
My (X)), (Q) M, (R) <A, (C)

CAZURI PARTICULARE DE MATRICE:
Fie matricea Ae.#, , (C), A= (aij)

1. Daca n =1, matricea A este de tipul (m, 1) sl se numeste matrice
all

. a
coloana: A=| %

a

2. Daca m =1, matricea A este de tipul (1, n) sl se numeste matrice
linie: Az(a11 a, .. aln).

3. Dacd m=n, se obtine o matrice de tipul (n, n) sl se numeste

matrice patratica de ordinul n.
Aceasta are reprezentarea urmatoare:

all alZ aln
A _ aZl a22 aZn
anl an2 ann
Sistemul ordonat de elemente (a,,, a,, ..., a,,) se numeste diagonala

principala a matricei A, iar sistemul ordonat de elemente
(aln, Ay gy eees anl) se numeste diagonala secundara a matricei A.

Suma elementelor de pe diagonala principala a matricei A se numeste
urma matricei A si se noteaza Tr(A).

Multimea matricelor patratice de ordinul n cu elemente numere
complexe se noteazd ./, (C).

4. Matricea de tipul (m, n) cu toate elementele egale cu zero se

numeste matricea nula si se noteaza O, .
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M Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare  1I. MATRICE

EGALITATEA MATRICELOR

Fie matricele A, Be./,,(C), A=(a;) ,B=(b;) .

ij
+» DEFINITIE
e Matricele A si B se numesc matrice egale, dacd a; =b; pentru fiecare
ie{l,2,..,m}, je{l,2, .., n}.
?@MW
[x Sa se determine a, b, x, y, m € R astfel incat sa aiba loc egalitatea de
. *+51 2b+1 1+mi 7
matrice A =B, pentru: A= a to - , B= m .
2*+3 2 +2 31 6

Solutie
Din egalitatea a,, =b,, rezultd a’+5i=1+mi. Aplicind egalitatea a

doud numere complexe se obtine a’ =1 i m =5, deci ae{-1,1}, m =5.

Din egalitatea a,, =b,, rezulta 2b+1="7s1 b=3. Egalitatile a,, =b,, si
a,, = by, conduc la relatiile 2* + 3" =31 s1 2" +2=6. Se obtine x=2 g1 y=3.
<> OBSERVATII

1. Folosind proprietatile relatiei de egalitate pe multimea C, relatia de
egalitate pe multimea ./ ('C) are urmatoarele proprietati:

* A=AV Ae.i,, (C) (proprietatea de reflexivitate);
* dacd A=B, atunci B=A, V A, Be.#,  (C)(proprietatea de simetrie);
* dacd A=B i B=C, atunci A=C,V A B,Ce.#,, (C) (proprietatea

de tranzitivitate).
2. Daca matricele A, B nu sunt egale, se scrie A # B.

@ OPERATII CU MATRICE

2.1. ADUNAREA MATRICELOR
Fie matricele A, Be.#, ,(C), A=(ay)

«»+ DEFINITII
¢ Se numeste suma matricelor A si B, matricea Cz(cij)mn ale céareil

mn B=(3),,-

elemente sunt date de egalitatile:
¢, =a;+b,, oricarearfiie{l,2 .., m} sije{l, 2 .., n}.

Suma matricelor A si B se noteaza A + B.
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M Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare ® Il. MATRICE

Io Operatia prin care oricaror doud matrice din multimea ./, ,(C) i se

asociaza suma lor se numeste adunarea matricelor.

1> Exemple
-1 2+i 4 -3-2i s 1.
1.Daca A=| 1 2 |siB=|2 3 , atunci A+B=[1 1 )
3 5 3 5
o Daei A2 1O g (1122
.Daca A= si B= , atunci:
V2 5 -1 3 2 -2 3 -4
1 0 2 2
A+B= .
0 3 2 -1

PROPRIETATI ALE ADUNARII MATRICELOR

P1. Adunarea matricelor este comutativa:
A+B=B+A,VA,Be A, (C).
Intr-adevir, daci A=(a;) ,B=(b;) , atunci A+B=(a;+b,)

si B+ A=(b, +a,)
Deoarece adunarea numerelor complexe este operatie comutativa,

rezultd cd a, +b, =b, +a,, Vie{l, 2,..,m} si je{l, 2, .. n}.

Asadar, A+ B=B+A.
P2. Adunarea matricelor este asociativa:
(A+B)+C=A+(B+C),V A,B,Ce.#,, (C).

Intr-adevir, dacd A= (aij )mxn ,B= (bij)mxn ,C= (cij )mxn , folosind asocia-
tivitatea operatiei de adunare a numerelor complexe se obtine succesiv:
(A+B)+C=(a;+by),  +(c;),, =((a;+by)+c;) =
= (aij +(by + Cii))mxn =A+(B+C).
P3. Matricea nulda O, A6 este element neutru pentru adunarea
matricelor: A+0,,, =0, +A=A,V A=(a,)
Intr-adevir, A+ 0,.,= (aij + 0)

mxn mxn

mxn

=(a),,, =A=(0+a;) =0, +A.
P4. Pentru orice matrice Ae e//{m,n(C) existda matricea A'=

=-A=(-a,) , astfelincat A+A'=A'+A=0, .

mxn

Matricea (—A) se numeste opusa matricei A.
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IS Exemplu
Dack A —123it_ _tA1—2—3i
aca = , atunci opusa €1 este —A = .
2 V5 0 2 5 0
< OBSERVATII

e Dacd A ,Be.#,,(C), atunci suma [A+(-B) se noteaza A=B si se

numeste diferenta matricelor A si B.
 Operatia prin care oricaror doud matrice A, Be.#, (C) li se asociazi

diferenta lor se numeste scaderea matricelor.

15" Exemplu
Daca Az[ 1 1] sl B:[_3 _4} atunci A—B:Ll_(_:g) 1_(_4)]:[4 5)_
-1 2 3 -2 -1-3 2-(-2)) (4 4
2.2. INMULTIREA MATRICELOR CU SCALARI

Fie Ae.#,, (C),A=(a;) sikeC.

++ DEFINITII

¢ Se numeste produsul dintre scalarul k si matricea A, matricea
B= (bij )mxn
A ie{l, 2, ..., m}, je{l, 2, ..., n}.

Produsul dintre matricea A si scalarul k se noteaza kA.
e Operatia prin care fiecdrei perechi (k, A)eCx.#, (C) i se asociazi

ale carei elemente sunt date de egalitatile b, =ka,,

matricea kA se numeste operatia de inmultire a matricelor cu scalari.

" Exemplu
N 409 U 401 -2
1e =1 S1 = . uncil = .
5 1-2i 0 <2 241 0 V2

J RETINEM!

* Pentru a inmulti o matrice cu un scalar, se inmulteste fiecare
element al matricei cu acel scalar.

PROPRIETATI ALE INMULTIRII MATRICELOR CU SCALARI

Tinand seama de proprietatile operatiilor de adunare si inmultire a
numerelor complexe, se verificA urmatoarele proprietati ale inmultirii
matricelor cu scalari:

PlL.1-A=A,V Ae.i,, (C);
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P2. o-(BA)=(oB)A, V a,peC, Aec.#, (C);

P3. (a+B)-A=aA+PA, Vo, BeC, Ac.i, (C);
P4. oc-(A+B) =aA+aB,VaeC A Be. ./ ('C);
P5. a-A=0,, ©a=0sau A=0,_,.

2.3. INMULTIREA MATRICELOR

Fie matricea A = (aij )mxn s1 matricea B = (bij)

nxp

+¢ DEFINITIE
e Se numeste produsul matricelor A, B (in aceasta ordine), matricea
C= (Cij)mxp ale carei elemente sunt date de egalitatile:

Cy =8y, by +a;, by +... Zau ik e{ 2, ey m},
ke{l, 2,...,p}.

Produsul matricelor A si B se noteaza A-B sau AB.
Operatia prin care fiecirei perechi de matrice (A, B)e.#, ,(€)x. 4 ,(C)

i se asociaza matricea ABe.#, (C) se numeste inmultirea matricelor.

2 OBSERVATII SI PRECIZARI

1. Elementul c, al matricei produs AB se obtine ca suma a produselor

dintre elementele liniei ,1“ a matricel A cu elementele corespunzatoare
din coloana ,k“ a matricei B.
Aceasta corespondenta este indicata de diagrama urmatoare:

O '
| b ‘b )
] B (S e mayby raghy s ragby
bnk

Regula de inmultire a doua matrice se denumeste pe scurt regula de
inmultire a liniilor cu coloanele sau regula linie-coloana.

2. ¢ Produsul AB are sens daca numarul de coloane ale matricei A este egal
cu numarul de linii ale matricei B.

* Daca Ae.,, (C),Be.#, (C), atunci ABe.#, (C).
* Dacd Ae.#,, (C), Be.i,,(C), atunci au sens produsele AB gi BA.
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* Daca A, Be./, ('D), atunci inmultirea matricelor este peste tot

g'lefinité (are sens atat AB cat si BA).
4. In general AB # BA (inmultirea matricelor nu este operatie comutativa).

IS Exemplu
4 1
. 12 -1 :
Fie A:[3 0 2je.///2’3(|p) siB=|-1 0 |e.,(R).
- 3 -3

Se observa ca numarul de coloane ale matricei A este egal cu numarul de linii
ale matricei B. Asadar, se poate calcula matricea produs AB = (cij )2 , cu urmatoa-
X,

rele elemente:
¢y =ay; by +a,by +a,,by =1-4+2-(-1)+(-1)-3

-1
Crp =8y by +a,by, +a3bg, =1-1+2:0+ (1) (- ):4
Cy =8y, -byy +85, by +8,, by =3-4+0-(-1)+(-2)-3=
Coy = 8y Dyy + 84y Doy +8,5 by, =3:1+0-0+(-2)-(-3) =9

6

-1 4
Se obtine matricea AB = [ 6 9] e My (R).

Pentru matricele A, B se poate efectua totodata si produsul BAe.//(g(ID),

7 8 -6
egalcu BA=|-1 -2 1
-6 6 3

Se observa ca AB = BA, ceea ce justifica faptul ca inmultirea matricelor nu

este comutativa.

PROPRIETATI ALE INMULTIRII MATRICELOR

= TEOREMA 1
Inmultirea matricelor este asociativa: dacd Ae ., (C), Be.#,  (C)

si Ce. 4, (C), atunci are loc egalitatea (A-B)-C=A-(B-C).

Demonstratie
Fie A = (aij)mxn s B= (ka )nxp si C= (ckl )pXq :
Notdm A-B=(d, )mxp si (A-B)-C= (eil)qu

p n

n P p n
Atunci d; = ab, sie; =) dyc,= Z(Zaijbjkjckl > > abcy. (1)
1 k=1 k=1 \_j=1

k=1 j=1
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Sa notdim B-C=(u,) . s A-(B-C)=(v,) . Avem u, =Zp:bjk-ck1 si
k=1

nx mxq
n n p n_ _p b n
Vi =2 Ayl = Z(Zbikmﬂ] ay =2, > agbye, =3 > abcy. (@)
j=1 j=1 \ k=1 j=1 k=1 k=1 j=1

Din relatiile (1) s1 (2) rezulta ca e, =v, pentru oricare 1€ {1, 2, ..., m}

sile{l,2 .., q}. In concluzie (A-B)-C=A-(B-C) si teorema este demonstrata. B

& TEOREMA 2
Inmultirea matricelor este distributiva fata de adunarea matricelor:
a) A-(B +C)=A-B+A-C,vAe.i, (C)siB,Ce. i, ('C)
(distributivitatea la stinga a inmultirii fata de adunare);
b) (B+C)-A=B-A+C-A,VB,Ce.#, (C) si Ae.,, (C)
(distributivitatea la dreapta a inmultirii fatd de adunare).
Demonstratie

a) Fie A= (aij) ,B= (bjk )nxp 51 C= (Cjk )nxp ’

mxn

Notdam A-(B+C)=(d,), A -B=(u,), st A-C=(vy)

mxp
n n n

Avem d, = Zaij (bjk + cjk) = Z:aijbjk + Z%Cjk =u, +v,, pentru orice
-1 -1 -1

ie{l, 2, ..., m} si ke{l, 2, ..., p}. Asadar, A-(B+C)=A-B+A-C.
Analog se demonstreaza egalitatea b). B

= TEOREMA 3
Fie ./, (C) multimea matricelor patratice de ordinul n, n eN'". Atunci

existd o matrice I, €., (C) astfel incat:
AL =I,-A=A, ¥ Ac.(C).

Demonstratie

1,dacai=j

b
nxn Rl

Consideram matricea I, = (dij) d; = {0 daci iz
,dacai=]

1 0 0 ... 0

01 0 .. 0
deci I =|0 0 1 0.

0 0 0 .. 1

Fie matricea A =(aij )nm siA-1 :(bij)nxn.

n
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Atunci b, =a;d;; +a,,d,; +...+a;,d; +...+a,d ; =a,,
Asadar A-1 =A.
Analog se arataca I - A=A giteorema este demonstrata. B

Vi jefl, 2 .., n}

Matricea I, €., (C) cu proprietatea cd A-I, =1, A=A,V Ae.,(C)

se numeste matrice unitate sau matrice identica de ordinul n.

Astfel, matricea unitate de ordinul 2 este I, :{0 1), matricea

1 0 0
unitate de ordinul 3este I, =|0 1 0.
0 0 1

Teorema 3 arata ca matricea unitate I, este element neutru pentru
inmultirea matricelor pe multimea .4, (C).

Legatura dintre inmultirea matricelor ¢i inmultirea cu scalari a
matricelor este datd de urmatoarea egalitate:
a(AB)=(aA)B=A(aB), V Ae.#,, (C),Be.#, (C)siacC.

2.4. PUTEREA UNEI MATRICE PATRATICE

Proprietatea de asociativitate a inmultirii matricelor patratice
permite definirea puterii cu exponent natural a unei matrice patratice.
Fie Ae.#, (C). Definim A’°=1,A'=A A*=A-A Pentru neN se

defineste puterea n a matricei A prin [A* = A* ' - A,
I Exemplu
1 -1
Daca A= , atunci:
2 1

() ), )] )
e} )1 )2 )
A4=A3-A=(_25 :51,}[; _11}(:; ‘47}

Reguli de calcul
® Fie A, Be.#, (C) si k, peN. Atunci au loc egalitétile:

a) A A" =A"7; b) (A*) =A® =(A’)'; ¢) (A+B)'=A’ + AB+BA + B,

Verificarea acestor egalitati se face folosind proprietatile de asociativitate a
inmultirii matricelor si distributivitatea inmultirii fata de adunare.
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1 -1
B Fie A= (2 ) j Sa se calculeze A° gi A®.

Solutie
Din exemplul de mai sus se cunosc matricele A%, A, A*. Pentru A’ se

-1 -2)(-56 -1 1 11
poate folosi regula _=( J[ J:( J, lar pentru

4 -1){ 2 -5 =22 1
-7 4\ -7 4 17 -56
A® se poate folosi regula -= = .
-8 -7){-8 -7 112 17

® Fie A,Be./, ('C), n > 2, astfel incat AB =BA. Atunci:
a) A" B*=B"-A™, Vm, peN;
b
b) (A+B)'=> CIA*B, VpeN.
i=0
(Formula binomului lui Newton pentru matrice)

A Tema de proiect
Verificarea regulilor de calcul 1 si 2.

Problome rogolate

E 1. Fie A:(a

(¢

fice eialitatea:

(Relatia Hamilton-Cayley)
Solutie
Avem

A —[? b)fa b} (a*+bc ab+bd
c d)\c d ac+cd be+d? )
Atunci A”—(a+d)A +(ad—bc)l, =

:(a2+bc ab+bdj_((a+d)a (a+d)bJ

+
ac+cd be+d® (a+d)c (a+d)d
N ad —bc 0 _ 00 _o,
0 ad —bc 00

2 -1 .
B 2. Fie matricea A= (1 0 j Sa se calculeze A", neN'.

ZJ €. ,(C). Sa se veri-
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Solutie
Metoda I: Utilizarea inductiei matematice

2 -1\(2 -1 -2
Calculam AZ =A-A=( }( J:(S j
1 0/){1 O 2 -1
A2A=3_22_1—4_3.
2 -1/{1 O 3 -2
A AT A 4 -3\/(2 -1 5
B 13 =2Jl1 o 4
n+1 -n
n —(n—l

AB: —

Se observa ca A" =[ )j, neN'. Pentru n=1 egalitatea

.. . Ak k+1 -k . . .
este adevarata. Presupunem ca A" = I (k 1) si demonstram ca
Ak k+2 —(k+1) ‘

k+1 -k
Avem A = A*. A= k+l k 2 ) _[k+2 _(k+1), ceea
k -(k-1)l1 o) (k+1 -k
ce trebuia demonstrat.
n+1 -n .
Asadar, A" = ,VneN.
n —(n - 1)

Metoda a II-a: Utilizarea formulei binomului lui Newton
-1

1
Matricea A se scrie sub forma A=1, +B, B= [1 J Deoarece 1,B=BI,,

atunci A" =(L,+B)" =) CiB*. Dar B’=0, si rezultd cd B’ =0,,Vp>2.
k=0

n+1l -n A Tema
Asadar, A*=C)I,+C,B=1,+nB= :

0 —(n B 1) Calculati:

a) ( 3 4 J“;
Metoda a III-a: Utilizarea relatiei Hamilton-Cayley - _1100
Pentru matricea A, relatia Hamilton-Cayley se b) (_2 9] .
scrie: A*—2A+1,=0,. 1Yy
Rezultd cd A*=2A-1,. Avem A’=A%*-A=2A"-A=3A-2I,. Analog
se obtine A'=4A-3I,. Folosind metoda inductiei matematice se demon-
streazd cd A" =nA—(n-1)IL,.
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2 -1 -1 0 +1 -
Asadar A" =n- - | " .
10 0 n-1 n —(n-1)

B 3.4 se determine Ae.#,(C) dacd A®+ A = [2 3},

0 2

Solutie

. . o . o ) . 2
Din relatia data se obtine ca A® + A=A - (2 2] s1 A’ +A” =(0 3J-A,

0 2
deci A(z 3] = {2 3} A (1)
0 2 0 2

Daca A = [a zj din relatia (1) se obtine:
c
2a 3a+2b 2a+3c 2b+3d) .
- sic=0,a=d
2c 3c+2d 2c 2d

a b) . ) . . . .
Asadar, A= ( j, iar din egalitatea data rezulta ca:
a

2 2 3
a“+a 2ab+b _ cusolu‘piﬂea=1,b=1 Sia:—2’b=—1. Se
0 a’+a 0 2

11 -2 -1
obtine A = s1 A= .
01 0 -2

APLICATII iN TEORIA GRAFURILOR

Fie G=(X,#) un graf cu n varfuri, X={x,,x,,...,x,}, n>1 i

A= (aij) matricea booleana (de adiacenta) asociata acestuia.

nxn

Matricea A indicd numarul drumurilor de lungime 1 dintre doua
varfuri x,;, x;. Daca a; =1, atunci existd un drum de lungime 1 de la x; la
x;, lar daca a; =0, nu exista un asemenea drum.

Pentru determinarea numarului drumurilor de lungime 2, 3, ..., n se
folosesc puterile A*, A®, ..., A" ale matricei A.

Fie A* puterea k a matricei A, A* = (bii)nxm :

* daca b; =0, atunci nu exista nici un drum de lungime k de la varful
x; la varful x;;

e daca b, # 0, atunci existd un drum de lungime k de la x; la x;;

* daca b, = p, atunci existd p drumuri de lungime k de la x; la x,.
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?@MW
&  Fie G un graf sub forma sagitala ca in figura

1. Sa se determine drumurile de lungime 2 si 3 de 1
la varful 1 la celelalte varfuri.

Solutie 9
Matricea booleana asociata grafului este
01 0 1 4
A = 101 0 jap puterile de ordin 2 si 3 sunt:
1 0 0 1/ 3 Figura 1
01 0 OJ
1 110 2 1 1 2
A2{1102’A31311.
0 2 0 1 21 2 0
1 01 0 1 1 0 2

Rezulta ca exista un singur drum de lungime 2 de la varful 1 la varful 2,
respectiv la varful 3 si nici un drum de lungime 2 de la varful 1 la varful 4.
Aceste drumuri sunt d,, =(1, 4, 2), d,, =(1, 2, 3). Citind matricea A’ se

deduce ca existd un singur drum de lungime 3 de la varful 1 la varful 2,
respectiv la varful 3 si doud drumuri de la varful 1 la varful 4. Acestea sunt

d,=(1,212), d,=(1,4,23), d,=(1,23,4), d;,=(1,21, 4).

4 Tema
Sa se determine drumurile de lungime 2 si 3 de la varfurile 2, 3, 4 1a celelalte
varfuri ale grafului din figura 1.

2.5. TRANSPUSA UNEI MATRICE

«»+ DEFINITII
¢ Fie matricea Az(aij) . Se numeste transpusa matricel A, matricea

‘A=(b,)__, unde b, =a,, pentru oricare k €{1, 2, ..., n} sile{l,2 .., m.

e Operatia prin care fiecarei matrice Ae.#, (C) i se asociazd matricea
transpusa ‘Ae M ('D) se numeste operatia de transpunere a
matricelor.

< OBSERVATII

1. Matricea transpusa ‘A se obtine din matricea A prin schimbarea liniilor
in coloane i a coloanelor in linii.

2. Dacd Ae./,(C), atunci ‘Ae.#,(C) si Tr(A)=Tr('A), unde Tr(A)

este urma matricei A.
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?@MW
12 3 N
K  Se dau matricele Az(o 1 JsiBz 3 1
4 3

a) Sa se calculeze transpusele matricelor A, B, AB si BA.
b) Si se calculeze matricele ‘A- ‘B, ‘B- ‘A si s& se compare cu matri-

cele t(BA), respectiv t(AB).

Solutie
10
) A=l 1 ’th[z 3 4}AB=[20 10} t(AB):[zo 7}
-1 1 3 7 4 10 4
3 1
2 3 5 2 3 4
BA=|3 7 10|, (BA)=|3 7 11| t(AB)=tB‘AJ
4 11 15 5 10 15
10 2 3 4
b) fA-B=|2 1 (_21 i’ zj_ 3 7 11|=[(BA)
3 1 5 10 15
10
B :(2 3 4) 5 1 :[20 7J:t(AB)
-113) ), ) 10 4

PROPRIETATI ALE OPERATIEI DE TRANSPUNERE

Folosind definitia transpusei unei matrice si operatiile cu matrice se
verifica urmatoarele proprietati:

[ P1. Pentru oricare matrice Ac.#,,(C), ('A)=A.
[ P2. Dacd A, Be.#,,(C), atunci:

a) '(A+B)="A+ 'B;

b) ‘(aA)=a- ‘A acC.

[ P3.Daca Ac.#, (C)si Be.#, (C), atunci ‘(AB)="B- ‘A,
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EXERCITII S1 PROBLEME

E1.

E2.

E3.

E4.

Se dau matricele:
1 3 it
1 -2 -1
A=|J7 -8 2 |,B= ’
V7 (4 -8 —3J
0 -4 0,2
14
C=|-J28], D=[1 5 6 —5].
8

a) Sa se precizeze tipul matricelor
A,B,C,D.
b) Sa se scrie elementele a,;, ag;,

byss bigs €915 €515 dygs dyye

c) Care afirmatie este adevarata:
* urma matricei A este Tr(A)=-6,8.

* 8y, °Cy +by3—dyy=-12
* ag3-by; bz ey -dyy > 305

2 2 3
* 25a3; +(a31 _d12) —Cjy=—Cy—ay?

Sa se determine numerele reale pen-
tru care au loc egalitatile:

3 2+x 2a-5 6
2) (3y—5 4 }{ 7 b2—5}
b) (x+y 2x—y]=( 3 y+2J‘
4 2a+b a+2b 5

Se dau matricele:

1 -1 2 3 -7 1
A=14 3 5|,B=|0 -9 3|
-3 -2 8 -2 -1 0

Sa se determine A+B, A-B, -A-B,
3A, 5B, 3A+5B, A -+/20,.

Sa se determine numerele pentru
care au loc relatiile:

3 x x+1 2
a) +x- =
2x 3 -1 x
_ 9 4+y.
“lz+2 4+t)

by x.[X76 2 5 3y)_(-3 ¥y*).
L x+z2t_7 4)

32

EXERSARE

E5.

E6.

ET7.

E8.

4*-2 p!
c) . |-
lg(y—l) C,
1+3.2%71
-2

Sa se determine matricea A, stiind ca:

a) 4A+[1 2]=[5 6];
5 -3 -7 9

b) 2A+(2 2 1]:

0 49
4! C) lne
=3. .
Ig1 AZ i

Sa se determine matricele A si B,
daca:

1
a) 2A+B=[ 0);
-1 3

3A—2B=[5 7);
9 -1

-8 -7 2
b) 2A+3B= [ J,
-1 6 -5

A—2B=3 0 1.
3 41

2 -1 1
Se dau matricele A = [ ],

3 4 0
-1 1 11
B=|-3 5|, C=[ J Sa se
1 0
0 2

calculeze AB, BA, ABC, CAB-C?,
(ABC-CAB)’.

Matricele A, B verifica egalitatile:
11 2 3

A+B= si 2A+B= . Sase
2 3 2 4

calculeze A-B, B-A, (tA)2 —( tB)2 .
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E9.

E10.

E11.

Fie A=[_01 21) si £(X)=X*+X%-

-5X+2I,, g(X)=X"-3X+L,.
determine matricele:

=2f(A)-3g(A), C=f('A)-g(*A).

Sa se

Se dau matricele:

2 -3
A=|" ¥|siB=|Y .
y 3 5 2x

a) Aflati x, y € € astfel incat:
14 2

AB = .
19 6

b) Aflati x, y € € astfel incat:

(A+xI,)(B+yl,) 25 59
+x + = .
2 Y2 % laxty? 20
1 4 -1
Fie matricele Az[ ), Bz[g ]
05 Xy

a) Sa se afle x, y pentru care
A+B=AB+IL,.

b) Exista x, yeC astfel incat A =B??

c) Sa se calculeze A2, A%, A%, A%,

Al.

A2,

A3.

Se da matricea A, € M, 3 (C), keN,

A, = k k? k(1+k)
2k-1 0 3k-2

culeze S, =A;+A, +...+A,.

J. Sa se cal-

1 k .
. Sa se
k+1 k-1
calculeze sumele de matrice:
a) U, =A+A,+...+A;

b) V. =AZ+AZ+..+A%

Fie keN si Ak=[

Sa se determine matricea Xe./#(R),

3 2 3 2
stiind ca -X=X- .
-2 3 -2 3

33

E12

E13.

E14.

APROFUNDARE

A4.

Ab5.

A6.

.Sa se calculeze A®, neN’, in cazurile:
1 92 1 01
a)A=( ];b)A=010;
01
1 01
1 0 2 3 0 0
c)A=|0 1 0{;d) A={0 1 0
0 01 011
1.8
. 2 2
Fie A=
B o
2 2

Sa se calculeze A%, A3, AS, A5, A%,

Fie A, Be M, (C).

Sa se verifice egalitatile:

a) Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B);
b) Tr( ) aTr( )

¢) Tr(AB)="Tr(BA);

d) Tr[*(AB)]=Tr(*A-*B).

Sa se determine matricele Ae.#(C),

in fiecare din cazurile:

a) A?= I; b) A% = 0,;
10 -1 0

c) A2=( ]; d) A2=[ J
11 1 1

Se considera egalitatea:

X > (a b
( y) =( ] Sa se arate ca
z t c d

daca numerele reale x, y, z, t sunt
in progresie aritmetica, atunci si
numerele a-b, b-c¢, ¢-d sunt in
progresie aritmetica. (ASE, Buc., 1993)

- * Py 0
Sa se calculeze A", neN, in cazurile:

111
a)A( ]b)A—Oll;
01

0 01
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AT.

AS.

A9.

Al0.

All.

Al2.

1 0 Ina 1
oloa o ;d)A=(a );
1 a
0 0 1
b 1 0 0
e)A=[; ];f) e 1 0], unde
a
e ¢ 1
g +e=-1.

Sa se calculeze:

. n
sina .
) ,nNeN.

cosa,
—sina cosa

Sa se determine matricea A cu toa-
te elementele numere naturale, ca-
re verifica egalitatea:

10

1 1)

(12 4)-A=(3 1 2).
o)

{a—d, b-c,c, b}c‘D’.

Sa se rezolve ecuatia A"

unde A e ., (R).

Fie Ae,(C), A

Daca A" = [an
c

nJ, si se arate ca:
. d

-d,
a—-d

. (ASE, Buc., 1996)

1

1]. Sa se arate ca:

a

n an+1

a) A“=[

VneN;

. .
b) pentru oricare n, m e N au loc

), unde a, 7,

a

n+1 n+2

relatiile: a ,, =a, ,, +a, si
Apin =iyt +a, -a,. (Un1v.,

Craiova, 1996)

Sa se arate ci pentru oricare neN
nu existad matrice A, Be.#,(C), ast-

fel incat AB-BA =1.

34

A13.

Al4.

Al5.

Fie D=4, ,(C) si f:D— D,
f((x y))=(3x+y 4x+3y). Sase

arate ca:
a) f(aA):af(A),VaeC si A e D;

b) f(A+B)=f(A)+f(B),V A, BeD;

c) f este functie bijectiva.

31
d) Daca A = , atunci
4 3

f((x v))= [A[;D

Fie D =u#,,(C), functiile

f, g:D > D si matricele
A,Be,(C), A=(a;), B=(by).
Daca:

f((x y)) = (anx +a,,y agnxX+ a22y),
g((x Y)) =(b;x+by byx+ b22Y),

sa se arate ca:

ten)x )= [(an)3))

Generalizare.

Sa se rezolve ecuatiile in #,(R):

a) A2—2A=[5 _GJ;
-4 2

{100 g]

b) A*+A

A16. Harta unor trasee turistice este re-

data sub forma unui graf in figura 1.
a) Sa se scrie matricea booleana A
a grafului dat.

b) Sa se calculeze A2, A%, A%,

c) Intre ce puncte turistice exista
cele mai multe trasee de lungime 2?
Dar de lungime 3?

d) Gasiti punctele turistice intre
care exista cel putin 5 trasee tu-
ristice de lungime 4.

1 2

3

4 Figural
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TESTE DE EVALUARE

Testul 1

2 -3 6 -1
Fie matricele A = [4 5 ], B= [5 o J si numerele reale a=Tr(A+B),

B=Tr(2A-3B), y=suma elementelor matricei AB si u=o0+p+y. Atunci:
a) u=-7; b) u=-28; ¢) u=49; d) u=56.

10 —4 -3 3
Fie matricele A = [ 5 6 ), B= [ 1 7) si o =suma elementelor matricei

AB- *A'B. Atunci:
a) a=—82; b) a=47; ¢c) a =-38; d) a=_82.

2 -1 1
Fie matricea A=[1 -4 2|. Atunci matricea A? este egala cu:
0 1 2

a) 2A—3L; b) Oy; c) 4A—6I;; d) 13A-171,.

5 1 3a-2 b +2b) (0 4
Se considera egalitatea [2 5|+ 27-9 y2+7 |=|9 3|in My 5 ('D) si

34) Jufs16 lgv | \8 5
m=a+b+x+y-u’+v, unde b>0. Atunci |m| este:

a) 9v2; b) 3v2; c) 2V3; d) 10.

1 0 2
Fie matricea A=|2 1 -1|e#;(R) si £(X)=X?-5X*+8I,. Atunci f(A) este:
3 -1 3

a) L; b) 'A; ¢) A% d) O,.

Testul 2
2% 0 2V +1 0 A
Se dau matricele A= , B= * , C= . Sa se
3*-1 3% 3Y 3 +1 -6* 3*

0 1 0 1
determine x, y, z astfel incat [ 1 0]-A+ B-[ 1 0] =C.

35



M Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare  1I. MATRICE

. 1 0 . . 1 0 .
Q2. Fie Aecy(R), A= . Sa se arate ca A" = si sa se
a-1 a x, -1 x,

determine (x,) si matricea B=A-A%-...-A",

1 0 2001
Q3. Sise determine X e .#;(R) astfel incat X**' =|0 22" 0
0 0 1

O 4. Folosind binomul lui Newton pentru matrice sa se calculeze A", daca
a b c
A=|0 a b|. (Bacalaureat, 1996, generalizare)
0 0 a

Testul 3

011
O 1. Se considera matricea A=|1 0 1].
110

a) Sa se determine numerele a, bR astfel incat aA” + bA +21I, = O,.
b) Sa se arate ca pentru orice neN' exista numerele a_, b, € R astfel incat
A"=a A+b,I;.

4 0
Q 2. Sa se determine matricea X e 4 (R) daca X2 = (4 4].

2-— -1
Q 3. Se considera multimea de matrice 4 = * X
’ 2-2x 2x-1

erD.}.

a) Sa se arate ca daca A, Be #, atunci A?-B? e .#.

b) Exista matrice A e .# astfel incat A**"' =-1,?

1 ek e
e (1+ s)2k (1+ s)3k

radacina cubica a unitatii. Sa se calculeze matricea A=A, +A,+..+A ,ne N'.

QO 4. Se considera matricele Ak=[ ], keN, unde & este
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CAPITOLUL Ill. DETERMINANTI

@D DETERMINANTUL DE ORDINUL n. PROPRIETAT!
1.1. DETERMINANTUL DE ORDINUL 2

Sa consideram sistemul de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute

a, X, +a,Xx,=b . . a,, a ..
{ LT (1) si matricea Az( " lzje,//é (€) a coeficientilor ne-
a,,X; tay,X, = bz Ay Ay

cunoscutelor x,, x,.

Rezolvarea acestui sistem este cunoscuta. Aplicand metoda reducerii
se obtine:

{(au "y — Ay, 'a21)X1 = b1 "y, _b2 "y

(au "y —ayy 'a21)x2 = bz "y _bl 'a21.

Daca numarul a , -a,, —a,, -a,, #0, atunci solutia sistemului este:
X = b1'azz_b2'al2 . — bz'an_bl'am

X, - (2

b
Ayt — 85y Ay, Ay 8y — gy "3y

Se observa ca numitorul fractiilor din relatia (2) reprezinta diferenta
dintre produsul elementelor de pe diagonala principala a matricei A si
produsul elementelor de pe diagonala secundara a matricei A.

+ DEFINITIE

: . a, a 5
o Fie matricea Ae.#,(C), Az( 172 Numirul d=a,a, —a,a, se
aZl a22

numeste determinantul de ordinul 2 sau determinantul matricei A.

Pentru determinantul de ordinul 2 se foloseste notatia:

a=[n %o , det(A) sau |A|

a21 22

Produsele a, -a,, si a,-a, se numesc termenii determinantului
de ordinul 2.

" Exemple
. 1 2 1 2
1. Fie A= . Avem det(A)= =1-4-2-(-2)=8.
-2 4 -2 4
b b
2. Fie A=| . Avem det(A)za =a-d-b-c
c d c d
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Revenim la formulele (2) care dau solutiile sistemului (1). Se observa

- v - .. .. . - . .. . bl a12
ca numaratorii fractiilor reprezinta determinantii matricelor A, =
bZ aZZ
) a, b
Sl A2 — 11 1
a21 b2

Aceste matrice sunt obtinute din matricea A inlocuind coloana
coeficientilor necunoscutelor x,, respectiv x, cu coloana formata din

termenii liberi b,, b, ai ecuatiilor sistemului (1). Astfel, cu ajutorul
determinantului de ordinul 2, formulele (2) se scriu sub forma:

bl a12 all bl
b, a a,, b
21 2
x, =22l [Fa Bl g
all alZ all alZ
aZl 3‘22 aZl a22

formule denumite formulele lui Cramer pentru sistemul de doua ecuatii
liniare cu doua necunoscute.

1.2. DETERMINANTUL DE ORDINUL 3

Sa consideram acum sistemul de trei ecuatii liniare cu trei necunos-
cute:

a;,X; +8,X, +a,;X; = b, A 4y Ay
8, X, +8,X, +8,X;, =b,, (4) si A=|a, a, a,|e.#(C)
X + 85X, + 85X, = by A3 85 Ay

matricea coeficientilor necunoscutelor x,, x,, X,.

Pentru rezolvarea sistemului vom folosi metoda reducerii.
Reducem pentru inceput necunoscuta x,. Pentru aceasta inmultim

prima ecuatie cu a,,,apoi cu a,, sio adunam la ecuatia a doua inmultita cu
—a,,, respectiv la ecuatia a treia inmultita cu —a,,. Se obtine sistemul de
doua ecuatii liniare cu necunoscutele x,, x, :
(au "Qy5 — Ay 'als)xl +(312 "85 — Ay 'als)xz = b1 Qg _bz "y (5)
(au "5 — Ay '313)X1 +(a12 "5 — Ay '313)X2 =b,-a, —b,-a;
Reducem necunoscuta x, din ecuatiile (5). Se obtine ecuatia:
[(au T8y — Ay, '313)(312 "Qg5 — QA3 'asz) _(an "Qg5 — QA3 '331)(312 "Qy5 — Ay '313):IX1 =

:(bl * Qg3 _b2 '313)(311 "Qg5 — Ay '313)_(b1 "y _bs 'als)(am "3 — Ay '313)- (6)
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Desfiintand parantezele si cu notatiile:

dxl = b1a22a33 + bzalzasz + bsalzazs - b1a23a32 - b2312a33 - b3a13a22 $1
d= 811859833 T 21389835 T 81589385, — 81389,85; — 81,585,853 — 81,3538y, rela‘pla (6) se
aduce la forma d-x, =d, . (7)

+» DEFINITIE
all alZ a13
o Fie matricea Ae.#,(C),A=|a, a, a,
a31 aSZ a33
Numaru]‘ d = allaZQaSB + a13a21a32 + a12a23a31 - a13a22a31 - a12a21a33 - a11a23a32 (8)
se numeste determinantul de ordinul trei sau determinantul ma-
tricei A.
Pentru determinantul de ordinul trei se folosesc notatiile:
all alZ a13
d=la, a, a,|, det(A) sau |A|.

a31 a32 a33

Cel sase termeni din scrierea determinantului de ordinul 3 se numesc
termenii determinantului.
Se observa ca d, este valoarea determinantului de ordinul 3:
bl 3’12 a’13
b, a, a,|, determinant obtinut din determinantul d inlocuind
b3 aSZ a33
coloana coeficientilor necunoscutei x, cu coloana formata din termenii liberi

b,, b,, b,.
Daca d #0, din relatia (7) se obtine x, = %

In mod analog se pot obtine necunoscutele x, si x, considerand
determinantii de ordin 3, d, si1 d, obtinuti din d prin inlocuirea coloanelor

a doua si a treia prin coloana formatd cu termenii liberi ai ecuatiilor
sistemului (1).
Asadar, daca d # 0, sistemul (1) are solutia unica data de formulele lui
d d d

Cramer: X, =?, X, =%, X, = (;3 . 9
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CALCULUL DETERMINANTULUI DE ORDINUL 3

Relatia (8) care da valoarea determinantului de ordinul 3 este destul
de dificil de memorat fara un suport logic. De aceea se vor indica doua
tehnici practice de obtinere a celor sase termeni, tehnici specifice numai
determinantului de ordinul 3.

1. Regula lui Sarrus

Calculul determinantului de ordinul 3 prin regula lui Sarrus se face
parcurgand urmatoarele etape:

* se scriu primele doua linii sub determinant;

* se aduna produsele termenilor situati pe diagonala principala si pe
diagonalele paralele cu aceasta situate sub ea;

e se scad produsele termenilor situati pe diagonala secundara si pe
diagonalele paralele cu aceasta situate sub ea.

Aranjarea calculelor se face astfel:

A1, Ay -8y

,aézv,»azs = A5,89855 T Ay, 8598,5 T 85,858 53 — Q1389585 ~ Ay38zp8y; — Agy@ypAy

I Exemplu
2 -1 4] [2.-1 4
5 3 —2=|5. 37 -2/=2-8.1+5-1.4+0-(-1)-(~2)-4-3-0—(-2)-1-2-1-(-1) -5 =35
0 1 1| 01
27217
573 2

2. Regula triunghiului

Cele sase produse din formula determinantului de ordinul 3 se pot obtine
printr-o alta tehnicd numitd regula triunghiului. Aceasta reguld este
descrisa mai jos indicand secvential modul de construire a fiecarui produs:

a12 al'% all alZ a13 all a12 al"}
Se— | e ’ , R ~.
a21 a22 a23 ’ a21 \‘\3'22 ! az% 4 a21 III a22 - a23 ’
a'%l a"}Z a’i’i a31 a32 a’i’i 3’31 a32 a33




M Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare ® 1ll. DETERMINANTI

all a12 a13 all\\\\\alZ a13

- \ \ ~

< \ \ SS [
Qo gz 8gg ) |8y 8y ,' .
,
Az Qg Az;  |Qg Qg3

( A3 Ay a-31) ( Ay Ay, 3-33) ( A, Ay 3-32)

In conclume, d= 23,855855 +8,389,85y 81589585 — 81389585 — 81589833 — 817838,,.

I Exemplu
2 -1 4
d=1 1 3:2~1-5+4-1-1+4~(—1)-3—4~1-4—2~3-1—5-1~(—1):—15
4 1 5
< PRECIZARE

e Pentru o matrice A=(a, )e.#(C), determinantul siu este determi-

nantul de ordinul 1, |d = |a11| =a,.

IS Exemplu
Matricea A=(-5)e.# (C) are determinantul d=|-5/=-5, iar matricea

B=(2-i)e.# (C) are determinantul d=[2-i|=2-1.

1.3. DETERMINANTUL DE ORDINUL n

In continuare se va defini determinantul unei matrice patratice de
ordinul n in asa fel incat pentru n=2 g1 n=3 sa se determine
determinantul de ordinul 2, respectiv 3. Pentru aceasta vor fi analizate
formulele de calcul pentru determinantul de ordinul 2, respectiv 3 si se va
deduce o regula generala prin care se va defini determinantul de ordinul n.

Sa consideram formulele determinantilor de ordinul 2, respectiv 3:

A — all 3’12

2 =813 — A58y

a21 a22
all alZ a13

AS = a21 3’22 a23 = 3.113.223.33 + a13a213’32 + 312323331 - al3a22a31 - a123’21a33 - a11a23a32'
a31 3’32 aSS

Referitor la acesti determinanti se observa ca:

1. termenii acestor determinanti sunt produse de elemente ce apartin
la linii si coloane diferite si totodata orice astfel de produs este termen in
formula determinantilor;
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2. fiecare termen este un produs de forma a, -a unde ceS,

20(2) 4

pentru determinantul d, si de forma a, , -a,,, a unde c €S, pentru

30(3)?
determinantul d,;

3. termenii cu semnul (+) corespund permutarilor pare, iar termenii
cu semnul () corespund permutarilor impare.

Cu aceste observatii, cei doi determinanti se pot scrie sub forma:
A, = Z 8(0) Ay Byeyy Ay = 2 8(0) A1501) " Bao(2) * A3o(3)*

ceSy ceSg
(s(c) este signatura permutarilor c.)
Aceasta regula unitara de scriere a determinantului de ordinul 2 si 3

cu ajutorul permutarilor, permite extinderea notiunii de determinant
pentru o matrice patratica de ordinul n, n > 4.

Fie A= (aij )m o matrice patratica de ordinul n.

«» DEFINITIE
e Numarul det(A)= z s(c)-a

ceS,

-a -a unde S, este multimea

1o(1) " “20(2) ***" “no(n)?

permutarilor de gradul n si 8(0) este signatura permutarii o, se

numeste determinantul matricei A sau determinantul de ordinul n.

Determinantul de ordinul n se noteaza astfel:

A Q... Qg
det(A): a21 aZZ ce a2n
a, a,, ... a,

Produsele a, , -a ‘a unde ce€S,, se numesc termenii de-

26(2) "t “no(n)?
terminantului de ordin n.
In mod uzual se spune despre elementele, liniile si coloanele matricei

A ci sunt elementele, liniile, respectiv coloanele determinantului det(A).

Determinantul matricei A = (aij) se poate nota si sub forma |A| sau

iy

< OBSERVATII

1. Notiunea de determinant al unei matrice are sens numai pentru
matricele patratice.

2. Matricea nu trebuie sa se confunde cu determinantul sdu; o matrice este
o functie, iar determinantul matricei este un numar.
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3. In formula determinantului uneil matrice de ordinul n sunt n! termeni

! '
dintre care % au semnul (+) si % au semnul (-).

4. Daca A e ./ (K), atunci det(A)eK, unde Ke{Z, Q, R, C}.

1.4. DEZVOLTAREA UNUI DETERMINANT DUPA O LINIE
SAU DUPA 0 COLOANA

Calculul unui determinant de ordinul n, n >4 pornind de la definitie
este foarte incomod. De exemplu, pentru un determinant de ordinul 4 este
necesara determinarea a 4!=24 termeni, precum si paritatea celor 24 de
permutari de gradul 4. De aceea se va da un procedeu prin care calculul
acestuia se va reduce la calculul unui anumit numar de determinanti de
ordinul n — 1. Astfel, pentru determinatii de ordin 2, respectiv 3, avem:

A, Qg
=ay)d95 — a3y =8y '|322| —ap '|321|' 1)

Ay Ay
a;; 4, A
Ay =la, a, ay|l=ay, (3-223-33 —Ay3a4, ) — (321333 — 39385 ) +a, (321a32 - a22a31)

aSl a32 aSS

a22 a23 a21 a23 a21 aZZ

aSl aSS

sau A, =a,, - —a,- 5" . (2
33 a3 31 g

Se observa ca A, se scrie cu ajutorul a doi determinanti de ordinul 1
lar A, cu ajutorul a trei determinanti de ordin 2. Fiecare din determinantii
din scrierea lui A,, respectiv A, se obtine din A,, respectiv A, suprimand
linia si coloana elementului scris in fata lui.

Fie d = |aij| un determinant de ordin n.
n

++ DEFINITII

e Determinantul de ordinul (n-1) care se obtine supriménd linia i si
coloana j din determinantul d se numeste minorul elementului a; si

se noteaza d.

e Numarul Sij = (—1)i+j -d.

; se numeste complementul algebric al

elementului a;.

Unui determinant de ordinul n i se pot asocia n*> minori de ordinul
(n—1), respectiv n® complementi algebrici.
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Cu aceste noi notiuni, relatiile (1) si (2) devin:
A, = a11811 + a12612 s Ay = a11811 + 8-12612 + a13613 (3

Asadar, determinantii de ordin 2, respectiv 3 se scriu ca suma de
produse dintre elementele liniei intai si complementii algebrici ai acestora.

Prin calcul direct sau aranjarea adecvata a formulelor (1) si (2) se
poate arata ca alegdnd oricare linie (coloand) din determinant au loc

relatiile:
A, =a;0; +a;,8,, s1 A; =a,98;, +2a;,,0,, +a;;0,5,1>1.

Pentru determinantul de ordinul n, d = |aij| au loc relatiile:

d=a,5,, +a,0,+...+a,9,,i=1,n; (4)
(dezvoltarea determinantului dupa linia i)
d=a;8;+a,0,+...+a,8,,j=1,n. (5)

(dezvoltarea determinantului dupa coloana j)

Problome rogobuate

2 -1 1 -1
. ) . 2 -1 0 -3
[x] 1. Sa se calculeze determinantul matricel A =
3 0 -1 0
2 2 -2 5

Solutie
* Exersam dezvoltarea determinantului dupa linia a treia:

det(A)=3-38, +0-3,, +(-1)5,, +0-3,,.

-1 1 -1
3+1
Avem: 8, =(-1) d,, =d, =|-1 0 -3/=3
2 -2 5
2 -1 -1
8y =(-1)"dy, =d,, =2 -1 -3=12
2 2 b

Asadar, det(A)=3-3+0+(-1)-12+0=-3.

Determinarea complementilor algebrici d,, si d,, nu a fost necesara

deoarece in scrierea determinantului, acestia erau inmultiti cu zero.
Exersam dezvoltarea determinantului dupa coloana a doua:
det(A)=(-1)8,, +(-1)8,, +0-8,, +2-3,,

2 0 -3
Avem: 8, =(-1)"d,=-d,=-[3 -1 0[=-2
2 -2 5
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2 1 -1
8, =(-1)"dy, =d,, =3 -1 0|=-21
2 -2 5
2 1 -1
8,=(-1)"d,=d,=[2 0 -3=-13
3 -1 0
Asadar, det(A)=(-1)(-2)+(-1)(-21)+0+2-(-13) =-3.
a, 0 0 ... O
a, @, 0

[ 2. Sa se calculeze determinantul d=| ' avand toate

a, a, a5 ... &,

elementele de deasupra diagonalei principale zero (determinant triunghiular).

Solutie
Facem dezvoltarea determinantului dupa prima linie gi obtinem:
a, 0 0 .. O
a, a, 0 .. O
d=a;8, =a,-"
anZ anS an4 te ann

Continuam procedeul dezvoltarii dupa prima linie si dupa inca un pas

a, 0 0 .. O

) a,, a o ... 0
seobtine d=a a,,-| ©

anS an4 anS T ann

Dupa n pasi se obtine d ={a,,8,,84,...8,,-
<> OBSERVATIE

e Un determinant triunghiular are valoarea egala cu produsul elementelor
de pe diagonala principala.

1.5. PROPRIETATI ALE DETERMINANTILOR

Unele calcule din diferitele tehnici de gasire a valorii determinantului
unel matrice patratice pot fi eliminate daca se au in vedere anumite
proprietati ale acestora.
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@ P1. Determinantul unei matrice A este egal cu determinantul matricei
transpuse ‘A : det(A) = det(tA).

Intr-adevar, dezvoltarea determinantului matricei A dupa linia 1
coincide cu dezvoltarea dupa coloana i a determinantului matricei transpuse.

<> OBSERVATIE

e Din aceasta proprietate se desprinde concluzia ca orice proprietate data
pentru linii intr-un determinant este adevarata si pentru coloanele lui.

[ P2. Daca intr-o matrice patratica se schimba intre ele doua linii (sau
coloane) se obtine o matrice care are determinantul egal cu opusul
determinantului matricei initiale.

I Exemplu
3 4 -1 1 0 2
Fie A=|1 0 2 |si B=[{3 4 -1| matricea obtinuta din A schimband
2 -2 1 2 -2 1

liniile 1 g1 2 intre ele.
Se obtine det(A)=26 si det(B)=-26=—det(A).

E P3.Daca elementele unei linii (sau coloane) a matricei A se inmultesc
cu un numar k, se obtine o matrice B al carei determinant este egal
cu k-det(A).

Intr-adevir, efectuand dezvoltarea determinantului matricei B dupa
elementele liniei (coloanei) multiplicate cu numarul k, toti termenii
dezvoltarii contin factorul comun k si se obtine k-det(A).

I Exemplu
21 0 2 1 0
Fie A=|2 3 -1|{s1B=| 2 3 -1 | matricea Q RETINEM!
1 0 4 3 0 -12 Dacd Ae.#,(€),ke€=

obtinuta din A inmultind elementele liniei a treia cu = det(kA) = k" det(A).

factorul (-3).
Se obtine det(A)=15 si det(B)=-45=-3-det(A).

[ P4. Daca elementele unei linii (sau coloane) dintr-o matrice patratica
sunt nule, atunci determinantul matricel este nul.

Intr-adevar, dezvoltand determinantul matricei dupa linia (coloana)
care are toate elementele nule se obtine valoarea determinantului egala cu zero.
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I Exemplu
1 -1 3 2
0 0 0 0 ,
Dacd A = 5 6 7 1| atund det(A)=0:8, +0-8,,+0-8,,+0-3,, =0.
-8 3 b5 i’

@ P5. Daca o matrice patraticad are doua linii (coloane) identice, atunci
determinantul ei este nul.

Intr-adevir, fie Ae.# (C) o matrice in care doua linii sunt identice.
Daca schimbam aceste linii intre ele se obtine o matrice B egala cu A.
Asadar det(A)=det(B).

Aplicand proprietatea P, rezultd cd det(A)=-det(B) si, ca urmare,
avem det(A)=—det(A), deci det(A)=0.

=" Exemplu
-1 0 -1
Matricea A=| 5 -2 5 | are coloanele 1 si 3 identice.
4 -1 4

Rezulta ca det(A)=0. (Verificati prin calcul.)

E CONSECINTA
Fie d=|aij|n un determinant de ordinul n. Pentru orice i#j au loc

egalitatile:
1' a'i16j1 + ai26j2 +...+a. 8 = 0’

in~jn

2. aljali + azjsgi +...+a 6 = 0_

nj - ni

Demonstratie

Pentru relatia 1 consideram determinantul d' obtinut din d inlocuind
linia j cu linia 1. Rezulta ca d'=0. Dezvoltand determinantul d' dupa linia j
se obtine egalitatea 1.

Pentru egalitatea 2 se foloseste proprietatea P1 si egalitatea 1. B

@ P6. Daca elementele a doua linii (coloane) ale unei matrice patratice
sunt proportionale, atunci determinantul ei este nul.

intr-adevér, aplicand proprietatea Ps, se obtine ca determinantul
matricel este produsul dintre factorul de proportionalitate si determinantul
unel matrice cu doud linii (coloane) identice. Conform proprietatii Ps acest
determinant este nul.
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1" Exemplu
3 -2 4 0
-4 5 2 1
Fie matricea A = al carel determinant se cere.
6 -4 8 0
4 -7 1 -1

Se observa ca liniile 1 si 3 sunt proportionale, factorul de proportionalitate
fiind k=2. Conform proprietatii Ps det(A)=0. Aplicind aceastd proprietate,

rezultatul s-a obtinut fara calcul.

@ P7. Fie A= (aij )m o matrice de ordinul n astfel incat elementele liniei 1

sunt de forma a;=b;+c;, j= {1, 2,..., n}. Daca B s1 C sunt
matricele obtinute din A inlocuind elementele liniei 1 cu elementele
b;, respectiv c;, atunci det(A)=det(B)+det(C).

Demonstratie

Avem

n n

det(A) =Y a5, =Y (by +¢,)8, =3 'by5, +c,5, = det(B) + det(C). W
= =

=1 =1

I Exemplu
b b b b
Fie A:(&H At 1]. AtunciB:£a alJ, cz[ 1}.
c ¢ c c c ¢
Conform proprietatii 7 are loc egalitatea det(A)=det(B)+det(C), adica
atb a;+b;| Ja a1+b b,
c ¢ | le ¢ le o
> OBSERVATIE

e Proprietatea 7 este specifica determinantilor:
det(A)=det(B)+det(C), dar A=B+C.

@ P8. Daca o linie (o coloana) a unei matrice patratice este o combinatie
liniara de celelalte linii (coloane), atunci determinantul ei este zero.

Intr-adevir, daci o linie (coloana) a matricei A este o combinatie liniara
de celelalte linii (coloane), atunci aplicand proprietatea 7, det(A) se scrie ca

o suma de determinanti care au doua linii proportionale, deci sunt nuli.

> Exemplu
1 2 -3
Fie matricea A=|{-1 5 -10].
3 -1 4

48



M Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare ® 1ll. DETERMINANTI

Linia a doua este o combinatie liniara de celelalte linii:
a,; = aay; +Pay, je{l, 3} si a=2,p=-1.

Se obtine ca det(A) =0, conform proprietatii Ps. (Verificati prin calcul.)

[ P9. Daca la elementele unei linii (coloane) a unei matrice patratice A se
aduna elementele altei linii (coloane) inmultite cu acelasi numar,
atunci matricea rezultata are acelasi determinant ca matricea A.

Pentru justificare se pot folosi proprietatile 7 si 6.

> OBSERVATIE

e Proprietatea 9 da posibilitatea ca prin operatii efectuate cu diferite linii
sau coloane ale uneil matrice sau ale unui determinant de ordin n, sa se
obtind pe o linie sau coloand (n—-1) elemente nule care reduce calculul

determinantului dat la unul de ordin inferior.

é{) :g.. !‘ s

1 3 -3 6
2 1 -1 2
[x] 1. Sa se calculeze: d = .
4 -1 5 1
0 3 1 -1

Solutie
Aplicand proprietatea P9, adunam linia a doua inmultita cu (—3) la

prima linie si se obtine:

5 0 0 0
1 -1 2
2 1 -1 2
d= ~=-5-5,=-5-1 5 1|=200.
4 -1 5 1
3 1 -1
0 3 1 -1

& 2. Sa se calculeze determinantul, scriind rezultatul sub forma de produs:

1 1 1 1
a b ¢ A
V.,=|, ., , .| ab,c deC, diferite intre ele.
a* b® ¢ d
aS b’% CS d’i

Solutie

Pentru calcule mai restranse vom folosi tehnica crearii de zerouri pe o
linie sau coloand si alte proprietati ale determinantilor. Scidem din linia 4
linia 3 inmultita cu a, apoi din linia a treia pe a doua inmultita cu a si din
linia a doua scadem linia intai inmultita cu a. Se obtine succesiv:
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1 1 1 1 1 1 1 1
V - a b c d |a b C d B
a2 b? I d> | |0 b*-ab c*—ac d’-ad|

0 b’—ab® c¢*—ac® d*-ad? |0 b*—ab®* c¢’-ac® d°-ad’
1 1 1 1
0 b-a c—a d-a

0 b’-ab c*-ac d*-ad|
0 b’-ab® c¢’-ac® d°-ad’
Se dezvolta determinantul obtinut dupa prima coloana si apoi se dau
factori comuni pe coloane. Rezulta:

b-a c—a d-a 1 1 1
V,=|b’-ab c¢’-ac d’-ad|=(b-a)(c-a)(d-a):|b ¢
b’ —ab® ¢’ -ac® d’-ad’ b*> ¢ d*

Cu ultimul determinant obtinut, notat V, se procedeaza ca mai sus
sau, de exemplu, se poate scadea coloana intai din celelalte si se obtine:

1 1 1] |1 o0 0 1 0 0
V,=[b ¢ d|=|b c¢-b d-b|=(c=b)(d-b){b 1 1 |=
b ¢ d [b* —b* d*-b’ b c+b d+b

=(c—b)(d-b)(d—-c). Asadar, V, =(b-a)(c—a)(d—a)(c—b)(d-b)(d-c).

< PRECIZARE
e Determinantii V, si V, se numesc determinanti Vandermonde de
ordinul 4, respectiv 3.

Theophile VANDERMONDE

3] 3. Sa se calculeze determinantul: (1735-1796) matematician
1 1 1 1 ... 1 1 st fizician elvetian
In matematicd a avut
-12 00 .. 00 contributii in studiul
d =0 -1 2 0 .. 0 0 determinantilor, a functiilor

simetrice $i a teoriei ecua-
tiilor algebrice. In fizicd a

o o0 o o0 .. -1 2 studiat dilatarea gazelor. ’
Solutie
Se dezvolta determinantul dupa coloana intai g1 se obtine:
2 0 0 ... 0 O/ (1 1 1 .. 1 1
-1 2 0 ... 0 O] -1 2 O ... 0 O
d,=1-8,,+(-1)8,, = + :
o oo .. -1 20 0 0 .. -1 2
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Primul determinant este un determinant triunghiular si are valoarea
2", iar al doilea este de tipul celui initial dar de ordinul (n-1).

Asadar, avem relatia de recurentd d, =2""' +d, ,. Dand lui n valori si

insumand relatiile obtinute se gaseste d, =2" =1, n >1.

[ P10. Dacd A, Be.#, (C), atunci det(AB)=det(A)-det(B).

A Tema de proiect
Verificarea proprietatii P10 pentru cazul n € {2, 3} . Generalizare.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se calculeze determinantii de 11 21 31 Cg C(li Cg
ordin 2: Yt 8 4 blol ¢ o
-6 -10 \/5 \/3_2 € R 5 5 55
a) ; ; 3! 4! 5! c: ¢
2 4 \/E —J27 4 4 4
0 1 2
) 1+i  1-i N J2-1 1-3 Azls Az Ag
c : .
2+3i 2-3i  |_1-3 V241 g Ay Al Aj
A} Al A
sinx cosx e -1 , 5 5
e) . |3 ,ed =1,
—cosx sinx e ¢ Ed.

E2. Sa se rezolve in € ecuatiile:

2 2% 1
a) x =10; b) =5;
3 x 9x
x+1 x
c) =3-x;
x—1 1
2 —-6x -1
d) X“+2x x+3 _ X :
5 2 x+1 1
lg(x+1) -3
e =log, 32.
) 1 9 g2
E3. Sa se calculeze determinantii de
ordin 3:
3 2 1 3 2 1
a4 4 3; b) 5 -1 4);
11 2 8 1 5
5 0 0 3 -1 8
-1 V3 of;d)j0o 2 6|
4 1 3 0 05

E5.

E6.

Sa se rezolve in R ecuatiile:
1 1 x

a) |l x 1/=0;

x 11

x -1 -1 1 1 —x

b) -1 x -1=]1 x 1|
-1 -1 x| x 1 1

X x+1 x+2
c) x+3 x+4 x+5|=
2x 2x-1 x-3

x+1 x
4 5/

Fie x,, x,, x; solutiile ecuatiei
x 1 -2

-2 x 1|=0.
1 -2 x

Sa se calculeze suma S = x5 + x5 + x5,

Cu ce semn apar in determinantul
de ordinul 4 termenii: a sazaza,;,

A1385,8308,1, A148p18328437



M Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare ® 1ll. DETERMINANTI

E7. Cu ce semn apare in determinantul de -1 0 1 1 1 2 2 2
ordl.n n produsql el.emevntelor de pe: 0 11 1 2 1 2 9
a) diagonala principala; ©) 101 3 d) 9 9 1 9
b) diagonala secundara?
110 2 2 2 1
E8. Sunt termenii unui determinant pro-
dusele: a ;as3az,a,a5,, a;3a,,asa,3, E10. Sa se rezolve ecuatia:
ay1a508338,5854 7 x+1 1 4 2
2 2 -1 1 |x 5
E9. Séds.e c4alcu1eze determinantii de 1 1 -2 3 = 1 9o
ordin 4:
11 1 1 2 0 2 0 3 302
11 1 -1 0 2 0 2 5
a) L1 o1 1) b) 111 1P Ell.Daca Ae,(C), det(A)=2,
1 -1 1 1 -1 1 -1 det(4A) =128, sa se determine n.
APROFUNDARE
Al. Folosind proprietatile determinan- cos2x sin®x sinx
tilor, sa se scrie ca produs: .9 .
2 c) |cos2y sin“y sinyl;
1 a a a a+l a+2 9y sin? .
cos2z sin“z sinz
a)[l b b’;b)b b+l b+2;
1 ¢ c2 ¢ c+1 c+2 1 cos’x ctgx
d) 1 cos’y ctgyl.
a a’+1 a+1 a a® 1 ) zy gy
1 cos”z ctgz
b b2+1 b+l d) b b 1; g
c2+1 e+1 1 1 1 A3. Fie x,x,,x; solutiile ecuatiei
Xy z 2x3 +3x% +3x+1=0.
e) x> y* Z; xi X; X3
vz zX Xy Sa se calculeze d=[x, x; x|.
a+b b+c c+a ¥s T X
f) |aZ+b? bZ+c? c?+a?l A4. Fie x, x,, X3, X, solutiile ecuatiilor
al+b® b3+c® cP+a’ x* —1=0. Sa se calculeze:
X Xg X3 —2xy
A2. Sa se calculeze determinantii trigo- d -2%, X, X4 X,
nometr.lc;: , X, -2x, X, X,
1 sm2 b.¢ cos2 X X, X, —2x, X,
a) |1 sin cos”yl;
) y Mk A5. Exista numere aeZ astfel incat
1 sin’z cos’z ecuatia:
cos2x cosx 1 2-a a-x x-1
b) [cos2y cosy 1[; 1-x2 x2 -1|= (x—l)2 sa
cos2z cosz 1 2-a-2x x+a x-2
aiba o radacina intreaga?
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A6.

AT.

AS.

A9.

Se considera determinantul

—-X

e e
_ _2
f(x)=|e® €™ e*|, ack.

_ _2
ex ex e2a

a) Sa se determine aeR pentru
care ecuatia f(x)=0 are solutii

strict negative.
b) Pentru ce valori ale lui aeR,

ecuatia f(x)=0 are solutii reale?
(ASE, Buc., 1993)

Sa se rezolve ecuatiile:

x 1 1 1
1 x 11
a) =0;
1 1 x 1
1 1 1 x
x—1 0 0 1
b) 0 x—-1 1 —0;
1 0 x-1 0
0 1 0 x—-1
-Xx a c
a -x ¢ b
c =0.
) b ¢ -x a
c b a -x
Sa se verifice egalitatile:
1-a-b c c
a) a 1-b-¢ a =
b b l-c-a
=(a+b+c—1)2;
l1+a, a, aj a,
a l1+a, az ... a
b) 1 2 3 n —
a, a, ag 1+a,
=1+(a,+a,+...+a,).
Fie a, b, ¢, neZ. Sa se arate ca deter-
a’+n ab ac
minantul | ab b?>+n  bec | este
ac bc c*+n

divizibil cu n?.
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Al0.

All.

Al2.

Al3.

Al4.

Al5.

Ale.

Al7.

Fie Ae 4, (D) cu toate elementele

egale cu 1 sau -1. Sa se arate ca 4
divide det(A). Generalizare.

Fie A € A, (10). Sa se arate ca
det(A-‘A)=0.

Fie AE:/%(D) cu a;=aeclR, \Q,

i= 1,_3 si produsul elementelor pe
orice linie sau coloana sa fie 1. Sa
se arate ca det(A) > 0.

Fie A,Be Jln(l)) astfel incat

AB =BA.

a) Sa se arate ca det(A2 + B2) >0.
b) Ramane proprietatea a) adeva-
rata daca AB=BA?

Fie Ae 4, (D) Sa se arate ca

det(IL, +A+ A2) > 0.
Fie AeJé(lD). Sa se arate ca are loc ega-

litatea A”-Tr(A)-A+det(A) L, =0,.
(Relatia Hamilton-Cayley)

Sa se demonstreze prin inductie
dupa n ca:
1 1 1
a; as ... a,
V, =|a? a2 a |=
a™ apt an™!
= 1sj1;[isn(ai - a])-
(Determinantul Vandermonde de
ordin n)
a 0 0 ... 0 b
a 0 0
Fie A,, = Sa
b 0 0 ... 0 a

n -
se arate ca Ay, =(a2—b2) , VneN.
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5 3 0 0 0 ... 0 b) d, =3 -2, neN.
2 5 3 0 0 ... 0
Al8.Fied,={0 2 5 3 0 .. 0| A19.Fie matricea A =(aij) astfel

Sa se arate ca:
a)d, =5d,_,-6d,,, n>3. calculeze det(A).

o 0 0 0 .. 2 5 incat a; = Sa se

1,dacai>j
i+j,dacai<ij

0O 4.

O 2.

TESTE DE EVALUARE

Testul 1

-3

Fie A=[2
2 7

] si B=[Z _11] iar a:det(A+B)+det(AB).

Atunci:

a) a=-90; b) a=-120; ¢) a>0; d) a=0.

Fie A e #(C) si Be (C) cu det(A)=2=det(B).

Daca a = det(5A) sip= det(5B), atunci:

a) (a, B)=(10,10); b) (a, B) =(50,150); c) (a, B) =(50, 250); d) (o, B) =(5, 25).

x x-1

2 X

x2-1 1
X 4

Fie ecuatia =5- cu solutiile x,, x,, X; <X,.
9 H

Daca o =7x} -2x}, atunci:
a) a=28; b) a=-70; ¢c) a =-98; d) a="70.

-1 4 2| |,
Fie ecuatia [0 -3 -1/=|% Tx+1 1
5 1 2 3 6

Atunci modulul diferentei solutiilor ei este: a) 2; b) 3; ¢) 1; d) 4.

Testul 2
Sa se calculeze determinantii:
3 2 1 1 a+b a? 4111
a)l9 4 1;b)[1 bie bsot * 11T
111 L ) 1141
c+ta ¢ 111 4
2X 2x+1_ 1 1 1
Sa se rezolve ecuatiile: a) =30; b) |1gx 1g2x 1/=0.
2¥-1 2*+8

lg2x 1g?2x 1
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1 1 1
Q3. Sa se arate ca ecuatia |1 a a®|=0 are cel putin o solutie complexa cu
1 x2 x5

partea reala nula pentru acR\ {1}

x° x x 1
. . . 1 2 -1 1
Q4. Se considera functia f: R > R, f(x) = .
-1 1 5 3
4 0

a) Sa se rezolve ecuatia f(x) =0.

b) Sa se discute numarul solutiilor reale ale ecuatiei f(x)=8m(x2—1),

meR.

APLICATII ALE DETERMINANTILOR
iN GEOMETRIA PLANA

2.1. ECUATIA DREPTEI DETERMINATE DE DOUA PUNCTE DISTINCTE
COLINIARITATEA A TREI PUNCTE

Fie A(x,,y,), B(x,,y,) doud puncte distincte in planul raportat la re-
x y 1
perul cartezian xOy si E(x,y) =[x, vy, 1 =x(y, -y,)+¥(X, - X, )+ Xy, —X,,.
X, y, 1
Se observa ca ecuatia E(x, y) =0 reprezinta ecuatia unei drepte. De
asemenea, E(x,,y,)=0 si E(x,, y,)=0, deoarece determinantii obtinuti au

doua linii egale.
Rezultd cd punctele A(x,,y,), B(x,,y,) apartin dreptei de ecuatie

E(x, y) =0.
Asadar, ecuatia dreptei determinate de punctele A(x,,y,) si

B(xz, y2) se scrie sub forma de determinant astfel:

x y 1
x, y, 1=0. 1)
X, ¥, 1

55



M Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare ® 1ll. DETERMINANTI

Daca M(x, y) este un punct oarecare al dreptei AB, atunci relatia (1) ex-
prima si faptul ca punctele M(X, y), A(Xl, yl), B(X2, yz) sunt puncte coliniare.
In concluzie, trei puncte A(x,,y,), B(x,,¥,), C(x;,y;) sunt puncte

coliniare daca si numai daca are loc egalitatea:

x, y, 1
A=lx, y, 1/=0. (2)
X, y; 1

QMWWM
®  Se considera punctele A(—Z, 3), B(1,-4) si C(2m -1,10).

a) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.
b) Sa se determine m € IR astfel incat punctele A, B, C si fie coliniare.

Solutie
a) Aplicand formula (1), ecua- |4 Tema

tia dreptei AB sub forma de deter- 1. Sa se scrie ecuatiile laturilor triun-

minant este: ghiului ABC, daca A(-1,2), B(-3,4),

C(4,-4).

2. Studiati coliniaritatea punctelor:

x y 1

-2 3 1/=0, care este echi-
1 41 a) A(1,0), B(-3,4), C(5,-4);

b) M(2,1), N(0, m+3), P(-1,7
valenta cu ecuatia 7x+ 3y +5=0. ) M(21), N(0, m+3), B( )7

b) Conditia de coliniaritate a punctelor A, B, C conduce la relatia:

2m -1 10 1
-2 3 1/=0, echivalenta cu 14m + 28 =0, care conduce la m = -2.
1 -4 1

Asadar, pentru m =-2 punctele A, B, C sunt coliniare, iar pentru
melR\ {—2}, punctele sunt necoliniare.

2.2. DISTANTA DE LA UN PUNCT LA O DREAPTA

Fie d o dreapta de ecuatie generala v 4
ax+by +c=0, cu vectorul normal n(a, b), iar (d)

M, (X,,¥,) un punct din plan. Notim cu BNL M, (%, ¥,)
M, (x,,y,) proiectia punctului M, pe dreapta M, (x,, v,) .
d. Rezulta ca vectorii n s1 MM, sunt vectori 0O A\ x
coliniari gi, ca urmare, are loc egalitatea
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n-MM, = ‘ﬁ‘ . ‘MlMO‘ -cos0’, din care se obtine ca:

_E-N[ll\/[0 :‘a(xo_x1)+b(§70_§71)‘ (3)
r va® + b’ .

Din conditia ¢ M, (x,,y,)ed se obtine ax, +by, +c=0.

Inlocuind in relatia (3) se obtine:

d(M M ) |ax0+by0+c|

d(M,, M, )=

(4), relatie care reprezinta formula distan-
a’ + b’

tei de la punctul M,(x,, y,) la dreapta de ecuatie ax+by+c=0.

2.3. ARIA UNEI SUPRAFETE TRIUNGHIULARE

Se considera reperul cartezian xOy si punctele necoliniare A(xl, yl),

B(XZ, y2), C(x3, yg).
In cele ce urmeaza se va da o noua exprimare arieli unei suprafete

triunghiulare folosind determinanti.
Pentru aceasta se porneste de la formula binecunoscuta a ariei:

L e =%-Bc.d(A, BC). (5)
Avem ca BC:\/(X2 —x3)2+(y2 —y3)2, iar ecuatia dreptei BC este
x y 1
X, y, 1/=0, echivalenta cu (y,—y,)x—(X, —X,;)y+X,y; —X,y, =0.
X, y; 1
Conform formulei (4) se obtine:
d(A, BC) _ ‘(y2 —yg)x1 —(Xz —XS)y1 +X,¥, —X3y2‘ _ |A| '
Vi =) (v, -3, Y =) e,

Cu aceste explicitéri formula (5) a ariei suprafetei triunghiulare devine:
A 1
A ==

1 \/ _y )2 '
[ABC] 3 3 \/(Xz “x, )2 . (YZ v, )2

Asadar, aria suprafetei triunghiulare [ABC], unde A(x,,y,),

1 X, v, 1
B(X2, y2), C(xg, yg), este: A[ABCJ:E.|A|,unde A=x, y, 1. (6)
X, y; 1
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<> OBSERVATIE
Conditia de coliniaritate a trei puncte se poate regasi scriind ca aria
suprafetei triunghiulare corespunzatoare este zero, deci ca A =0.

Problemdi reyolvalic

Se considera punctele A(l, 1), B(Z, 3), C(S, - 1). Sa se determine:
a) lungimea inaltimii triunghiului duse din A;
b) aria suprafetei triunghiulare[ABC];
c) aria suprafetei patrulatere [ABDC|, unde D(5, 4).
Solutie
R . . A Tems3
a) Ecuatia dreptei BC este: Sznéiu punctels
x y 1 A(-2,-1), B(3,4), C(0,-6).
2 3 1|=0<4x+y—-11=0. Rezulta a) Calculati lungimile inalti-
3 -1 1 milor triunghiului ABC.
b) Calculati f,p1, Hopa
[4-1+1-1- 11| 617 % P “fosc)
cd d(A, BC)= ¢) Sunt coliniare punctele
J4? +12 17 A, O, B?
) 1 1 1
b) A \per = 2-| |, unde A=2 3 1/=-6. Asadar, ., = -|—6|=
3 -1 1
1 2 3 1
c) Avem: .« = o+ . Dar .o, =—-A|, unde A=|3 -1 1/=13,
) {ABDC] “ {ABC] r‘fBCDj {BCD] 9 | |
5 4 1
1 . 1 1
deci . C/[BCD] 23. Se obtine, v/[ ABDC) = =3+ 13 ?9
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
El. Fie punctele A(—3,—2), B(5,—1), E2. Se dau punctele A(3, 4), B(3, —2),

C(-1,-3).

a) Sa se scrie ecuatiile dreptelor
AB, AC, BC.

b) Ce lungimi au inaltimile triun-
ghiului ABC?

c) Sa se calculeze %ABC] prin doua

procedee.

58

C(2a+1,1) si D(-3,1).
a) Pentru ce valori ale lui aeR

punctele A, B, C sunt coliniare?
b) Calculati aria suprafetei [ABD].

c¢) Punctul M(m2—2, 4m—1), mel,

este situat la distanta 5 fata de
dreapta AD. Sa
coordonatele punctului M si %MAD].

se determine
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E3.

E4.

E5.

E6.

E7.

Sa se determine m,neR daca

punctele A, B, C sunt coliniare:

a) A(m—l, 3), B(Zm, —m),
C(2m—3, 1+m);

b) A(m+n, 1+m), B(2m—n, 1),
C(m, n+1).

Se dau punctele A(8, 0), B(3, 6),
C(0,3) si OxnBC={D}, ABNOy=

= {E}.

a) Sa se scrie ecuatiile dreptelor
BC si AB.

b) Sa se calculeze aria suprafetei
[ABC].

c) Sunt coliniare mijloacele seg-
mentelor [OB], [AC], [DE]?

Sa se determine punctele de pe dreap-
ta 3x+2y-12=0 situate la distanta

3 de dreapta 12x -5y +30=0.

Se considera dreptele:
d;:2x+y-3=0 si dy: x-y+5=0.
Sa se determine:

a) A ed,, astfel incat

d(A, d;)=2V5;
b) B ed,, astfel incat

d(B, d,) =52.
Fie patrulaterul ABCD, A(l, 2),
B(8,2), C(6,4), D(3,4).

a) Sa se scrie ecuatiile laturilor si
diagonalelor patrulaterului.
b) Sa se calculeze %ABCD].

¢) Daca ADNBC={E}, BDNAC={F}

iar M, N sunt mijloacele laturilor
[AB], [DC], sa se arate ca punctele
E, F, M, N sunt coliniare.
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ES.

E9.

E10.

E11.

E12.

E13.

Se dau punctele A(3,2) si B(2, 4).

Sa se determine punctele M de pe
dreapta x-y=3 pentru care

%OAM] = %OBM]'
Se dau punctele A(0,1), B(4, -2),
C(4, —1), D(5, 3) Sa se determine

punctele M de pe dreapta de
ecuatie 3y-x-5=0 pentru care

%MAB] = %MCD]-

Se dau punctele A(3,2), B(6,4)
si C(—2, 2). Sa se determine locul
geometric al punctelor M pentru
care «fy,p] = Hypc)-

Sa se scrie ecuatia unei drepte
care trece prin punctul A(-2, 0) si

formeaza cu dreptele de ecuatii
3x-2y-7=0 si 2x+3y+4=0 un
triunghi cu aria 13.

Se considera patrulaterul ABCD de
varfuri A(6,4), B(3,5), C(-2,-3),

D(1, -3). Sa se determine:

a) aria patrulaterului ABCD;

b) aria patrulaterului format de cen-
trele de greutate ale triunghiurilor
ABC, BCD, CDA, DAB.

Fie A(a, b+1), B(a+1,b%), C(1,1),
a,be” si
M ={M(a, b)| A, B, C sunt coliniare}.

a) Cate elemente are multimea .#?

b) Sa se determine aria poligonului
format de punctele din multimea .#.

c¢) Studiati natura poligonului
format de punctele multimii 4.
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CAPITOLUL IV. SISTEME DE ECUATII LINIARE

@D MATRICE INVERSABILE DIN ./ (C)

Una din proprietatile operatiei de inmultire pe multimea ./, ('C) a
scos In evidenta ca exista o matrice I, numita matricea unitate de
ordinul n cu proprietatea ca I, -A=A-I =A, V Ae./ (C).

In acest context se pune problema dacd matricea I se poate scrie ca

produsul a doud matrice de ordin n.
Raspunsul este dat introducand notiunea de inversa a unei matrice.

« DEFINITII
e Fie A o matrice de ordinul n.
Matricea A se numeste matrice inversabila in .# (C) dacd exista o

matrice Be.# (C) astfel incat A-B=B-A=1.

e Matricea B se numeste inversa matricei A si se noteaza B=A".
Rezultd cd A-A™" =A"-A=1, relatie din care se obtine ca (A’1 )71 =A.

- . . 1 0) . 11 .
&l  Sa se cerceteze daca matricele A = [1 J s1 B :(1 J sunt inversa-
bile in .4, (ID).
Solutie

b 10 b
e Presupunem ci existd A= a astfel incat a =
c d 11 d

c
(a b)(1 O (10
e da)l1 1) Lo 1)
b 10
Din aceste egalitati de matrice rezulta ca & = =
a+c b+d 01

(a+b b

. 1 0 ) qx A
sise gaseste A™' = . Asadar A este inversabila in .4, (ID).
c+d d -1 1
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X 11
e Presupunem ca existi matricea B =( yj astfel incat {1 J-
u v

1 0 + + 1 0
R . Se obtine egalitatea XTHyEY_ ceea ce este
u v 01 X+Uu y+v 01

imposibil. Asadar B nu este matrice inversabila in ., (ID).

= TEOREMA 1
Inversa unei matrice patratice, daca exista, este unica.

Demonstratie

Fie Ae. (IC) si B, B'e,//{I('C) astfel incat AB=BA=1 si AB'=B'A=
=1.(1)

Folosind proprietatea de asociativitate a inmultirii matricelor si
relatia (1), se obtine:

B=B-I, :B-(AB')z(BA)-B'zln -B'=B", deci B=B".

Asadar, inversa unei matrice, daca exista, este unica. B

In continuare se pune problema identificarii matricelor inversabile si
gasirii unui procedeu de determinare a inversel unei matrice inversabile,
altul decat acela pornind de la definitie.

Fie Ae. ./, ('C) o matrice de ordinul n.

+ DEFINITII
e Matricea A se numeste matrice singulara daca determinantul ei este nul.
e Matricea A se numeste matrice nesingulara daca determinantul ei
este nenul.
Un exemplu uzual de matrice singulara este matricea nula O_, iar de

matrice nesingulara este matricea unitate I .

E TEOREMA 2
Matricea A €./, (C) este matrice inversabila in .4, (€C) daca si numai

daca det(A)=0 (A este matrice nesingulara).

Demonstratie

[13

, = Sa presupunem ca matricea A este inversabila in ./ ('C).
Atunci existdi A e.# (C) astfel incat A-A"=A"-A=I. Trecand la

determinanti in aceasta relatie si aplicand proprietatea 10 a determinatilor
se obtine ca: det(A) : det(A’l) = det(In) =1. Rezulta ca det(A) # 0.
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, < Aratam ca daca A este matrice nesingulara, atunci este matrice
inversabild in ./, (C).

Pentru aceasta vom construi efectiv matricea A™.

Fie A=(a;) .
nxn
+ Etapa I. Se scrie transpusa matricei A, adica:
a,, a, .. a,
tA: a12 aZZ anZ
a,, a,, ... a,

 Etapa II. Se formeazi o matrice A" numitd matricea reciproca

(sau adjunctia) a matricei A care se obtine din ‘A inlocuind fiecare element
al acesteia cu complementul algebric corespunzator:

R T
A* — 812 622 A 8112
8ln 62n ce 6rm
- Etapa III. Se formeazd matricea A =—1 A" gi se aratd ca
det(A)
este inversa matricei A. intr-adevér,
AAT=A| AL _aa
det(A) det(A)
all a12 b aln 611 821 e 6nl
— ]- . aZl aZZ a2n 612 622 n2
det(A)
anl an2 A ann 61n 82n b 6nn

Efectuand inmultirile celor doud matrice A si A" si folosind dezvol-

tarea unui determinant dupa elementele unei linii (coloane), precum si faptul
ca ,suma produselor dintre elementele unei linii (coloane) si complementii
algebrici ai elementelor corespunzatoare de pe alta linie (coloani) este egala
cu zero“ (Consecinta la proprietatea P5. a determinantilor), se obtine:

det(A) 0 0
g 1 ' 0 det(A) 0 1
det(A) e
0 0 det(A)
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Analog se obtinecd A"A=1_.

Asadar, daca det(A)=0, atunci matricea A este inversabild in ./, (C)

si inversa ei verifica egalitatea:
4 1 .

det(A)

< OBSERVATII SI PRECIZARI

1. Daca matricea A este nesingulara, atunci A™' este nesingulara.

2. Daca matricea A este nesingulara, atunci A" este nesingulara.
intr-adevér, din relatia AA" =d-1_, rezulti ca det(AA*) =d", de unde se

obtine c& det(A")=d"" 0.

3. Matricea Ae./ (Z) este inversabila in ./, (#) dacd si numai daci
det(A)e{-1,1).
4. Daca A,Be ./, ('C) sunt inversabile, atunci A-B este inversabila si

(AB)' =B7-A".

é{) :g.. !‘ s

-1 2 1
Bl 1. S& se determine inversa matricei A=| 3 0 1 |in .#(C).
-1 1 -2
Solutie
Cercetam daca A este matrice inversabild in |4 Tema
-1 2 1 Calculati A7l daca:
A (€). det(A)=|3 0 1[=8-2+12+1=14%0. a)A={—x/§ 5 }
101 -2 -2 V18
Rezulta ca exista A™. L2
9 b) A=| 0 4 0.
Determinam: 0 0 1
13 -1 1 5 2 /4
‘A= 2 0 1 |siA'=|5 3 4
1 1 -2 3 -1 -6
Se obtine:
-1 5 2
L 1 .1 /
At= A== 5 3 4 |e.(C)
det(A) 14
3 -1 -6
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m 2 m + 2
B 2. Sedd matricea Ae.#(C), A=|-1 m+3 1 |, meC.
3 -4 1
Sa se determine m e € astfel incat A s fie inversabila in .4, (C).
Solutie -
Conform teoremei 2, A este inversabila in 4 Tema
on . 1 2, Aflati m e € astfel incat
M, (C) dacd si numai dacd det(A)=0. Avem m-2 0 )
) A= 3 3 sa fie
det(A)=—-2(m+1) . m -+
Asadar, A este inversabila daca si numai oGRS ()

dacd m+1#0, adica me'l:\{—l}.

@) ECUATI MATRICEALE

Se numeste ecuatie matriceala, o ecuatie in care necunoscuta este o
matrice.
Sa consideram urmatoarea ecuatie matriceala:

(_21 1] X = (_i 1] (1), unde X e .4, (C) este necunoscuta ecuatiei.

Vom cauta sa determinam matricea X folosind inversa unei matrice

1 -1
AX = B, (2). In acest moment de observi ci dac matricea A este inversa-
bild, inmultind ecuatia (2) la stAnga cu A™" se obtine X =A"B si problema
este clarificata.

A . 1 -1
Intr-adevar, det(A) =-3#0. Asadar exista A’ = L A =—l- ,
det(A) 312 -1

. 11 -1)(-4 1 1(-3 O 1 0
iar X=—-— . == = .
3\-2 -1) (-1 1 3L9 -3 -3 1
Ca urmare, se poate spune ca existd anumite tipuri de ecuatii
matriceale care pot fi rezolvate folosind ,inversabilitatea matricelor”.
E TEOREMA
Fie Ae.# (C) si Ce .4, (C) matrice inversabile.

Atunci ecuatiile matriceale:

patratice. Notdm A = (_21 1} B-= [_4 1) si ecuatia matriceald (1) devine

a) AX=B, Be.d,, (C) 1)
b) XA =B, Be.#, ,(C) (2) > au solutii unice.
) AXC=B,  Be.i_ (C) 3
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Demonstratie
a) Se inmulteste ecuatia (1) la stinga cu matricea A" €./ ('D) si

aplicand asociativitatea inmultirii se obtine succesiv:

A7 (AX)=A'Be= (A'A)-X=A'BoX=A"Be. 4, (C).

Asadar, ecuatia (1) are solutie unica in .4,  (C), X=A"B.

b) Inmultind ecuatia (2) la dreapta cu A e./ (€) si aplicand
asociativitatea inmultirii, se obtine succesiv:

(XA)-A"=BA" & X(AA")=BA' ©X=BA" .4, (C),
deci ecuatia (2) are solutie unicd in M, , (C), X=BA™.

c) Combinand tehnica de la puntele a) si b) se obtine:

AXC=B< A" (AXC)C' = A'BC" < (A'A)X(CC')=A'BC" & X=
=A"BC™.

Asadar, ecuatia (3) are solutie unica in .4, , (C), X=A"BC™".

QMWM
1 -11 1 0 O 1 00

B  Sa se rezolve ecuatia matriceala | 0 -1 1|X| 3 1 0 (=|-1 2 0].
-2 1 0 -1 2 -1 2 30

Solutie

Se observa ci ecuatia este de forma A-X-B=C.

Daca matricele A si B sunt inversabile atunci ecuatia matriceala are
solutia unicd X=A"-C-B™" (cazul c¢) din teorema).

1 -11 -11 0 1 -1 0
Avem:A=| 0 -1 1|, det(A)=-1, A"=—-|-2 2 -1|=|2 -2 1|si
2 10 -2 1 -1) (2 -1 1
1 0 0 -1 0 0 1 0 O
B=|3 1 0], det(B)=-1, B'=-|3 -1 0|=|-3 1 0
-1 2 -1 7 21 -7 2 -1

Solutia ecuatiel matriceale este:
1 -1 0 1 00 1 0 0 8 -2 0
X=A"'.C-B'=|2 -2 1|/-1 2 0[-/-83 1 01=(9 -1 0.
2 -1 1 2 3 0){-7 2 -1 2 1 0
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EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se determine care matrice sunt E4. Sa se rezolve ecuatiile matriceale:
inversabile: 1 2 21
[-11J [12J D Xs 5715 1)
a) ; b) ;
0 1 4 8 9 1
123 111 b)X,(12J=31;
o2 3 4|; 11 0l 35) 1o 1
345 2 11 5 3 11
Nz o)1 of
E2. Sa se determine inversele matricelor:
210
1 3 2 3 11l d)[ JX[121];
a)01;b)34;0)011;
0 01 ) 3 4 1 1 0
e 5
111 4 5 1 01
d|1 2 2|;e)|0 1 1] f)3 -1 1 11
12 3 4 0 1) \o 1)
3 -2 0 -1 0 001
0 2 2 1 0010 E5. Sa se rezolve ecuatiile matriceale:
o) ; g) 111 100
1 -2 -3 -2 0100 aylo 1 1/-X=[11 of;
01 2 1 10 00 00 1 111
E3. Sa se determine valorile parame- 301 2 0 1
trului m e R pentru care matrice- b) X-[1 0 1 =[ J;
le sunt inversabile: 2 1 2 21
a)[?’z TJ; b) [T 9); 3 4 2 1
} m c)|-2 3 -1[-X=|0
¢)|-2 1 1;d|m 1 1
0 m 1 1 1 m
APROFUNDARE
2 x 3 X, X, -2
Al. Fie matricea A=|1 2 m|. A=1-2 x; X,
x -1 x 1 0 1
Sa se determine m e R, daca: Sa ste arat-e caA ezte inversabila
a) A este inversabila, V xeR; pentru orice m € &. 11
b) AT=A" si 7x=3m. A3. Fie A, Be #4(R), A=[0 J,

A2,

Fie ecuatia x? +(m+5)x+m+2= 0

cu solutiile x;, x, si matricea
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Ad4.

A5,

A6.

AT.

Fie A e, (Z) astfel incat I, +A sunt inversabile si sa se cal-
6 0 culeze inversele acestora. (Univ.,

A’-A= [10 6} Bucuresti, 1990)

Sa se arate ca A este inversabila si A8. Fie matricele A,Be.#4,(C) cu A’ =

sa se determine inversa acesteia. . - .
=A” si A+B=1_. Sa se arate ca

Sa se rezolve sistemele matriceale: . . o1x
matricea I, + AB este inversabila.

10 21
a)A+B=( ]( )A—B:
1 1)1 1 A9. Fie A, Be.#(C), astfel incat AB=
(2 1), =A+B. Sa se arate ca matricele
0 1) I,-A, I,-B sunt inversabile si
2 0 31 ca AB =BA.
b) xw[ H ];
02) 120 A10.Fie matricele A, Be ., (C). Si se
X(O 2)_,_ Y= [3 2]_ arate ca:
20 10 a) daca I, +AB este inversabila,
Fie A c .4, ('D) inversabili astfel in- atunci I, + BA este inversabila;
cat A+A~l= 21,. Si se determine b) daca I, +(AB)p este inversabila,
A" +A™, neN. atunci I+ (BA)p este inversabila.

Fie Ae.#(C), astfel incat A’=0,,. All.Fie A e .#(C) matrice inversabila.

Sa se arate ca matricele I, — A si Si se afle A™! folosind relatia Hamil-
ton-Cayley.

TEST DE EVALUARE

O 2.

0O 4.

. Sa se determine inversele matricelor:
2 0 5 1 1 1
a) A=|-11 -3|;b) A=|1 & 2|, unde 2 +eg+1=0.
07 1 1 & ¢
2 x+1 3
Sa se determine meR pentru care matricea A=|x+1 -1 x+1| este
1 2 m

inversabila pentru orice x € R.

. Se da ecuatia y? —(a— l)y2 + (2a— 5)y—a+ 3=0, aeC cu solutiile y,, y,, y;. Sa
Y1 Y2 VY3
se determine a astfel incat matricea A=|y, y, y,| safieinversabila.
Y3 Y1 Y2
3 01 40 2
Sa se rezolve ecuatia matriceala: X-|1 0 1|= [2 4 2] in doua moduri.
21 2
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SISTEME DE ECUATII LINIARE
CU CEL MULT PATRU NECUNOSCUTE

3.1. SISTEME DE ECUATII LINIARE. NOTIUNI GENERALE

Sa consideram urmatoarea problema-suport:

Intr-un bazin apa curge prin trei robinete identice. Dacd primul
robinet se deschide timp de 6 ore, al doilea 4 ore si al treilea 3 ore, in bazin
se aduna 390 dal de apd. Daca primul robinet se deschide 5 ore, al doilea
2 ore si al treilea 3 ore, atunci in bazin vor fi 305 dal de apd. Dacd primul
robinet este deschis 3 ore, al doilea 7 ore, iar al treilea 3 ore, atunci in bazin
vor fi 405 dal de apa. Cati decalitri de apd curg intr-o ord prin fiecare robinet?

Vom organiza datele problemei in urmatorul tabel de tip matriceal:

Robinetul 1 Robinetul II Robinetul III | Cantitatea de apa
(nr. ore) (nr. ore) (nr. ore) (dal)
6 4 3 390
5 2 3 305
3 7 3 405

Pentru a raspunde la intrebarea problemei, vom nota cu x, y, z debitul
robinetelor I, I, respectiv III.

Datele referitoare la numarul de ore de functionare a celor trei robi-
nete le consemnam intr-o matrice de ordinul 3, notata A, cele referitoare la
cantitatea totala de apa le consemnam intr-o matrice-coloana B, iar datele
care indicd necunoscutele problemei le scriem intr-o matrice-coloana X.
Astfel, se obtin matricele:

6 4 3 390 x
A=|5 2 3| B=[305|, X=|y|
373 405 z

Corelarea celor trei categorii de date consemnate in matricele A, B si
X o vom face exprimand cantitatea totala de apa ca fiind suma cantitatilor
de apa furnizate de fiecare robinet in timpul functionarii.

In felul acesta se obtine urmatorul model matematic al problemei:

6x +4y +3z =390
5x +2y + 3z =305.
3x+ Ty +3z =405

Acest model este un sistem de trei ecuatii cu trei necunoscute x, z, y, cu
exponentul 1, numit sistem de trei ecuatii liniare cu trei necunoscute.
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Determinarea valorilor necunoscutelor x, z, y se va face pe baza unor
considerente legate de matrice si de determinanti.
Forma generala a unui sistem de m ecuatii liniare cu n necunoscute este:

a,X, +a,X,+...+a, X =b,

a,,X, +8,X, +...+a, X, =b, 1)

a X, +a ,X,+..+a_X =Db

m

Numerele a; € €, i=1,m, j=1, n se numesc coeficientii necunos-

cutelor, iar x,X,,..,X, sunt necunoscutele sistemului. Numerele

n
b,, by, ..., b, € C se numesc termenii liberi.

Daca toti termenii liberi sunt nuli, atunci sistemul de ecuatii liniare
se numeste sistem liniar omogen.

Sistemul de ecuatii (1) poate fi scris mai condensat sub forma:

n

Z:aijxj =b,1<i<m.

=1

Sistemului (1) de m ecuatii liniare cu n necunoscute i se asociaza
urmatoarele matrice:

all a12 A aln Xl bl
a a, .. a X b.
A — 21 22 2n ; X — ) 2 ; B = 2 ;
a,, a,, .. a_ X, b
matricea coeficientilor matricea matricea

sau matricea sistemului/ | necunoscutelor termenilor liberi

a, 4, .. a, b
K _ Ay Agy ... Qg bz
a, a,, .. a_ . b

(matricea extinsa)

Cu ajutorul acestor matrice, sistemul (1) are urmatoarea scriere matri-
ceala: [A-X =B numiti forma matriceala a sistemului de ecuatii liniare.

Un sistem de numere (o, ay,..,a,) se numeste solutie a siste-
mului de ecuatii (1) daca inlocuind necunoscutele x,, x,, ..., X, respectiv
cu aceste numere, toate ecuatiile sistemului sunt verificate, ceea ce se scrie
sub forma:

n
Zaijocj =b, 1<i<m.
)
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Din punct de vedere al existentei solutiei si al numarului de solutii,
un sistem de ecuatii liniare poate fi in una din situatiile:
1. Sistem incompatibil. In aceasta situatie sistemul nu are nici o solutie.

15" Exemplu
. e 2%, —-x, =5
Fie sistemul de ecuatii liniare .
2%, -%, =1
Daci ar exista perechea (a,, a,) care si verifice cele doud ecuatii, atunci ar

trebui ca 5 =1, ceea ce este fals. Asadar, sistemul este incompatibil.

2. Sistem compatibil. In aceasti situatie sistemul are cel putin o solutie.
a) Un sistem compatibil cu o singura solutie se numeste sistem com-
patibil determinat.

I Exemplu

X, +2x, =5

Sistemul de ecuatii { are solutia unica x; =1, x, =2.

X, +X, =
b) Un sistem compatibil cu mai multe solutii se numeste sistem com-
patibil nedeterminat.

=" Exemplu

2%, +X, =3 ) s .
toTe este sistem compatibil nedeterminat

Sistemul de ecuatii
4%, +2x, =6

deoarece are o infinitate de solutii de forma (o, 3-2a), o0 € R.

> 0BSERVATIE
e Orice sistem liniar omogen este compatibil. Se observa ca o solutie a
acestuia este (0, 0, ..., 0) numita solutia banala.

Problema esentiala care se pune in legatura cu un sistem de ecuatii liniare
este daca acesta este compatibil sau incompatibil, iar in caz de compatibilitate
care este numarul solutiilor si cum se determind multimea acestora.

< PRECIZARE

FRELIZARE
. In acest capitol se vor studia sisteme de ecuatii liniare cu cel mult
4 necunoscute.

3.2. SISTEME DE ECUATII LINIARE DE TIP CRAMER

Fie (S) un sistem de n ecuatii cu n necunoscute, n <4.
a,X, +a,X, +...+a, X, =b

In“*n

a,,X, +a,X, +...+a, X, =b,

2n“*n (S)

a, X, +a,X,+..+a X =b
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a, a, .. a, X, b,
« A .. a a ... a X b .
Facand notatiile A=| *' % 1 X=|"?|, B=| ?|, sistemul
a, a, .. a, X, b,
(S) se scrie sub forma matriceala AX = B.
+» DEFINITIE
e Un sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute
cu proprietatea ca matricea sistemului are de-
terminantul nenul se numeste sistem de tip
Cramer.
Daca sistemul (S) este sistem de tip Cramer Gabriel CRAMER

(d =det(A) = 0), atunci matricea A a sistemului | (1704-1752) matematician
sl fizician elvetian

este matrice inversabild in .4, (C) si matricea X a fn 1750 @ introdus rezol.

necunoscutelor este X=A7.B. Pornind de la | varea sistemelor liniare cu
- . - ajutorul determinantilor.
aceasta exprimare a matricel X a necunoscutelor, o e n
. . Are contributii in cadrul
vom deduce o regula de determinare element cu | jeorie; curbelor algebrice,

element a solutiei (x,, x,, ..., X, ) a sistemului.

® TEOREMA (Regula lui Cramer)
Un sistem de tip Cramer este compatibil determinat, iar solutia lui
este data de formulele:
d d d
X, :El’ X, :Ez’ vy X = (f , (D
unde d =det(A) si d, este determinantul obtinut din determinantul

d al matricei A a sistemului inlocuind coloana k (coloana coeficientilor
necunoscutel x, ) cu coloana formata din termenii liberi,

ke{l,2, .., n}.

Demonstratie

Fie (S) sistemul de tip Cramer determinat mai sus, cu scrierea matri-
cealda AX =B. Deoarece A este matrice inversabila avem relatia X =A"'B.
Cu notatiile adoptate pentru matricele X, A™" si B avem:

X, 8, Oy ... 0. (b b,6,, +b,d,, +...+b .3,
X, | 1|08, 8y ... 8,|1|Db, 1| bd,+byd,,+...4+4b,5,

3 I S I O T OO
X, 8, Oy ... 0,.) b, b8, +b,0, +...+b d
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Aplicand egalitatea a doud matrice se obtin formulele dupa care se

calculeaza fiecare necunoscuta x,, x,, ..., X,:
1 d
X, = E(blfiu +Db,8, +...+Db5,,)= El
1 d
X, = E(blésm + 0,8, +...+Db,5,,) = EZ
1 d
X, = E(blam +Db,8,, +...+b,5,. )= E’l

unde d = det(A) #0 si d, este valoarea determinantului obtinut din deter-

minantul d al matricei A inlocuind coloana k prin coloana termenilor liberi. ®

<> OBSERVATIE

e Formulele (1) se numesc formulele lui Cramer.

Pentru n = 2 si n = 3 aceste formule au fost obtinute atunci cand s-a
definit determinantul de ordin 2, respectiv de ordin 3.

&l  Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare folosind regula lui Cramer:
2x, -x,+%x,-%x,=0
3X, +2X, —X, =2
2x, -2x,-X, =3

X, +X,+X,+3x, =3

Solutie
2 -1 1 -1
. . . 3 2 0 -1| .
Matricea sistemului este A = si d=det(A)=—-65=0.
2 -2 -1 0
1 1 1 3
Rezulta ca sistemul este de tip Cramer si are solutie unica data de
formulele Cramer: x, =i, X, =$, X, —E, X, _4
d d d d
0O -1 1 -1 2 0 1 -1
2 2 0 -1 3 -1
Dar d, = =-65; d, = =0;
3 2 -1 0 2 -1 0
31 1 3 13 1 3
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2 -1 0 -1
3 2 2 -1

d, = =65; d,
2 -2 3 0
1 1 3 3

2 -1 1 0
3 2 0 2
= =—65.
2 -2 -1 3
1 1 1 3

Asadar, solutia sistemului de ecuatii este sistemul de numere (1, 0,-1, 1).

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
E1l. Sa se scrie sub forma matriceala si 2x+y+z+t=4
sa se rezolve sistemele de ecuatii _
A . . ’ 2x+y+3t=6
folosind inversa unei matrice: c)
) X+y=2 ) 2x -3y =1 X+y+3z=5
2x+3y =5 3x—4y =2 x-y+dt=4
5(X+y)—2(X—y)=3y+a 3X+y—2Z+4t=4
3 5 5 b ; 2x+3y-z+t=2
(X+ y)—y+ X=X+ d) X—2(2y—3z+t)=—3
X+y+z=3 X+y+z=a 1
d) {2x+y-z=2; e) {x+2y-z=Db ; 4(X+2Y)—6[Z+EY]+t=5
4x-y+z=4 x+3y-2z=c
x-y+z=1 E4. Sa se rezolve sistemele de ecuatii
f) {x+iy+z=2+i. prin doui metode:
ix+y+z=2+i X+y_5x+3y=9y—11
a) 7 14
E2. Rezolvati prin regula lui Cramer 3x -2y 2y +4 >
sistemele de ecuatii de la E1. 2 +t2=x-
E3. Sa se'rezolve prin regula lui Cra- 2x+6y=1(10x+24z)
mer sistemele: 9
X+y+z=2 X—-y+z=2 b) {9y +20z=6(x-48y) .
a)12x+3y—-z=5; b) {2x+y—-3z=4;
3x+y+3z=4 x+2y+z=2 2(x+y+2z)=128-y
APROFUNDARE
Al. Sase rezolve sistemele de ecuatii (1+ i)x— oy +z=-3+i
liniare: b . .
2(x+22)+3(y—4)+t=0 ) x-(tri)yria=-1 5
) x+3z+2(2t+y-4)=3 x—(2-1)y+z=-2+2i
a H
3(x—y+t)+8(y—1)—t+z=5 C3x—-Cly+4Cjz-C3t =0
2(2x+t)+2z+t+y=14 o) Cix+Ciz—-Cjt=-5
2C;x—4Cly +Cit = 6
Alx-2ALy+Alz=0
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A2,

A3.

Ad.

Sa se rezolve sistemele de ecuatii
stiind ca numerele a, b, ¢, d sunt
numere reale diferite:

x+ay+a’z=-a’

a) {x+by+b%z=-b?;
x+cy+c’z=-c?
rx+y+z=1

b) ctax+by+cz=d

a’x+bly+ciz=d?

Sa se determine valorile parame-
trilor reali pentru care fiecare sis-
tem este de tip Cramer si sa se re-
zolve in acest caz:

2ax+y+z=0

a) {x+ay—-z=-1;
x+2ay+z=1
(a—2)x—2y+z=1

b) ix+y+z=a-2 ;
(a—l)x—2y+2z=1
2x+(p+1)y+z=p

c) x+py+(p—1)z=2p 5
(p+3)x+(3p+3)y+pz=3
x+2y+z+t=0

x+my+2z+t=0
d) Xx+y+z+t=0

6x+y+z+(m2—m)t=1

Se considera sistemul liniar:
(1+ m)x+y+z =1
x+(1+m)y+z =m
x+y+(1+m)z=m2, melR
a) Sa se scrie matricea A a sistemu-
lui si sa se calculeze det(A).

3.3. RANGUL UNEI MATRICE

Fie Ae.i,,(C), A=(a)

mxn

1<r< min(m, n).

A5.

A6.

AT.

AS.

b) Sa se afle m e R pentru care sis-
temul este compatibil determinat.
c) Sa se rezolve sistemul de ecuatii
pentru m = 2,

d) Pentru m = 0 sa se precizeze da-

ca sistemul este compatibil.

Se considera sistemul liniar:
(2m-1)x-my+3z=1
(m—2)x+y+(m—2)z =2
3x+(m—1)y+(2m—1)z =3

a) Sa se scrie matricea A a sistemu-

lui si sa se rezolve ecuatia det(A) =0.

b) Pentru ce valori ale lui melR,

sistemul este de tip Cramer?
c) Sa se determine solutia

(Xm’ Yms Zm) in conditia b).

d) Pentru ce valori ale lui me R
are loc relatia x, +y,, +z, >3?

Sa se rezolve ecuatia matriceala:
1 2 2 -1 1 -1

X - X. = .
2 3 -1 1 -1 0

Se considera sistemul de ecuatii

4 N
Z:aijxj =6+i,i=1,4, unde
i=1

i, dacai=j . .
a; = ; 1, j=1, 4.

2,dacai=j’
a) Sa se calculeze det(A), unde
A = (aij)4x4 :
b) Sa se rezolve sistemul de ecu-
atii.

Sa se rezolve sistemul de ecuatii:

4
i-1 dicl e .

E aijxj:41 , aij=_]1 , 1, j=1,4.

=1

si r un numdar natural, astfel incat

Alegem din matricea A r linii 1, 1,, ..., 1, i r coloane j,, j,, ..., J,-
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Determinantul format cu elementele matricei A situate la intersectia
celor r linii si r coloane se numeste minor de ordinul r al matricei A.

Numarul minorilor de ordinul r ai matricei A este egal cu C:, -CI.
Fie A=0O,_ , o matrice cu m linii si n coloane. Deoarece multimea
minorilor matricei A este finita, existd reN, 1<r< min(m, n), astfel incat

matricea A sa aiba cel putin un minor de ordin r nenul, iar toti minorii de
ordin superior lui r, daca exista, sa fie nuli.

«»» DEFINITIE
e Spunem ci o matrice nenuld Ae.#,  (C) are rangul r si se scrie

rang A =r daca matricea A are un minor de ordin r nenul si toti minorii
lui A de ordin mai mare decat r (daca exista) sunt nuli.
Daca A=0,, se convine si se spuna ca are rangul 0, adica
rang (Om n) =0.

Pentru determinarea rangului unei matrice este util sa se foloseasca
urmatorul rezultat.

E TEOREMA 1
Fie Ae. i, ('IZ) o matrice nenuld si r eN’.
Rangul matricei A este r daca si numai daca exista un minor de
ordinul r al lui A, nenul, iar toti minorii de ordinul r+1 sunt nuli
(atunci cand exista).
Demonstratie
Daca rang A =r, atunci toti minorii de rang mai mare decat r sunt

nuli, deci si cei de ordinul r+1 sunt nuli.

Pentru afirmatia reciproca trebuie observat ca daca toti minorii de un
anumit ordin k sunt nuli, atunci vor fi nuli i minorii de ordinul k+1 ai
matricel. Acest lucru se intampla deoarece dezvoltdnd un minor de ordinul
(k + 1) dupa elementele unei linii sau coloane se obtine o suma de produse, in

care fiecare factor este un minor de ordinul k al matricei. Minorii de ordinul k
fiind nuli, rezulta ca suma este nula, deci minorul de ordinul k +1 este nul. B

<> OBSERVATIE
o Daca Ae. i ('C), Be. ('[3), atunci:
rang (AB) < min(rang A, rang B).
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Problome regoluate

B 1. Sa se calculeze rangul matricelor:

2 1 1
21 2 -1 3 2 1
a)A=[1 2 1 1|:b)B=[4 2 -1|
313 -2 1 1 1
1 38 -2

Solutie
a) Se observd cd Ae. i, ,(C) sicaurmare rang A<3.

Calculdm minorii de ordinul 3 ai matricei A in numar de Cj -C; = 4.
2 1 2 21 -1 2 2 -1 1 2 -1
Avem:[1 2 1/]=0, 1 2 1|=0,]1 1 1|=0,]12 1 1|=0.
3 1 3 3 1 -2 3 3 -2 1 3 -2

Rezulta ca rang A <3. Alegem un minor de ordinul 2.

Fie acesta:

1 A . .
‘z 3 #0. Aplicand teorema asupra rangului se obtine

ca rang A =2.
b) Be.4 ,(C) sicaurmare rang B<3.

Alegem un prim minor de ordinul 3 si obtinem:

2 1 1
3 -2 1|=17#0. Asadar rang B=3.
4 -2 -1

Xl 2. Sa se determine, in functie de parametrul m € C, rangul matricei

m m 1
A=|1 m 1
1 1 m
Solutie
Calculam determinantul matricei A. Rezulta succesiv:
m m 1| m-1 O 0 1 0 O
d={1 m 1= 1 m 1 [=(m-1-1 m 1=(m-1)(m+1).

1 1 m 0 1-m m-1 0 -1 1
* Pentru m e C \ {1, —1} avem d #0 g1 rang A =3.
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1 11
e Pentru m=1 seobtine A={1 1 1| sirezulta rangA=1.
111
-1 -1 1
* Pentru m =-1 se obtine A=| 1 -1 1 | si deoarece minorul d, =
1 1 -1
-1 -1 ..
= =2#0 rezultd ca rang A =2.
EXERCITII S| PROBLEME
EXERSARE
E1l. Sa se determine rangul matricelor: 1 11 m 1 1
a)32; b)2222; e)lm n 1061 m 1
5 3 1111 2 3 9 1 1 m?
4 1 1 2 1 1
€2 0 3; d|3 -1 2 E3. Sa se determine valorile parame-
100 5 0 3 trilor m, ne R, daca perechile de
tri lasi :
2 11 1 5 111 ma 1‘31061311 ac; ast1 rang
1 211 -
e) ;s D2 2 2 1| 20[124}’( 8];
1121 m
5 3 2 2
4 4 4 3

b) [_47

-14 3mn.
8 )12 1 2)

E2. Sa se discute rangul matricelor pen-
tru m,nelR: 3 21 2 1 -5
3 m 3 m m+l1 c)|-1 2 1[,|-1 m 1
a) 3 b) ]
2 6 2 1 2 2 4 2 1 11 2-3m
3 m m-2
ole 2 Ll m m+1 n .
’ 1 2 3)
1 1 0
APROFUNDARE
Al. Sa se determine rangul matricelor. A2, Se da matricea
Discutie. 4 -1 1 2 =2
4 -1 20 5 m1 11 A=|-4 1 b 1 2 |ey;(R).
a)|2 10 -12 5; b)[1 m 1 1}; a -1 11 ¢
2 a -2 2 1 1 m1 Sa se determine a, b, c astfel incat
rang A =2.
a 1 -11 1 1 1 1
P 0 2 g la p -3 -2|
1 -1 3 2 s @ g 4
1 0 1 1 B
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3 x -1 2
A3. Fie matricea A(x)= 23 -4 4 .
4 2 -2x 1
14 -3 3 A5.
Sa se determine x e R astfel incat
rang A(x)=3.
. A=
A4. Se da matricea
3 -1 2 3
-5 1 3 0
A(x):
1 -1 4 x+2
-13 3 x -6

Sa se determine x e R pentru care
rang A(x) este minim.

Fie matricea

Sa se arate ca rang A =3.

3.4. STUDIUL COMPATIBILITATI SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

S/ REZOLVAREA ACESTORA

PROPRIETATEA KRONECKER-CAPELLI. PROPRIETATEA LUI ROUCHE

In paragraful (3.1.) s-a stabilit ce este un sistem de ecuatii liniare de
tip Cramer si care este metoda de rezolvare a acestuia. In continuare vom
considera un sistem oarecare de m ecuatii liniare cu n necunoscute, n <4.

Compatibilitatea unui astfel de sistem este asigurata de urmatorul

rezultat.

matricea extinsa.

EE TEOREMA 2 (Proprietatea Kronecker-Capelli [1])
Un sistem de ecuatii liniare este compatibil daca si numai daca

rang A =rang A, unde A este matricea sistemului, iar A este

Consideram rang A =rang A=r.

Minorul de ordinul r care da rangul ma-
triceli A se numeste minor principal sau deter-
minant principal si se va nota d,.

Necunoscutele sistemului de ecuatii liniare ai
caror coeficienti formeaza minorul principal se
numesc necunoscute principale, iar celelalte
necunoscute se numesc necunoscute secundare.

Ecuatiile sistemului care corespund liniilor
minorului principal se numesc ecuatii principale,
iar celelalte ecuatii se numesc ecuatii secundare.

Orice minor al matricei A care se obtine din
determinantul principal prin bordarea (comple-
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tarea) cu o linie formata din coeficientii necunoscutelor principale dintr-o
ecuatie secundara si cu o coloana formata din termenii liberi ai ecuatiilor
principale si termenul liber al ecuatiei secundare alese, se numeste minor
caracteristic.

Minorii caracteristici se vor nota d, , d, , ... .

Numarul acestora este egal cu numarul ecuatiilor secundare ale
sistemului.

> OBSERVATII
1. rang A <rang A.
2. Un sistem liniar (S) este compatibil < rang A = rang A=r.

Rezulta ca toti minorii de ordinul r+1 ai matricei A sunt nuli, deci si
totl minorii caracteristici sunt nuli.

Astfel, proprietatea Kronecker-Capelli poate fi enuntata sub urmatoa-
rea forma echivalenta:

EE TEOREMA 3 (Proprietatea lui Rouché [1])
Un sistem de ecuatii liniare este compatibil daca si numai daca toti
minorii caracteristici sunt nuli.

&  Sa se stabileasca compatibilitatea sistemului de ecuatii:

2x -3y+z=-1
X+2y+bz=4 .
3x—-y+6z=3
Solutie
Matricea sistemului de ecuatii, respectiv matricea extinsa a acestuia sunt:
2 -3 1 )
Eugene ROUCHE
A=l1 2 5|e(R), (1035-1910)
3 -1 6 matematician francez
2 -3 1 -1 Are contributii importante
— . in algebra, geometrie,
A=l1 2 5 4 |e My, (‘D)' geometrie descriptivd si
3 -1 6 3 analiza matematicd. [7
2 -3 1 9 _3
Avem det(A)=|1 2 5/=0 i minorul L9 ‘ =7+0.
3 -1 6
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2 -3 _
Rezulta cd rang A=2 sid, = 1 ol Ca urmare, matricea A are un
2 -3 -1
singur minor caracteristic: d, =|1 2 4 |=0.
3 -1 3

Conform teoremei lui Rouché rezulta ca sistemul este compatibil.

ALGORITM DE REZOLVARE A UNUI SISTEM DE m ECUATII LINIARE
CU n NECUNOSCUTE, n< 4

Pentru rezolvarea unui sistem (S) de m ecuatii liniare cu n necu-
noscute, n <4 se parcurg urmatoarele etape:

1. Stabilirea compatibilitatii sistemului:

a) Se scrie matricea A a sistemului si matricea extinsa A.

b) * Dacé matricea A este patratica si det(A)= 0, atunci sistemul este

de tip Cramer si se rezolva prin regula lui Cramer.
* Daca det(A) =0 sau A nu este patratica, atunci se determina rang A

si se stabileste minorul principal d,.
¢) Se calculeazd minorii caracteristici d,,d,,.. (daca existd) si se

aplica proprietatea de compatibilitate a lui Rouché.
* Daca un minor caracteristic d, este nenul, atunci sistemul (S)

este incompatibil si rezolvarea s-a incheiat.
e Daca toti minorii caracteristici sunt nuli atunci sistemul este
compatibil (are cel putin o solutie).

2. Determinarea multimii solutiilor sistemului

a) Se stabilesc ecuatiile principale si ecuatiile secundare.

b) Se stabilesc necunoscutele principale si necunoscutele secundare.

* Daca nu existd necunoscute secundare, sistemul este compatibil
determinat (rang A = n).

* Daca existd una, doud, ... necunoscute secundare sistemul se
numeste compatibil simplu nedeterminat, compatibil dublu nedeter-
minat etc.

c) Se formeaza sistemul principal din ecuatiile principale ale siste-
mului dat, pastrand in membrul intai termenii cu necunoscutele principale,
iar termenii cu necunoscutele secundare, notate parametric, se trec in mem-
brul al doilea.

d) Se rezolva sistemul principal prin regula lui Cramer.
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(g) :s.. g :

B 1. Sa se rezolve sistemul de ecuatii:
2x, +x,-3x, -x, =1

X, —X, +2x, -3x, =-2.

5x, +x, —4x, -5x, =0

Solutie
Scriem matricele A si A asociate sistemului de ecuatii:
2 1 -3 -1 2 1 -3 -1 1
A=|1 -1 2 -3|cd,(R)si A=|1 -1 2 -3 -2|c.i,,(R).
5 1 -4 -5 5 1 -4 -5 0

Se observa ca rang A<3. Se calculeazid minorii de ordin 3 si se

constata ca toti sunt nuli. Deoarece existd minori de ordin 2 nenuli, rezulta
ca rang A =2.

2 1
Alegem minorul principal d, = ‘1 1‘ =-3=0.
2 1 1
Exista un singur minor caracteristic d, =|1 -1 -2/=0.
5 1 0

Conform teoremei lui Rouché sistemul este compatibil.
Ecuatiile principale sunt primele doua ecuatii ale sistemului, iar ecu-
atia secundara este ecuatia a treia.
Necunoscutele principale sunt x,, x,, lar necunoscutele secundare
sunt x,, X,.
Din acest motiv sistemul este compatibil dublu nedeterminat.
Notam parametric necunoscutele secundare x, =a, x, =8, o, peR.
Se formeaza sistemul principal:
2x, +x,=14+30+f
X, -X,=-2-20+3p
care se rezolva cu regula lui Cramer si se obtine:
a+4p-1 To—5B+5
X, =——— X, =——————.
3 3
Asadar, multimea solutiilor sistemului de ecuatii este:

S:{(a+4l3—1’ 7a—5[3+5, o th, BGD}-

3 3
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B 2. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:

5x -2y +3z="7 2x—y+z=1
a) X+y+z=3 . b) X—3y+22=0.

x—-y—z=-1 X—-y+4z=-6

2x -3y +5z=6 5x +2y —z=5

Solutie
5 -2
a) Matricea sistemului este A = 1 11 15 M, ,(R). Rezultd ca
2 -3 5
rang A <3.
5 -2 3
Se gasesteca d ={1 1 1[=-10#0, deci rang A=3.
1 -1 -1
5 -2 3 7
Sistemul are un minor caracteristic d_ = 11 11 |z -4 #0.
2 -3 5 6
Aplicand proprietatea lui Rouché se obtine ca sistemul este incompatibil.
2 -1 1
b) Matricea sistemului este A = i _? i €M, , (ID).
5 2 -1
Se gaseste ca rang A =3 sl un minor principal este:
2 -1 1
d, =1 -3 2/=-16.
1 -1 4

Sistemul are un singur minor caracteristic d, = det(K) =0.

Asadar, sistemul este compatibil.

Deoarece numarul de necunoscute este egal cu rang A, rezultd ca
sistemul este compatibil determinat (nu exista necunoscute secundare).

Sistemul principal atasat sistemului dat este:

2x —y+z=1

x — 3y + 2z = 0, care este un sistem de tip Cramer cu solutia: (1, -1, - 2).

X—-y+4z=-6

82



M Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare ® IV. SISTEME DE ECUATII LINIARE

K 3. Sa se rezolve sistemul de ecuatii discutand dupa valorile parame-
trului m elR:

mx+y+z=1
2x+(m+1)y+(m+1)z=2 .
3x+(m+2)y+(2m+1)z=3

Solutie
m 1 1

Matricea sistemului A= 2 m+1 m+1 | €-4 (\D) are
3 m+2 2m+1

det(A) = (m - 1)2 (m + 2).

Se deosebesc urmatoarele cazuri:

1. det(A) #0, adica meR\ {1, - 2}.

In acest caz sistemul este un sistem de tip Cramer g1 solutia este data
de formulele lui Cramer:

X = dx — (m — 1)2 — 1 . —_ dy — 1 .
det(A) (m-1y(m+2) m+2 ° det(A) m+2’
d, 1
Z = = .
det(A) m+2
2. det(A)=0, adica m e {1, -2}.
-2 1 1
* Pentru m=-2, A=| |2 =1 -1|, iar rang A=2.
3 0 -3
. . 2 -1
Un minor principal este d | = 3 o0l” 3.
-2 1 1
Sistemul are un singur minor caracteristic d_=|2 -1 2|=9=#0.
3 0 3
Conform proprietatii lui Rouché sistemul este incompatibil.
1 1 1
e Pentru m=1, A=|2 2 2/, iar rang A=1.
3 3 3
Un minor principal este d, = |1| =1.
Minorii caracteristici sunt: d = 11 =0, d = 11 =0.
T2 2 “ 13 3
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Asadar, sistemul este sistem compatibil.

Prima ecuatie a sistemului care corespunde minorului principal este
ecuatie principala, iar celelalte ecuatii sunt secundare. Necunoscuta
principald este x iar necunoscutele secundare sunt y si z pe care le notam
parametric: y=a,z=0, o, B R.

Ecuatia principala este x =1-a —p.

Asadar, pentru m =1 sistemul este compatibil dublu nedeterminat cu
mukmwammwﬁbrSzﬂl—a—BJLBWLBeD}

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se studieze compatibilitatea 3x—2y-z=1
sistemelor: 2x—y+32=0
a) {2x+y—z=2 , e) 12x—y—11z=1;
bx—y+22=6 2x+y-5z=-1
2x+y—-2z=1

x+3y—-2z—-4t=1
f) {—x-3y+2z+5t=6;
X+3y—-2z+7t=-3

b) <x+y+z=3 ;
11x+6y—-9z=8
2x+3y+5z+t=-6

2x -y +3z+4t=0
c) {3x+3z-3t=5 5

5x—-y+z+t=0

5x+4y+9z—-t=0 g)‘—x+z+2t—0 5
x+2y—-8z=21 7x -2y +4z+5t=0
3x+4y+2z="17 r

d) X+ay+az . 3x+4y+2z=0

X+y+5z=-7
4x-2y—-z+t=6

h) <x+y+z+t=4
Tx-5y-3z+t=8

2x+y+z=2

E2. Sa se rezolve sistemele:

3x+2y—-5z=8 |5x-Ty—-5z-t=0

a) {bx-y-z=8 ; 4x-3y+2z=4
—2x+3y—-4z=0 3x+4y-z=-2
3x-Ty+2z=1 i) <6x+5y-3z=5;

k) {—x+5y—z=2 -Xx+y—-4z=9
2x-y+3z+2t=4 Tx-y+z=6

c) {x+y+z—-t=3 3 (8x —2y +5z—2t =2
3x—2y+5z+4t=5 X+y+4z=5
2x-y+z+t=3 j) {x-y+3t=-4

d) {x+3y—z+5t=-16; 6x-3y+9z+4t=-1
5x+y+z-Tt=-10 2x -5y -3z+t=-12
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Al.

A2.

A3.

A4.

A5.

Sa se determine a, be R astfel in-
cat sistemele sa fie compatibile:
X+y+z=5
X+y—-z=a
a .
) —3x—(a2+a)y+4z=a—1’
2x—-y—-3z=-3
x+ay=1
b) sx+y=Db
2x+3y =5

, a,bel”.

Sa se determine parametrii a, belR

astfel incat sistemul sa fie com-
patibil si rangul matricei sa fie 2:

x+ay+a’z=1
a) {x+3y+2z=1 ;
x+y+z=b

2x—-3y+4z-5t=-1
b) <x+9y+az+t=3
5x -6y +10z+bt=-a

Sa se determine a, be R astfel in-
cat sistemul

2x-y-3z=1

-x+ay+2z=a+b

3x+by-4z=a
sa fie sistem simplu nedeterminat
si sa se rezolve.
Sa se determine parametrii a, belR
astfel incat sistemul:

2x-y+z-t=1

x+y+az+t=-1

x—-y+z+bt=c
sa fie compatibil dublu nedeter-
minat.
Sa se determine a, be R astfel in-
cat sistemul:

x+3y—-2z=1

2x+y-a’x=0

x-Ty+az=Db
sa fie sistem incompatibil. Sa se re-
zolve pentru a=2 gi b=-3.

APROFUNDARE

A6.

AT.

AS8.

A9.

Al0.

Sa se determine m e R astfel incat
sistemul omogen:

x+(m+5)y—(m+1)z:0
-x+y+3z=0
(1—2m)x+2y+4mz=0

sa aiba numai solutia nula.

Sa se determine m e R astfel incat
sistemul omogen:
mx+2y+z=0
(m+2)x—2y+3y =0
5x+2my+(3m+2)z= 0

sa aiba si solutii nenule. Sa se rezol-
ve sistemul pentru m=1.

Sa se studieze compatibilitatea sis-
temelor:
x-2y-2z=4
a) {3x+y+mz=4, m,pek;
3x-y+z=p
x+y+mz=0
b) ix-y+z=0 , melk;
x+my+z=0
x+(m+1)y+z=2+m-m’
c) \mx+y-z=0 , melR;
x—2y—-mz=3m-m>-2
x+y=3
2x+y=5

9 2x+3y=m+4

7x —my=m>+2

Sa se rezolve sistemul de ecuatii:

1 1 1 2
a X +X a)_(a+ ’
11 11 2 a+l

aelR.

Sa se rezolve si sa se discute in R
sistemele:
{x+my=m b {x+y+z=m

b

mx+y=1 mx—y+2z=1’
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x—ay+z=1 x+y+z=5

c)«x-y+z=-1 x+y-z=a

ax+a’y—z=a’ )i2x-y-32=-3 ;
X—y—az:]_ —3x—(a2+a)y+4z=a—1

d) jax+y+az=1-a; x+2by -2z =2b-2
ax+3y+3z=-1 X-y—-2z+4t=0
(m—4)x—2y+z=1 5x+3y+7z—-6t=0

k

e) {xX+y+z=m-4 H ) 8x—5z+(m+4)t=1
(m-3)x-2y+2z=1 4x+2y+mz+(m-2)t=p
ax+y+z+t=1 A11.Sa se rezolve sistemul:

f) {x+ay+z+t=a ; 2x-y+z=0
X+y+az+t=a’ -x+2y+z=0
i .(IP, Buc., 1987)
ax+2y—-z=1 (m+2)x—y+2z=0

g) x+(a—1)y+z=1; x2+y2+z2=243
x-y+(a+1l)z=1 A12.Se da sistemul de ecuatii

x—-y+z+2t=1
x-y—-5z-3t=1
2x +8z+t=2 ; 2b, = 23i2 —95i + 84 si
(m+2)x+my—3z+(m+1)t=2

3
Zaijxj =b;, i=1, 2, 3, astfel incat
i=1
h)

1,dacai=j
x-2y+z+t=0 a;; =10, dacai>j ,1,j=1,38.

3x-y+7z-5t=0 _ (-1)*' €}, daca i< j
2x—y+3z-3t=0 ’ J

4x+(a+1)y+2az+(a-3)t=0

a) Sa se calculeze rang A, unde

A = (aij)3><3 :
b) Sa se rezolve sistemul de

ecuatii.

METODA LUl GAUSS DE REZOLVARE A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

Sa pornim de la urmatoarea situatie-problema:
,Un depozit de marfuri livreazd pand la epuizarea stocului o gama de
4 produse A, B, C, D dupd urmatorul tabel matriceal:

Numarul de produse de tipul Suma incasata
A B C D (unitati monetare)
10 16 15 18 6 020 u.m.

0 15 30 24 4 860 u.m.
0 0 25 45 3 800 u.m.
0 0 0 125 5 000 u.m.

Care este pretul pe unitatea de produs?®
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Sa notam cu x, y, z, t pretul pe unitatea de produs pentru tipul de
produs A, B, C, respectiv D.
Modelul matematic al situatiei date este:
10x +16y +15z +18t =6 020

15y + 30z + 24t = 4 860
25z + 45t =3 800
125t =5 000

Se observa ca s-a obtinut un sistem liniar de 4 ecuatii cu 4 necunoscute
cu o asezare ,triunghiulara“. Solutia se obtine cu usurintd pornind de la
ultima ecuatie din care se obtine t=40. Apoi, prin metoda substitutiei se
obtin pe rand z =80, y =100, x =250.

Asadar, pretul pe unitatea de produs este: 250 u.m., 100 u.m., 80 u.m.,
respectiv 40 u.m.

Din cele de mai sus se desprinde ideea simplitatii rezolvarii unui
sistem de ecuatii liniare avand o astfel de forma ,triunghiulara® , dar si
intrebarea ,cum trebuie procedat ca un sistem de m ecuatii liniare cu
n necunoscute sa fie adus la o forma atat de simpla?“

Raspunsul la aceasta intrebare reprezinta esenta a ceea ce urmeaza.

Fie (S) un sistem de m ecuatii liniare cu n necunoscute, n <4,

A X F35,Xy F83X3 A, X, = b1
Ay Xy +8,Xy +8,3X; +8,,X, = bz

a,,X; +a,,X, +a,,X;+a,,X, = bm

+ DEFINITII

¢ Sistemul (S) este echivalent cu un sistem (Sl) sl se scrie S~S,, daca

au aceeasl multime de solutii.

¢ Se numeste transformare elementara de tipul 1 a sistemului (S) orice
permutare a doua ecuatii ale sistemului.

e Se numeste transformare elementara de tipul 2 a sistemului (S) o
operatie prin care se aduna o ecuatie cu o alta ecuatie inmultita
eventual cu un numar nenul.

Metoda lui Gauss sau metoda eliminarii succesive este metoda
prin care un sistem (S) este transformat intr-un sistem echivalent (S') de
forma ,triunghiulara“ sau ,trapezoidala“ prin transformari elementare de
tipul 1 sau 2. Un astfel de sistem are forma:
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Oy Xy + 00Xy + 03Xy + 0, X, =Gy
QgpXy + Oy Xy + 0Ly, X, =C,

QgsXy + 05 X, =Cy4

(S) o,X,=C,. —
Carl Friedrich GAUSS
O=c; (1777-1855)
................................................. matematician st astronom
german
O=c o
m Are contributii importante

Sistemul (S') se rezolva pornind de la ultima | toate ramurile matematicii:
. . algebra, teoria numerelor,
ecuatie spre prima. . .
{ analizd matematicd, geomer

* Daca in sistemul (S') apar ecuatii de | trie, geometrie analiticd.
forma 0=c,, unde ¢, #0, atunci sistemul (S'),

deci si (S), este incompatibil.

* Daca in sistemul (S') nu apar ecuatii contradictorii sistemul este
compatibil.

Eventualele necunoscute secundare, daca apar, se noteaza parametric,
se trec in membrul al doilea si se continua cu rezolvarea sistemuluil
triunghiular format.

Sa urmarim aplicarea metodei lui Gauss pe cateva exemple:

(g) :s.. g :

& 1. Sa se rezolve prin metoda lui Gauss sistemele de ecuatii liniare:

2x—y+z—-t=1 X+y+z=2 2x -3y +z=-1
3x—-z+t=-3 2x —y—2z=-2 x+2y—-3z=0

a) ; b) ; ©) :
2x—y—-3t=2 X +4y +5z =8 x—-12y+11z=-1
2x +2y -2z +5t =-6 2x+5y +6z=10 4x -15y+9z=0

Solutie

Vom aplica convenabil transformari de tipul 1 sau 2 astfel incat sa se
elimine succesiv cate o necunoscuta si sistemul sa fie adus la o forma
triunghiulara sau trapezoidala.

a) Eliminam necunoscuta x din ecuatiile a doua, a treia si a patra.

. . ) 3 . -
Pentru aceasta se inmulteste prima ecuatie cu ) s1 0 adunam la a

doua ecuatie, apoi inmultim prima ecuatie cu —1 si o adunam pe rand la
ecuatia a treia si a patra (transformari de tipul 2).
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2x—-y+ z— t=1
3y -5z +5t=-9
—z-2t=1
3y —3z+6t=-7
Facem o transformare de tipul 1, permutand ecuatia a treia cu a patra.
2x—-y+z— t=1
3y — 5z +5t = -9
3y —8z+6t=-T7
—z-2t=1

Elimindm necunoscuta y din a treia ecuatie avand ca ecuatie de refe-
rinta ecuatia a doua.

Se obtine sistemul echivalent:

Se obtine sistemul echivalent:

2x-y+z— t=1
3y —bz+5t=-9

-22- t=-2|
-z-2t=1

Eliminam necunoscuta z din ecuatia a patra avand ca ecuatie de
referinta ecuatia a treia.

Rezulta sistemul liniar scris in forma triunghiulara:
2x—-y+z— t=1

3y —bz+5t=-9
—-2z—- t=-2.

.
2

Se obtine sistemul:

. . . . . . 4
Pornind de la ultima ecuatie catre prima se obtine solutla:tz—g,

z=—, y=2, x=0. Solutia sistemului initial este sistemul de numere

5

5
3
(O, 2, 3 —gj, lar sistemul este compatibil determinat.

b) Aplicand succesiv transformari elementare de tipul 1 si 2 se obtin
urmatoarele sisteme echivalente:
[(2). () [erye =2 [xeyes -2
2x —y—2z=-2 B -3y —-4z=-6 N -3y -4z =-6 (S')

Xx+4y+5z=8 3y+4z=6 0-z=0
2x +by+6z=10 3y+4z=06 0-z=0
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Din compozitia sistemului (S') scris sub forma trapezoidala se observa
ca z poate lua orice valoare. De aceea z se va lua necunoscuta secundara, si
se va nota parametric z = o, unde o € C.

4o

six—g
3"

Se deduce apoi y =
. .. . . o 6—4a .
Multimea solutiilor sistemului dat este S = 3 3 o |oc eC;, 1ar
sistemul este compatibil simplu nedeterminat.
c¢) Se aplica transformari elementare de tipul 1 sau 2 si sistemul (S)
devine succesiv:

x+2y-3z =0 x+2y -3z =0 x+2y-32=0
2x-3y+z =-1 =Ty +7z=-1 —Ty+Tz=-1
Nx-12y+11z=-1 ~| —1dy+1dz=-1 " 0z =1
4x -15y+9z=0 —-23y+21z=0 —2z:§

Acest ultim sistem contine o ecuatie contradictorie (0 = 1), fapt pentru

care acest sistem este incompatibil, deci si sistemul initial este incompatibil.

EXERCITII S1 PROBLEME
EXERSARE

E1l. Sa se rezolve sistemele de mai jos

E2. Pentru golirea unui bazin cu apa se

prin metoda lui Gauss:

utilizeaza trei robinete. Daca primul

{x+y=4 . b) {2x+y=3-
2x+3y=9’ x+2y=0’
x+y+z=1
C) {x+2y+2z=-1;
X-y+2z=2
d) {x+y+z+3t=7 ;
2x -5y —4z+t=10
(x+y+z=3 3x+y+z=2
x+z-t=1 2x+2y-z=1
®) ‘2x+y—2t=1; h x+y-|?72z=3 :
3x+4y-z=6 4x+2y—-3z=-1
x+y=3 2x+y-z+3t=0
2x+y=5 x—-2y+z—-4t=0
® 1ax-y=6 ° ™ \axty—dz+st=0
4x+3y=-1 —-x+6y+2t=0

90

robinet este deschis 2 ore, al doilea
3 ore si al treilea 6 ore, se evacueaza
in total 220 hl de apa. Lasandu-se
deschise 3 ore, 2 ore, respectiv 6 ore,
se evacueaza in total 210 hl de apa,
iar daca primul si al doilea sunt
deschise cate 2 ore, iar al treilea
3 ore se evacueaza 145 hl de apa. Sa
se afle debitul fiecarui robinet.

E3. Daca tatal ar avea cu 7 ani mai

mult decat are, atunci varsta

- . — 1 ..
actuala a fiului mai mic ar fi r din

varsta tatalui. Peste 15 ani varsta

. . .. .
fiului mai mare va fi 3 din varsta
tatalui. Sa se determine varsta fie-
caruia, daca peste 18 ani cei doi
copii vor avea impreuna varsta
tatalui.
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E4. Sa se rezolve sistemele prin metoda 3(x — y) = 2(z— 2y) +x+1
lui Gauss si sa se discute: 2(x—y—1) _ 3(z_ yo 1)+ <
x—3y+6z=4 b) ;
a) {3x—y+z=3 ; x+y+z—-3=0
—6x+2y+az=b x+2(y-z)=z+1
x+2y+z=1 3X+4z=—2(2+y)
b) {3x+5y+2z=Db . c) 5y+7z=4(x+4) 5
2x-3y+az=-1 11z-31y-47z=-68
E5. Sa se rezolve sistemele de ecuatii X—4Y+Z+(m+1)t =0
prin doua metode: X-y-z+t=0
2(x+2y)=32+11 D 2x+y—z+3t=0
a) 5x -3y =6-5z-2x x+2y+3z-t=0
3(x—z)=15—y+5z
6(x—y)+11z=—4—y
TESTE DE EVALUARE
Testul 1
x+y-z=1
Q 1. Se considera sistemul de ecuatii liniare: {3x—2y+2z=38.
2x+3y—-2z=4
a) Sa se determine rangul matricei sistemului.
b) Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin doua metode.
x+y+3z-t=0
2x+y+z+t=1
Q 2. Sa se rezolve prin metoda lui Gauss sistemul de ecuatii: {x+2y+z+2t=3.
X+y+z+t=1
X+2y—z+4t=0
x+my+z=1
x+y+mz=1
O 3. Sa se studieze compatibilitatea sistemului de ecuatii: ,mek.
K mx+y+z=1
2+y?+2°=1
x+y+az+at=b
Q 4. Fie sistemul: Xt+ay+az+t= b, a,belR.

axt+ay+z+t=Db
ax+y+z+at=Db

i) Conditia necesara si suficienta ca sistemul sa fie compatibil este:
a) aeD\{—I, 1}; b) aeID\{l}; c) b=0;d) b=0,a#1;e) az-1,b=0.
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ii) Conditia necesara si suficientd ca sistemul sa fie compatibil simplu
nedeterminat este:
a) acR\{-1,,1}; b)a=1c) axl;d) az-1;e) a=-1,b=0.

Testul 2

QO 1. Se da sistemul de ecuatii liniare:
2x+my+4z=0
(3+m)x+2y+mz=0.
2x+y-z=0
a) Sa se rezolve sistemul pentru m = 2.
b) Sa se determine m € R pentru care sistemul are si solutii nenule.

Q 2. Fie sistemul de ecuatii liniare:
ax+y+2z=1
3x+2y+z=-1
x+y+(l-a)z=b
a) Sa se rezolve sistemul pentru a=1,b=3.
b) Sa se discute sistemul dupa parametrii reali a, b.

Q 3. Se da sistemul de ecuatii liniare:
3x+y-z=4%
X+y—-2z=m .
X +2y-3z=2%
a) Sa se arate ca sistemul este de tip Cramer.
b) Daca (xo, Yo» z0) este solutia sistemului, si se determine m R pentru

2
care z0>§,VaeD.

. o . 1
O 4. Se considera matricele A = (a ), B= (bij), C =§(A—B), A, B, Ce M,;(C), unde

ij
min (C}, A}), daca i > j
a; = o , b =max(i, j), i, je {1, 2, 3}.
max(C}, A}), daca i<
a) Sa se determine A-B.
X
b) Sa se rezolve sistemul A-|y [=B.
z

c) Sa se determine X € 4, (C), daca X-C=B.
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ELEMENTE DE ANALIZA MATEMATICA
CAPITOLUL I. LIMITE DE FUNCTII

@ STRUCTURA DE ORDINE A MULTIMI R

Axa numerelor reale (axa numericd) reprezintd o dreaptd (d) pe

care s-a stabilit o origine O, un segment unitate si un sens de parcurs,
numit sensul pozitiv.

Multimea R a numerelor reale este pusa in corespondenta bijectiva
cu axa numerica. Fiecarui numar x € R 1 se asociaza un unic punct M de pe

dreapta (d) pentru care numaérul real x reprezintd abscisa acestuia si se
scrie M(x). u

0(0) Aél) Ml(x)

A
Ld

In acest mod multimea numerelor reale se poate identifica cu axa
numerica. Fiecare punct al dreptei este identificat cu numarul real care
reprezintd abscisa sa. Astfel, daci xeR, se poate spune ,punctul x“
intelegandu-se prin aceasta ,punctul de pe dreapta care are abscisa x“.

Daca x,yeR sunt doud numere reale, iar M(x), N(y) sunt punctele

asociate acestora pe axa numerica vom spune ca x este mai mic decat y si
se scrie X <y, daca pe axa numerica punctul M este situat in stanga lui N.

M.(X) N(.Y)
. X<y .

4

Dupa cum este cunoscut, intre numerele reale x s1 y exista doar una
din relatiile: x <y, x =y sau y <x (proprietatea de trihotomie).

Din proprietatea de trihotomie rezulta ca daca numarul real x nu este
mai mare decat numarul real y, atunci x este mai mic sau egal cu y, si vom
scrie x <y.

Asadar, x <y daca si numai dacd x<y sau x =Y.
Relatia < se numeste relatie de ordine pe IR si are proprietatile:

m P1. Proprietatea de reflexivitate
Daca x eR, atunci x <x.

@ P2. Proprietatea de antisimetrie
Daca x,yeR s1 x<y, y<x, atunci x=y.

@ P3. Proprietatea de tranzitivitate
Daca x,y,z€R si x<y, y<z, atunci x <z.
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m P4. Proprietatea de ordine totala
Daca x, y e R, atunci fie x<y, fie y <x.

= P5. Proprietatea de compatibilitate cu operatiile de adunare si
inmultire pe R:
* Daca x,yelR si x<y, atunci x+a<y+a,Vack.

* Dacd x,yeR si x<y, atunci ax <ay, V a€[0, +»).

In legatura cu relatia de ordine x <y pe IR mentionam si urmatoarele rezultate:
E P6. Axioma lui Arhimede
Pentru oricare numar x elR existd un numar intreg unic ne/,

astfel incat n<x<n+1.
Numéarul ne#Z, cu aceastd proprietate se numeste partea

intreaga a lui x si se noteaza cu [x]

= P7. Proprietatea de densitate a multimii Q
Daca x, y e R, x <y, atunci existd r € Q, astfel incat x<r<y.

Proprietatea P7 arata ca multimea €@ a numerelor rationale este
multime densa in .

@ INTERVALE DE NUMERE REALE

Notiunea de interval de numere reale a fost introdusa in clasele
anterioare in corelare cu reprezentarea pe axa a numerelor reale. Astfel, s-au
definit urmatoarele tipuri de intervale de numere reale cu ajutorul relatiilor
,<“sl,, <

INTERVALE MARGINITE

Fie a,belR, a<b numere reale si A(a), B(b) punctele asociate

acestora pe axa numerica. Se definesc urmatoarele multimi de numere reale.
1. Intervalul inchis cu extremitatile a si b:

[a, b]={xe\l2| aSXSb}
2. Intervalul deschis cu extremitatile a si b:
(a, b)={xe\l2| a<x<b}
Imaginile geometrice pe axa numerica a intervalelor [a, b], respectiv (a, b)
sunt segmentul inchis [AB], respectiv segmentul deschis (AB), (figura 1).
—o A@@) B(b) +00 —o A9 B(b) +00
C 5 ) \

Ny, Ny,
L L

C ) \ /

Figura 1
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3. Intervalele semideschise cu extremitatile a si b:
[a, b) = {x el | as<x< b} (inchis la stanga, deschis la dreapta)

(a, b]= {x eR|a<x< b} (deschis la stanga, inchis la dreapta)

Imaginile geometrice pe axa numerica a intervalelor [a, b), respectiv

(a, b] sunt multimile de puncte (AB)U{A}, respectiv (AB) U {B}, (figura 2).

—00 A B +00 —00 A B 400
L \ N, L | N,
| 4 L \ - Ll
a b Figura 2 a b

INTERVALE NEMARGINITE

Fie a€R i A(a) punctul corespunzitor pe axa numerica.

Atunci:

1. [a, +oo) ={x el | X > a} se numeste interval inchis la stanga si
nemarginit la dreapta.

2. (a, + oo) = {X el | X > a} se numeste interval deschis la stanga si

nemarginit la dreapta.
Imaginile geometrice ale intervalelor [a, +oo), respectiv (a, +00) sunt
reprezentate pe axa reala de semidreapta inchisa [AX, respectiv semi-

dreapta deschisa (AX, cu originea in A si care contin punctul X, (figura 3).

- A X +o0 — A X +o0
L ] N L ] >
| = 1 » \ 1 »

X X
a Figura 3 a

3. (—oo, a] = {x elR | x < a} se numeste interval inchis la dreapta si
nemarginit la stanga.

4. (—oo, a) = {x el | X < a} se numeste interval deschis la dreapta si
nemarginit la stanga.

Imaginile geometrice ale intervalelor (-, a], respectiv (-, a) sunt

reprezentate de semidreapta inchisa [AX, respectiv semidreapta deschisa

(AX, cu originea in A si care contin punctul X, (figura 4).

-0 X A +00 -0 X A +00
) | - ] AN N,
1 | 7 1 / Vadl
X a Figura 4 X a
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INTERVALE SIMETRICE

Fie a un numar real, ae(0, +=). Un interval de forma [-a, a] sau

(—a, a) se numeste interval simetric. Imaginea geometrica pe axa

numerica a intervalului simetric este un segment cu mijlocul situat in
origine, (figura 5).

O

0

)

0

+o0
N,
>

+o0 —00
N,
>

s w
&l w

Figura 5

Daca x €[-a, a], rezultd ¢ —a<x<a si se obtine |x|<a.

Asadar, [-a, a]= {x el | |x| < a} si(-aa)= {x el | |x| < a}.

Afirmatia x ¢ [—a, a] este echivalenta cu (x <-a sau x > a) care, cu
ajutorul modulului, se scrie |x|> a.

Rezultd cd (-, —a)u(a, + )= {X el | |X| > a}.

De asemenea (-, —a|uU|a, +®)= {x el | x| > a}.

<> OBSERVATIE

* Pentru a =+, intervalul (—a, a) = (o, + ) =R este interval simetric.

A Tema
1. Fie IcR un interval. Sa se arate ca I este un interval simetric daca si

numai daca V xel rezulta -xel.
2. Fie AcR o multime cu proprietatea ca Vxe A= -xe A. Rezulta ca A

este interval simetric?

INTERVALE CENTRATE INTR-UN PUNCT

Fie acR si re(0,+»). Un interval de forma [a-r,a+r]| sau

(a—r, a+r) se numeste interval centrat in a.

—00 +00 —00 +o0
C . | - ya . \ N
= y 3 7 . \ ' / [

a-r a a+r Figura 6 a-r a a+r

Relatia xela-r,a+r] se scrie succesiv a-r<x<a+r sau

-r<x-—ac<r sau |X—a|Sr.
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Asadar, [a—r,a+r]={xe|l2| |x—a|£r} si
(a—r,a+r)={xe\D| |x—a|<r}.

Intersectia i reuniunea a doua intervale centrate in a sunt intervale
centrate in a.

15> Exemplu
Intervalele (1, 3) si (0,4) sunt centrate in a =2 si au intersectia (1, 3), iar

reuniunea (0, 4), ambele centrate in 2.

4 Tema
1. Fie I,,I, doua intervale centrate in aclR, diferite. Sa se arate ca

ILnL,Lul e {Il, Iz} .
2. Fie neN si I,I,,..,1I
reuniunea si intersectia lor sunt intervale centrate in a.

E TEOREMA 1
Daca x,€R si Ic R este un interval deschis care contine pe x,, atunci

. intervale centrate in aclR. Sa se arate ca

exista un interval centrat in x,, inclus in L.

Demonstratie —~0 ot
Fie I=(a, b). < _—

5 ] a Xo b
Notéam cu & =min{b-x,, x, —a}. Figura 7

Atunci intervalul I, =(x, —¢, x, +¢&) = (a, b) si este centrat in x,. W

© MuLTIVI MARGINITE

3.1. MAJORANTI, MINORANTI

Fie A R, o multime nevida de numere reale.
+¢ DEFINITII
I e Numarul real m se numeste minorant al multimii A, dacd m<a, VaecA

e Numarul real M se numeste majorant al multimii A, daca a<M, V aeA.

_op Minorant M +0

m A maj orant

Figura 1

« DEFINITII
e O multime A c R se numeste minorata sau marginita inferior daca
are cel putin un minorant.
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e O multime A c R se numeste majorata sau marginita superior daca
are cel putin un majorant.

e O multime A c R se numeste marginita daca este marginita inferior si
marginita superior.

E TEOREMA 2
Multimea A cR este multime marginita daca si numai daca exista
Me (0, + oo), astfel incat |x| <M, VxeA

Demonstratie

Daca |x| <M,VxeA, atunci -M<x<M,VxeA, deci —M este
minorant pentru A, iar M este majorant pentru A. Asadar, multimea A este
multime marginita.

Reciproc

Fie a, beR, astfel incat a<x<b, V xe A. Luand M = max {|a|, |b|} se

obtine ca |x| <M,VxeA R

é{) :go.wn % 5‘ g s
K 1. Sa se determine multimea minorantilor si multimea majorantilor

pentru multimile:
a) A=[0,1]; b) A=(0,1); ¢) A=(-1,2)u][3, 5].

Solutie
a), b) Multimea minorantilor este M, :(—oo, O], iar multimea majo-

rantilor este M, =[1, + ), figura 2.

M: M
A
'd I
e
minorantl () 1 majoranti
Figura 2

c) Pentru multimea A, multimea minorantilor este M, = (—oo, —1], iar

multimea majorantilor este M, = [5, + oo), figura 3.

M M.
minoranti _j 1 3 5 Mmajoranti
Figura 3

&l 2. Sa se arate cd multimea N a numerelor naturale este minorata, dar
nu este majorata.
Solutie

Un minorant al multimii N este numarul 0, sau oricare numar real
negativ.
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Sa aratam ca nici un numar real nu poate fi majorant pentru mul-
timea N. Pentru demonstratie folosim metoda reducerii la absurd. Presu-
punem ca existd M €R, majorant al multimii N. Atunci n<M, V neN.

N
N
Ir L L L \I L
\,Y,J012 m, M m,+1
minoranti .
Figura 4

Luand n, =[M], se observd cd M<n,+1 sicum n,+1eN se obtine o

contradictie cu faptul ca M este majorant (figura 4). Asadar multimea N este
nemajorata.

K 3. Sa se determine multimea minorantilor si multimea majorantilor
pentru multimile:

a) A:[O, +0); b) A=Z; ¢) A=Q; d) A=R
Solutie

a) Multimea minorantilor este M, =(—o0, 0]. Multimea A nu este

majoratd, deoarece N A, iar N nu este majorata.

b) Deoarece Nc #Z, multimea Z este nemajorata. Dar multimea 7
este s1 neminoratd deoarece, daca presupunem ca existd melR, cu
proprietatea cd m<x,Vxe#Z, ar trebui ca -x<-m, deci multimea

A = {—x | Xe 7[} =17 este majorata. Contradictie.

c),d) Avem Zc Q si Z c R, deci Q si R sunt neminorate si nemajorate.

+ DEFINITII
e O multime A cR se numeste nemarginita inferior daca nu are nici
un minorant.
e O multime A c R se numeste nemarginita superior daca nu are nici
un majorant.

15> Exemple
* Multimea N este nemarginita superior.
* Multimile 7, Q, R sunt nemarginite atat superior, cat si inferior.

= OBSERVATII

e O multime A c R este nemarginita superior daca, pentru oricare x € IR,
exista cel putin un element a € A, astfel incat x <a.

e O multime A cR este nemarginita inferior daca pentru oricare numar
real x elR, exista cel putin un element a € A, astfel incat a < x.
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3.2. MARGINILE UNEI MULTIMI DE NUMERE REALE

Fie A c R, o multime nevida.

« DEFINITII
e Numarul real m se numeste margine inferioara a multimii A c IR, daca
este minorant al multimii A si este cel mai mare minorant al multimii A.
e Numarul real M se numeste margine superioara a multimii A c R daca
este majorant al multimii A si este cel mai mic majorant al multimii A.

Marginea inferioara a multimii A se noteazd inf(A), iar marginea

superioard a multimii A se noteaza sup(A).

> Exemplu
Fie A=(0,1).
M 0 A 1 M
. y Jm
minoranti 1nf(A) , sup(A) majoranti
Figura 5

Multimea M, = (-, 0] este multimea minorantilor lui A si inf(A)=0, iar

multimea M, =[1, + ) este multimea majorantilor si sup(A)=1.

Referitor la marginile unei multimi vom accepta urmatoarea axioma.

E AXTOMA LUI CANTOR
Orice multime de numere reale marginita inferior
admite o margine inferioara.

¥ Georg CANTOR
(1845-1918)
matematician
german

< OBSERVATII

e Axioma lui Cantor permite sa afirmam ca oricare
multime marginita are atat margine inferioara,

Este creatorul teoriei
multimilor.
A creat notiunile de

cat si margine superioara. multime deschisd, mul-
e Daca marginile unei multimi exista, acestea sunt |¢ime inchisa, punct de
unice_ acumulare etc. ’

Intr-adevar, daca m,, m, e R sunt marginile inferioare ale multimii
A c R, din relatiile m, <m, sau m, <m, s-ar contrazice faptul ca m, si
m, ar fi cei mai mari minoranti ai multimii A. Asadar, daca existd, inf(A)

este unica. Analog se arata faptul cd sup(A) este unica.
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3.3. MARGINILE UNEI MULTIMI NEMARGINITE, DREAPTA INCHEIATA

Pentru o abordare unitara a rezultatelor de analizd matematica, pe
langa numerele reale se folosesc simbolurile +oo (plus infinit), respectiv —o
(minus infinit), numite numere infinite.

Multimea formata din multimea numerelor reale impreuna cu nume-

rele infinite 4+ g1 —o, se numeste dreapta incheiata si se noteaza R.
Asadar R=RU {-, + .
Daca A c R este o multime nemarginita inferior, atunci ea nu are nici

un minorant numar real. In acest caz vom considera ¢ inf (A) = —0,
Analog, daca multime A c R este nemarginita superior vom considera
cd sup(A)=+o.
< OBSERVATII
o sup(N) =+, inf (Z) = —o0, sup(Z) = +o0, inf (Q) = —o0, sup(Q) = +x,
inf (IR) = —o0, sup(R) = +.
Referitor la simbolurile +co gi —o se accepta urmatoarele reguli de calcul:
* a+(+0)=+0 §i (+0)+a=+w, Vaclk;
* a+(-o0)=—0 si (~0)+a=-wn, Vaclk

* (400) + (+00) =400 g1 (—o0) + (—00) = —o0;

()=

(1) () = () () =i (30)- () = () (5) =

- b
+00, dacd a <0

+o0, daca a >0 ( ) —o0, daca a>0

. e g.(—0)= .
- b

—oo, dacd a<0

a . a i .
E_O 513—0,Vaelﬂ, (+0) " =005 (+0)  =0.

Referitor la relatiile de ordine se accepta ca:
—0 <400, a<4w0 g1 —o<a,Vaek.

Nu se atribuie nici un sens expresiilor:

(#90) = (+00); (o) = (~e); 0+ (10); 27 1% 1 i (o)’

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se scrie cu ajutorul relatiei de || E2. Sa se determine x € R pentru care in-
inegalitate: tervalele date sunt intervale simetrice:
a) xe[3, 7]; b) xe(—2, 3]; a) (—3, x); b) (x+1, 5); c) (2x—1, 7);
c) xe(—2,+oo); d) xe(—oo,S]. d) (_Xg’ 2x—1); o) x—3’ 2x ‘
x-1 x+2
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E3. Se considera intervalul E6. Sa se arate ca urméatoarele multimi
1 1 . sunt marginite:
I,=|1+—,5-—|,neN. .
n n a)A:{sinn‘neN};
Sa se determine:
a) I, AL, si I; \ I; b) I, AN. ,(,)A={JH neN-}.
n+l1 ’
E4. Sa se determine in functie de x e R,
intersectiile de intervale: c) A= {X +1 x & (o0, - 1)};
a) I, =(-1,3) si I, =(x, x+1); X -
b) I, =(-3, x+1) si I, =(x-2, 5); d A={xeR|[x-1<2};
c) 11 = Ea 3x-1 si 12 = X+19 7X+5 . e) {X ek ‘ ‘X‘+‘X_1‘ < 1}
2" 4 3 2
E5. Si se determine multimile de mi- || E7- Sa se arate ca urmatoarele multimi
noranti si de majoranti pentru sunt nemarginite:
multimile: a) A= {n2 +1|ne l};
a) (-1, 3]; b) A=(-3, +x); N
b) A={(—1) 'n‘ neN};
c) A={XG|D‘ X2S4};
T T
c) A={tgx XG(—*,*) H
d)A={1 xe(O,l)}; { 2" 2
X
n g
1 _J(=1)"n
e)A={erD X2_4<0}. d)A_{ N+l neNg.
APROFUNDARE
Al. Pentru care valori ale lui xeR A4. Fie A,BcR doua multimi margi-
urmatoarele intervale sunt multimi nite. Sa se arate ci multimile A UB,
nevide: ANB, A\B sunt multimi marginite.
a) I=[—2x+l, 1+3x];
x 1 x-1 2 A5. Fie A= 1 neN |. Si se arate ca
b) I=|—,—|[; ¢) I=|—, —|? n
x+1 x x+1 x+2
inf(A)=0 si sup(A)=1.
A2, Sa se determine intersectia inter- 1
valelor: A6. Sa se arate ca daca A={ nel’},
x 1 x-1 2 n
Ilzis*’:[z:is . .« . .
x+1 x x+1 x+2 atunci 1nf(A)=—1 si sup(A):l.
A7. Sa se determine inf(A), sup(A)

A3.

Sa se stabileasca valoarea de adevar
a propozitiilor:

a) Orice multime finita este margi-
nita.

b) Orice submultime a unei multimi
marginite este multime marginita.
c) Daca multimea A c R este mar-
ginita superior, atunci orice sub-
multime a sa este marginita inferior.
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a) A={n ‘ neN’};
n+1

b) A={x2+x ‘ xe(—l, 1)};

xeD};
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c) A=
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d) A = (-, v2); f)A:{xe|p\2X+4X36};
e)A:{xele—\@‘s\/g}; 9 A={xcR|2<3*+9" <90}.
DEZVOLTARE
D1. Fie AcR o multime nevida si meR. | D3. Fie A, BcR doua multimi nevide

Sa se arate ca m =inf(A), daca: si marginite. Sa se arate ca:

a) m<x,V xeA; a) inf(AuB) = min(inf(A), inf(B));
b) V £> 0, existia un element x e A, b) sup(AUB) =

astfel incat x<m+e. = max(sup(A), sup(B)) .

D2. Fie AcR o multime nevida si MeR.
Sa se arate ca M =sup(A) daca:
a) x<M,V xeA;
b) V £€> 0, existd un element x e A,

D4. Fie AcR si B={-x|xeA}.
Atunci:
a) sup(B)=-inf(A);

astfel incat x> M —«. b) inf(B) = —sup(A).

@ VECINATATILE UNUI PUNCT PE AXA REALA

s DEFINITII

e Multimea V cR se numeste vecinatate a punctului x, R, daca
exista un interval deschis I, astfel incat x, eI < V.

e Multimea V cR se numeste vecinatate a lui +o daca existd un
interval deschis I= (a, + oo), astfel incat I < V.

e Multimea V cR se numeste vecinatate a lui —o, daca exista un
interval deschis I = (—oo, a), astfel incat I < V.

R > = X, €(a, b)cV

a X, b Figura 1

I Exemple
* Multimile (-1,1), [-1, 1], (-1, + %), (-, 2) sunt vecinatati pentru x = 0.
* Multimile (-2, 3)u{4}, (-2, 3)U(4, 8) sunt vecindtiti pentru x =1, dar nu

sunt vecinatati pentru x = 4.

= OBSERVATII
1. Un punct x,€R are oricat de multe vecinatati. Vom nota multimea

vecinatatilor lui x, cu 7 (x,).
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2. Orice interval deschis (a, b),a, be R,a<b, este vecinitate pentru
oricare X, € (a, b).

3. Intervalele centrate in x, € R sunt vecinatati pentru x,. Ele se numesc
vecinatati centrate ale punctului x,.

4. Fiecdrei vecindtiti Ve 7 (x,) ii corespunde o vecinitate centratd in x,,

V, =(x, —¢, X, +¢) astfel incat V, = V. De aceea, atunci cand se lucreaza

€

cu vecinatatile lui x, este suficient sa se considere numai vecinatati centrate.

PROPRIETATI ALE VECINATATILOR UNUI PUNCT x, € R

P1. x,eV, pentruoricare Ve 7 (x,).

P2. Dacid V,, V,e 7 (x,), atunci V, "V, e 7 (x,).

P3. Dacd Ve7 (x,) si VcU, atunci Ue 7 (x,).

P4. Daca Ve 7 (x,), atunci existd Ue 7 (x,), astfel incat V este vecinitate
pentru oricare y € U.

<> OBSERVATIE

* Intersectia unui numar finit de vecinatati ale lui x, € R este vecinatate a
lui x,, dar intersectia unui numar infinit de vecinatati ale lui x, poate

sa nu mai fie vecinatate a lui x,.

15 Exemple

1. Fie V, =[—1—%,1+%} €7 (0),n>1. Avem len =[-1,1], care este
vecinatate pentru x = 0.

2. Fie V, = (—%, %) €7 (0),n>1. Rezultd ci len ={0}, care nu este

vecinatate a lui x = 0.

E TEOREMA 3 (teorema de separare)
Fie x, y e R puncte diferite de pe dreapta reala. Atunci exista vecina-

tatile Ve 7 (x) si Ue 7 (y), astfel incat VAU =¢.

Demonstratie
Fie x <y. Intervalul I=(x,y) este multime v U

nevida, deci existd cel putin un punct ce(x,y). — '
X C

Luand Ve7 (x), V=(-,¢) si Ue?(y), U=(c, +=), Y

vom avea VN U=¢, (figura 2). &

Figura 2
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PUNCTE DE ACUMULARE ALE UNEI MULTIMI

Fie A c R o multime nevida.
+¢ DEFINITII
e Numarul x, € R se numeste punct de acumulare al multimii A, daca
pentru orice vecindtate Ve 7 (x,), rezultd cd An(V \ {x,})=@.
e Un punct x, € A se numeste punct izolat al multimii A daca nu este
punct de acumulare al multimii A.

Multimea punctelor de acumulare ale multimii A se noteaza A'. O
multime poate sa aiba mai multe puncte de acumulare sau nici unul.

1> Exemple
1. Fie A =(0,1). Atunci A'=[0,1].

2. Dacd A ={1}, atunci A'=

3. Orice multime finitd nu are puncte de acumulare. Intr-adevar, daca
A= {al, Ay, ven an}, din proprietatea de separare a lui R, existd vecinatati care

separa fiecare element al multimii A de celelalte elemente. Intersectia unei
asemenea vecinatati cu multimea A este formata doar dintr-un singur element, deci

Am(Vi \ {ai}) =@, unde V, € ¥ (a;),1e{L, 2, ..., n}.
4. Pentru A=Q avem A'=R, deoarece in orice vecinitate Ver(x),

X, € R, se gasesc o infinitate de numere rationale.

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
E1l. Sa se precizeze care dintre urmatoa- || E3. Fie A = (2, 3). Sa se arate ca multi-
rele multimi sunt vecinatati ale lui 0:

mea A este vecinatate pentru fiecare
a) V, =(-1, 8); b) V, =(-1, 0)u(0, 1); punct al ei.

c) V3=(0, +); d) V, =(~4,0);

& V,—Z ) V,— @ ) V, - I; E4. Sa se determine punctele de acumu-

lare in R pentru multimile:

h) V8=|D\l. a)A={0,2};
E2. Care dintre urmatoarele multimi b) A=[0,1);
sunt vecinatati pentru +oo: ¢) A—[ 3 5]_

a) V, =(—1,+oo), V2=[3,+oo),
V; =(1, 3) U (10, + ),
V, = (—oo, 1)u(5, +oo);
b) V=N, V,=2,V, =@, Vg =
=R\Z, V,=R\ Q?

d) A=(-w,1);
e)A (-1, 3)u(4, 5);
A=(4,8)\{5};

g) A=(-1,0)u(0,1)u(1, 2).
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APROFUNDARE

Al. Sa se demonstreze proprietatile P,, A4. Sa se arate ca un interval Ic R este
deschis daca si numai daca este veci-
natate pentru oricare punct al sau.
A2. Sa se arate ca urmatoarele multimi A5. Si se determine punctele de acu-
AcR nu sunt vecinatati pentru

P;, P, ale vecinatatilor.

mulare in R pentru multimile:

oricare punct x, € A: a) A=N; b) A=Z; ¢) A=@;
a) A=N; b) A=7;¢) A=G; d) A=DR; e) A=R\Q; ) A=R\Z
d) A=R\ Q.

) RACQ A6. Sa se determine punctele de acu-

A3. Sa se arate ca urmatoarele multimi mulare in R pentru multimile:
sunt vecinatati pentru fiecare punct 1 o ’
al lor: a) A={2+sin4 neN‘};
n

a) A=R\{0}; b) A=R\N;

n nn .
) A=R\Z; d) A:U[O’L]; b) A:{n+1+cos6neN},
a1 n+1
1 1 (-1)" .
—=,1+=|\ {0, 1}. A={1+Z neNt.
e)nol(n +n]{ } c) {+nne}
DEZVOLTARE
D1. Fie A, BcR doua multimi nevide b) (AUB)'=A'UB'.
si A',B' multimile punctelor de ) (AmB)'=A'mB'.

acumulare. Sa se arate ca:
a) AcB=> A'c B}

@ FUNCTII REALE DE VARIABILA REALA

Fie A, Bc R doua multimi de numere reale.

O functie f: A — B se numeste functie reala de variabila reala
sau functie numerica.

In clasele anterioare, au fost studiate diferite functii numerice sub
aspectul proprietatilor generale ale monotoniei, paritate-imparitate, periodi-
citate, marginire, injectivitate, surjectivitate, convexitate-concavitate si
altele. Astfel, aceste proprietati au fost verificate in studiul catorva functii
numerice particulare cum sunt: functia de gradul I, functia de gradul II,
functia putere cu exponent natural, functia radical, functia exponentiala,
functia logaritmica si functiile trigonometrice.

Analiza matematicad va continua studiul functiilor numerice sub
aspectul noilor proprietati sau al gasirii de noi metode de verificare a
proprietatilor generale.

Acest studiu va pune in evidenta cateva clase de functii in care se vor
regasi si functiile particulare studiate. Ele vor servi ca suport pentru
lecturarea gi desprinderea unor proprietati si vor constitui exemple sau
contraexemple pentru ilustrarea anumitor notiuni.
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De aceea, in acest paragraf se va face o actualizare sumara a elementelor
esentiale legate de functiile numerice particulare cunoscute, precum si unele
completari.

FUNCTII POLINOMIALE

Functia f:R >R, f(x)=a,x"+a, x"'+..+ax+a,, unde a,,a,,, ...,
a;,a,€R, a, #0, neN, se numeste functie polinomiala de gradul n.

Cazuri particulare
a) Pentru n =0 se obtine functia constanta f:R —> R, f(x)=a,. Aceasta

este functie monotona pe R si marginita.

b) Pentru n=1 se obtine functia de gradul I, f:R->R,
f(x)=a,x+a,. Functia de gradul I este strict monotond pe R, bijectiva,
inversabila si nemarginita. Aceste proprietati se pot desprinde si din imaginea
geometrica a graficului sdu, reprezentat de o dreapta.

Y Y
A[_ﬂ’ 0) B(0, a,) B(0, a,) A(_a_o’ 0]

a, 4,

Figura 1 O X Figura 2 O X

c) Pentru n =2 se obtine functia polinomiala de gradul II, f: IR > R,
f (x) =ax” + bx + c. Imaginea geometrica a graficului functiei de gradul II se

numeste parabola.
d) Functia putere cu exponent natural, f:R >R, f (x) =x" este un alt

caz particular de functie polinomiala de gradul n.
Pentru n e N, n > 3 proprietatile functiei polinomiale de gradul n depind de

paritatea numarului n e N i se vor intalni pe parcursul studierii functiilor
numerice.

FUNCTII RATIONALE

Fie f, g:R >R doua functii polinomiale de gradul n, respectiv de
gradulm si D= {x el | g(x) = O}.

f
Functia h: R\ D> R, h(x)= (x) se numeste functie rationala.

g(x)
Cazuri particulare
e Atunci cand functia polinomiala g este constanta, functia rationala h
este functie polinomiala.
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Asadar, functiile polinomiale sunt cazuri particulare de functii rationale.
* Daca f, g:R—> R, f(x)=1, g(x)=x", neN, atunci se obtine functia rati-

. . 1 _ . N .
onala h: R >R, h(x) =—=x" (functia putere cu exponent intreg negativ).

X

FUNCTIA PUTERE CU EXPONENT REAL

Fie o € R un numar real.

Functia f: (0, +o) >R, f(x)=x* se numeste functia putere cu expo-
nent real.

Cazuri particulare

¢ Pentru a =0, se obtine functia constanta f:(0, +») >R, f(x)=1.

« Pentru o eN, se obtine functia f:(0, +o0) >R f(x)=x" care este o restric-

tie la intervalul (0, + ) a functiei putere cu exponent natural.

a = n am
e Pentru o= % sau o= % se obtin functiile f, g:(0, + oo) - R,
f(x)= Jx, respectiv g (x)= x, adica functia radical de ordinul 2, respectiv 3.
. 1 .
Mai general, pentru a=—,neN \ {1} Y £(x)=4x
n

se obtine functia radical de ordinul n,

i . 1p---—-
£:(0,+0) >R, f(x)= Yx. Functia radical de !
ordinul n este strict crescatoare pe (0, +oo), 5 '1
este concava si nemarginita, (figura 3). Figura 3 *

FUNCTIA RADICAL PENTRU n IMPAR

Functia f:R->R f(x)z{‘/g, unde

. Y 1f(x)=¥x,n=2k+1
n eN, este numar impar, n >1, se numeste
functia radical pentru n impar. Imaginea 1
geometrica a graficului ei este redata in = :
figura 4. ' 1 x
Lectura graficd confirma urmatoa- <=---1 Figura 4

rele proprietati:
* este strict crescatoare pe R,
* este convexa pe (—oo, 0] s1 este concava pe [0, + oo);
* este bijectiva;
* este impara.
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FUNCTIA EXPONENTIALA

Functia f:R—(0,+x),f(x)=a*,a>0,a#1, se numeste functie

exponentiala.
Imaginea geometrica a graficului ei este redatd in figura 5, pentru
ae(0,1), respectiv pentru a e (1, + ).

o [ac(01) y

A(O, 1 \ ] (0, 1)
0] x 0 X
Figura 5

Lecturand graficul functiei exponentiale se confirma urmatoarele
proprietati generale:

* functia este bijectiva; * functia este convexa;

 functia este inversabila; ¢ functia este pozitiva (aX >0,x¢€ ID);

 functia este nemarginita;
 functia este strict monotona pe R si anume:
—daca ae (O, 1), este strict descrescatoare pe IR;

—dacd ae(1, + ), este strict crescitoare pe .

e axa Ox este asimptota orizontala a curbei exponentiale.
FUNCTIA LOGARITMICA

Functia f:(0, +»)—> R, f(x)=log,x, a>0,a#1, se numeste functie
logaritmica.
Curba logaritmica este redatd in figura 6 pentru cazurile ae(0,1) si

ae(l, +oo).

Figura 6
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Lecturand graficul functiei logaritmice se confirma urmaéatoarele
proprietati generale:

* este functie bijectiva; * este functie inversabila;

* nu este functie marginita; °* Oy este asimptota verticala a graficului;

+ este functie monotona pe (0, + ) si anume:
—dacd a<(0, 1) este strict descrescatoare pe (0, +);
—dacd ae(1, + =) este strict crescatoare pe (0, + ).
este functie convexd pe (0,+o) dacd ae(0,1) si este functie

concava pe (0, +») dacid a e (1, + ).

FUNCTIILE TRIGONOMETRICE SINUS §I COSINUS

Functiile f, g: IR — [—1, 1], f(x) =sinx, g(x) = COSX, reprezinta functiile
trigonometrice sinus, respectiv cosinus.

Proprietati ale functiilor sinus si cosinus:

e sunt functii marginite: sinx € [—1, 1] Sl cosX € [—1, 1], Vxel

 sunt functii periodice cu perioada principala T =2n:
sin(x +2n) =sinx, cos(x +2n) = cosx, V x € I;

» functia sinus este functie impara, iar functia cosinus este functie para:
sin(—x) = —sinx, cos(—x)=cosx, V x e ;

 sunt functii surjective si nu sunt functii injective;
Curbele reprezentative ale graficelor functiilor sinus, respectiv cosinus
sunt redate pe intervalul [0, 2x] in figura 7.

y Yy
It--> 3n <R
oL 2 2n \E Ty i

sin Figura 7

FUNCTIILE TANGENTA Sl COTANGENTA

Se considera functiile:

f:R\ {(2k +1)g ‘ ke 7[} — R, f(x)=tgx — functia tangent;
g: R\ {kn | ke 1} —->R, g(x) = ctgx — functia cotangenta.
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Proprietati ale functiilor tangenta si cotangenta:
e sunt functii periodice cu perioada principala T == :

tg(x+n)=tgx, VxeR\ {(2k+1)g kel},

ctg(x+n)=ctgx,Vxe\D\{kn| ke7l};

 sunt functii impare:

tg(—x)=-tgx, VxeR\ {(2k+1)g ‘ kel},

ctg(—x)=—ctgx,VxeR \ {kn | ke Z};

e sunt functii surjective si nu sunt functii injective;

e sunt functii nemarginite;

* nu sunt functii strict mo-
notone pe domeniul de existenta;

e sunt strict monotone pe
orice interval din domeniul de
existenta;

Curbele reprezentative ale
graficelor celor doua functii sunt
redate in figura 8 pe intervalul

(—g, gj, respectiv (0, 7).

y

NI
NS

]
|
1
i
i
12
1
|
1
i
1

a

Figura 8

FUNCTIILE ARCSINUS §I ARCCOSINUS

Functiile f:[-1,1] —{—g, g}, f(x)=arcsinx, si g:[-1,1]-[0, ],
g(x) = arccosx, reprezinta functiile arcsinus si arccosinus.

Curbele reprezentative ale graficelor functiilor arcsinus si arccosinus
sunt redate in figura 9.

; y
arcsin
1'[/2 ——————————— Y
| &
3t -------- |
/4 $------ : :
(] 1
L A T
12 2 g IR
I L
R A “xfe 22 2
A —n/4
E v o __] .—T[/B X
|
__________ L —n/2 Figura 9
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Proprietati ale functiilor arcsin, arccos:

* sunt functii bijective;
* sunt functii marginite:

arcsinx e [—g, g}, V x e[-1,1] si arccosx €[0, n], V x e[-1, 1];

+ sunt functii strict monotone pe intervalul [—1, 1]: functia arcsinus
este functie strict crescitoare pe intervalul [-1, 1], iar functia arccosinus
este functie strict descrescatoare pe [—1, 1];

* arcsinus este functie impara: arcsin(—x) =-—arcsinx, X e[—l, 1]; arccosinus

nu este nici functie para, nici functie impara;
+ arcsinus este functie concava pe [-1, 0] si convexa pe [0, 1];

+ arccosinus este functie convexa [-1, 0] si concava pe [0, 1].

FUNCTIILE ARCTANGENTA $I ARCCOTANGENTA

Functia f: R > (—g, g}, f (x) = arctg x reprezinta functia arctangenta.
Functia g: IR — (0, n), f(x) = arccotgx reprezinta functia arccotangenta.

Curbele reprezentative ale graficelor functiilor arctg si arcctg sunt
redate in figura 10.

y y
""""""" n2| T e T
v N
-1 11 N\ /2
! (0] X !
| :TC__
At i
"""""""""" —m2 T —1 |01 x
Figura 10

Proprietati ale functiilor arctg si arcctg:
 sunt functii bijective;

« sunt functii mérginite: arctg(R)= (—g, g), arcctg(R) = (0, m);
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e sunt functii strict monotone pe R: functia arctg este functie strict
crescatoare pe R, iar functia arcctg este functie strict descrescatoare pe R;

« functia arctg este functie impard: arctg(-x)=-arctgx, functia
arcctg nu este nici functie impara, nici functie para;
« functia arctg este convexa pe (-, 0] si concava pe [0, +);

* functia arcctg este concava pe (—oo, O] sl convexa pe [0, + oo).

+» DEFINITIE
o Functiile constante, functiile polinomiale, functiile rationale, functia putere
(cu exponent natural, intreg, rational sau real), functia exponentiala, functia
logaritmica si functiile trigonometrice sunt numite functii elementare.

(® umiTe DE SIRURI

6.1. SIRURI CARE AU LIMITA FINITA
e@wMui@Wwﬁi NE REAMINTIM!

Fie (a,) un sir de numere reale cu termenul |. o functie f: N —

n * se numeste sir de
general a, =——, neN.. numere reale.

n+1 :
= : ALt . . « Numdrul f(n)=a,,
a) Sa se determine cati termeni ai sirului (a,) )
9 11 ne N se numeste
sunt in afara vecinatatii V = (_, _j aluil. termenul general al
10 10 sirului.
999 1001

b) Sa se arate ca in afara vecinatatii V =( J a lui 1 se afla

1000’ 1000
un numar finit de termeni ai sirului.
c) Fiee>0si V=(1-¢ 1+¢) o vecinitate a lui 1. Sa se arate cd in

afara vecinitatii V se afld un numér finit de termeni ai sirului (a,).

Solutie
. .9 11 .
a) Din conditia E<an <E se obtine 9 < n. Asadar a, € V pentru

n>10, iar termenii a,, a,,...,a, sunt in afara vecinatatii V.

b) Daca a_ €V, rezulta ca 90 <a, sl se obtine n > 999. Asadar in

afara vecindtétii V se afla primii 999 de termeni ai girului (a, ).
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¢) Sa aflam mai intéi cati termeni  Figura 1 V 1
apartin vecinatatii V=(1-¢, 1+¢).

|

. .. . a,a, ... a
Din conditia 1-g<a_ <1+¢ se obtine roe ’
1 V1
n>—-1. | — I W%—)
& . ) =0 a, a, Qo9
e Daca & > 1, atunci toti
termenii girului (a,) apartin vecini- vV 1
tatii V. 6 — ’ . %%%%%%%%?——*
* Dacd € < 1, pentru numarul na- Ay e By, LTE te
1 .. 2  ases “
tural n(s) =|=|, termenii a,, T T In af?ra ve.acmatai_:n v se afla un
€ numar finit de termeni pentru V ¢ > 0.

nu apartin lui V, iar dacd n>n(e), avemcé a, € V.
Din problema rezolvata anterior se observa ci 1n afara oricarei
vecinatati V a lui 1, existd un numar finit de termeni ai girului (a, ).

Asadar, orice vecinatate Ve 7 (1), contine toti termenii sirului (a,)

cu exceptia unui numar finit de termeni ai acestuia.
De asemenea, dacd &> 0, atunci conditia ca a, e V=(1-¢, 1+¢) este

echivalenta cu |an - 1| <¢, sau, altfel spus d(a,; 1)<e.
Pentru ¢ > 0 foarte mic avem ca distanta d(a,; 1) este suficient de
micd, putdnd sa consideram ci de la un anumit rang, n, e N, termenii a_

pot fi aproximati cu 1. Vom spune astfel ca sirul (an) admite pe 1 ca limita.

+ DEFINITIE
e Un numar /e€R se numeste limita girului (an) daca in afara oricarei

vecinatati a lui / se afla un numar finit de termeni ai girului.

Pentru limita girului (an) se foloseste notatia £=lima_. Pentru sirul

n—o

(a,), cu termenul general a, = Ll’ putem scrie 1 =1im
n+

oo +1
g@wékmem;almé

. . . 2n+1
1. Sa se arateca 2= hmn—.
oo n 41

Solutie

Trebuie sa ardtdm ca in afara oricarei vecinititi Ve 7 (2) existd un
numar finit de termeni ai sirului. Este suficient sa consideram vecinatati
centratein 2, V 2(2—8, 2+8), cueg>0.
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n+1eV, se obtine: 2—8<2n+1

<2+¢, de unde
n+1l n+1

Din conditia

3—28. )

n>

2 . . e . " .
e Pentru ¢ 25, relatia (1) este adevarata pentru oricare n e N, deci

in afara vecinatatii V nu se afla nici un termen al girului.

2 . 3-2 . -

e Pentru e < 35 n(e)= { 8} +1, avem n >n(¢), deci in afara vecina-
£

o .- . .. n o e - . 2n+1

tatii V se afla termenii a,, ay,...,8,,), In numar finit. Asadar, 2=1im T
n—oo n +
- o 1 +2
2. Si se arate ca lim 2 # 2.

noe 4+ 3
Solutie
Trebuie aratat ca exista cel putin o vecinatate V a lui 2 in afara careia
se afld un numar infinit de termeni.

Fie V= Eg, 3). Deoarece 3

2 . . n+2
<l<—,¥VneN, avem ca
n+3 2 n+3

¢V,

V neN, deci toti termenii girului sunt in afara vecinatatii V. Asadar,

<> 0BSERVATII

1. Numarul / € R nu este limita girului (a,) daca exista cel putin o vecinatate
Verv (ﬁ ) in afara careia se afla un numar infinit de termeni ai girului.

2. Exista gsiruri de numere reale care nu au limita.

IS Exemplu
Fie (a,) sirul cu termenul general a, =(-1)". Atunci a,, =1 a,, , =-1,

VneN. Dacd presupunem ca / € R si ¢/=lima_, atunci in oricare vecinatate

Vev (Z) se afla toti termenii sirului cu exceptia unui numar finit dintre acestia.
Deosebim situatiile:

¢ L e(-o, —1]. Pentru V=(-»,0),a,, ¢V,VneN".

¢ te(-1,1). Pentru V=(-1,1),a,2V,VneN.

¢ (e[1,+»). Pentru V=(0,+»),a,, , ¢ V,VneN.

S . .. . Figura 2
In concluzie, nici un numar real ¢ ay, 4 a,

5]
L’
v

A \ (
nu poate fi limita a sirului (a, ). 7 7o V1 7
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6.2. SIRURI CARE AU LIMITA INFINITA

Fie (a,) un gir de numere reale.

+ DEFINITII
e Sirul (a,) are limita +wo, daci in afara oricarei vecinatati a lui +o se
afla un numar finit de termeni ai girului.
e Sirul (a ) are limita —, daca in afara oricarei vecinatati a lui —o se

afla un numar finit de termeni ai girului.

Problome regobuate

B 1. Fie (a,) un sir cu termenul general a, =

n

2

,n>1. Sa se arate ca
n+1

+o=lima, i —o=lim(-a,).
n—o n—ow
Solutie
Fie V:(a, +oo), a > 0, o vecinatate a lui +wo. Din conditia a_ €V,

2

>a, de unde n-1+
n+1 n+1

n>m, rezultd ca a, >a, deci in afara vecinatatii V se afla un numar finit

rezulta ca >a. Daca m:[a]+2, pentru

de termeni: a,, a,,...,a, ,. Rezulta ca +o=lima_.

n—ow

Luand V =(—, —a) vecinatate pentru —o, in afara lui V se afla cel

mult primii m — 1 termeni, deci —0 =lim(-a,,).

n—o

B 2. Fie (a,) un sir nemarginit de numere reale pozitive. Daci (a, ) are

limita, atunci +oo=lima_.

n—o

Solutie
Sa presupunem ca /=lima_  si / € R. Atunci in afara vecinatatii

n—o

V= (ﬂ -1, 0+ 1) se afla un numar finit de termeni ai girului.

\% Figura 3
: )
0 (-1 (¢ (+1m a +00

Fie a, , a .»a, acesti termeni.

ng?*

Pentru m = max(a ,a

n; ny ?

e a ,£+1), in vecinatatea V=(—oo, m) a
P

lui ¢ se afla toti termenii sirului (a,). Dar (a,) fiind nemarginit superior,
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existd cel putin un termen a, , astfel cd a, >m. Contradictie. Asadar

ng?
¢ ¢R. Rezulta astfel ca in oricare vecinatate a lui +owo se afla toti termenii
sirului (an ), mai putin un numar finit de termeni, deci 4o =1lima .

n—w

A Tema
Sa se arate ca urmatoarele siruri au limita infinita:
2
n“+1
a) a,=2n+7; b) an:3n2+2; c)a,= ;
n+1
3
-n
d)a,= ; e) a, =n-n’

a PROPRIETATI ALE SIRURILOR CARE AU LIMITA

7.1. PROPRIETATI GENERALE

E TEOREMA 4 (Unicitatea limitei unui sir)
Daca un sir de numere reale are limita, atunci aceasta este unica.
Demonstratie

Fie (a,) un sir de numere reale. Presupunem prin absurd ca sirul (a, )

are limitele distincte /., ¢, € R.

f Vi ? f V, f
l, ly Figura 1

* Daca /,,/, e R, din teorema de separare a multimii R, rezulta ca
existd vecinatitile V,e? (¢,) si V,e7 ((,), astfel incat V,nV, =0,

(figura 1). Deoarece ¢, =lima_, atunci in vecinatatea V, se afla toti termenii
n—>oo

n?
sirului (an ), mai putin un numar finit de termeni. Asadar, in vecinatatea V,

se afld un numar finit de termeni ai sirului (a, ), iar in afara ei un numar

infinit de termeni. Aceasta contrazice faptul ca ¢, =lima_. Asadar ¢, =/,.

n—o

e Daca 7, €R si /, =+, atunci pentru ¢ >0 consideram vecinatatile
Vie? (£,), Vi=(t,-¢ ¢, +¢) si V, e ¥ (+), V, =(a, +0), a>/+g, (figura 2).

Ca s11n cazul precedent rezulta ca \V \V
in V, se afla toti termenii girului _WM—W%)
(a,), cu exceptia unui numar finit ¢, —¢ 6 L+e g, A +00

de termeni, deci /¢, nu poate fi limita a sirului (a, ).

» Celelalte cazuri se trateaza analog. B
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« DEFINITII
o Sirurile de numere reale care au limita finita se numesc siruri convergente.
e Sirurile de numere reale care au limita +oo, —0 sau nu au limita se
numesc siruri divergente.

Se observa usor cd un sir de numere reale care nu este convergent este
sir divergent. Agsadar, oricare sir de numere reale este sau sir convergent
sau sir divergent.

15> Exemple
e Sirul (a, ), a, = n 1 este sir convergent avand limita lima  =1.
n + n-—o
n’ -’

o Sirurile cu termenii generali: a, =(-1)", b, = = sunt siruri divergente.

= ,Cy
n+1 n+1
+» DEFINITIE
Io Fie (a,) un sir de numere reale si ¢:N —N o functie strict cresca-

toare. Sirul (aw(n)) se numeste subsir al sirului (an )

2> Exemple
Dacd (a,) este sirul cu termenul general a, =n, atunci sirurile (a,,,),

(85, ) (230 ), (A10ns5 ), n = 1 sunt subsiruri ale sirului (a, ).

= TEOREMA 5

Fie (an) un sir de numere reale si lima_=/. Atunci orice subsir al

n—ow

sirului (a,) are limita /.

Demonstratie
Fie (aq)(n)) un subsir al sirului (an). Daca Ve /(() este o vecinatate

oarecare a lul ¢, in afara acestela se afla un numar finit de termeni ai
sirului, deci si un numar finit de termeni ai subgirului (aq)(n)).

In mod evident are loc si o teorema reciproca. B

& TEOREMA 6
Fie (a,) un sir de numere reale. Daca toate subsirurile sirului (a,) au

aceeasi limitd / e R, atunci sirul (a,) arelimita si lima, =.

n—w

Demonstratie: (Tema)
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?@MW
B  Fie (a,) un sir de numere reale, astfel incat subsirurile (a,,) si (a,,,)

au aceeasl limita, ¢ €R. Sa se arate ca lima,_ =/.

n—ow

Solutie

Fie (a(p(n)) un subsir oarecare al sirului (a,). Atunci (a(p(n)) poate
contine numai termeni ai subsgirului (a,,), numai termeni ai subgirului
(a,,) sau termeni ai ambelor subsiruri. In fiecare caz, conform teoremelor

anterioare, lim a,

n—w (n

)=£. Asadar toate subsirurile girului (an) au aceeasi

limita si, in consecinta, lima_ = /.

n—o

& TEOREMA 7
Fie (a,) un sir de numere reale cu limita (eR. Atunci, prin

inlaturarea sau adaugarea unui numar finit de termeni se obtine un
sir cu aceeasi limita /.

Demonstratie Figura 3
Intr-adevar, daca Ve (¢
o e ’ . ( )’ bil bi2 bik \ ¢ bjl bj2
atunci inlaturarea sau adaugarea ~ . ;W\ 7
unul. .nlvlmar flnltv dAe termeni n}l in afara lui V, sunt mai putini termeni
modificd faptul cd in afara veci- sau mai multi, dar tot in numar finit.
natatii V se afla un numar finit de
termeni. ®

< OBSERVATIE

* Fie (a,) un sir de numere reale care are limita ¢ € R. Prin addugarea unui

numar infinit de termeni, sirul obtinut are aceeasi limita ¢ sau nu are limita.

I Exemple
. 1 . n 2 < < .
* Fie a,=— si b,=(-1)"=,n>1. Se observd ugor cd b, =a, si
n n
oy = 2_ T In acest caz, prin adiugarea termenilor b, ,,n>1, s-a obtinut un
n —_—
$ir cu aceeasi limita: lima, =limb, =0.

* Fie a, =1 si b, =(-1)",n>1. Se observi ci by, =a, si by, , =—1. In acest

caz, noul sir (bn) nu mai are limita, deoarece are doua subsiruri cu limite diferite.
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7.2. PROPRIETATI ALE SIRURILOR CONVERGENTE

Dupa cum se stie, un sir este convergent daca acesta are limita finita.
Astfel, orice sir convergent are proprietatile intalnite pana acum pentru
sirurile care au limita.

Dar exista si proprietati specifice sirurilor convergente.

E TEOREMA 8 (Limita modulului)
Fie (an) un sir convergent de numere reale. Atunci sirul (|an|) este conver-

gent si lim|a,| = ‘lim an‘, (limita modulului este egald cu modulul limitei).

< OBSERVATII

1. Reciproca acestel teoreme nu este adevarata.

De exemplu, pentru sirul cu termenul general a, =(—1)n, avem ca

2. =|(-1)"

2. Fie (a,) un gir convergent si /=lima,. Afirmatiile urmétoare sunt

n—ow

=1, deci |an| este convergent, dar sirul (a, ) nu este convergent.

echivalente:
a)/=0; Db lim|an|=0.

B TEOREMA 9 R (A

Orice sir convergent este marginit. | —oo +00

Demonstratie Figura 4

Fie sirul de numere reale (an) si /=lima . Atunci, in oricare vecinatate
n—w

a lui 7 se afla toti termenii sirului cu exceptia unui numar finit dintre acestia.
In particular, in afara vecinatatii V = (—1 - |€|, 1+ |/|) se afld un numar
1+ |€|} :

toti termenii girului sunt in intervalul (—M, M), deci sirul este marginit. B

finit de termeni: a, , a, ,. a, |5 (&, |5

Ay Luand Mzmax{

anp

< OBSERVATII

1. Reciproca teoremei nu este adevarata.
s - . n - .
Intr-adevar, sirul (a,), a, =(-1)" este marginit, dar nu este convergent.

2. Putem formula conditii suplimentare pentru ca un gir marginit sa fie
convergent.

I Exemplu
Fie (a,) un sir care are limitd. Atunci (a,) este convergent dacd si numai

daca este marginit.
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3. Daca un sir este nemarginit sau are un subsgir nemarginit, atunci sirul
este divergent. Asadar, conditia de marginire este conditie necesara
pentru ca un sir sa fie convergent.

7.3. TRECEREA LA LIMITA IN INEGALITATI

= TEOREMA 10

Fie (a,) un sir de numere reale pozitive si a =lima,. Atunci a >0.

n—oo

Demonstratie
Folosim metoda reducerii la absurd.
Presupunem ca a<0. Din relatia a=lima_ , rezultd ca orice

n—owo
vecinatate Ve 7 (a), contine toti termenii sirului (an) cu exceptia unui

numdr finit dintre acestia.
- c1 . . a) .
Daca aeR, consideram vecinatatea V = (—oo, Ej, lar pentru a = —oo,

consideram V = (-, —1), figura 5.

v \Y
A PE—
4 ) ) a \

<
—0 a é 0 +00 —o0 1 0 +00
2

Figura 5

Vecinatatea V contine o infinitate de termeni ai sirului (a,), de unde

rezultd ca sirul (an) are si termeni negativi, in contradictie cu ipoteza.
Asadar a>0. &

< O0BSERVATII

1. Rezultatul este adevarat si daca sirul are limita si contine termeni
pozitivi, incepand de la un rang n, eN’.

2. Daca sirul (a,) are limitd, contine o infinitate de termeni negativi, dar

are un subsir (am(n)) cu termeni pozitivi, atunci lima_=0.
n—owo

3. Daca sirul (an) are limita si toti termenii sai sunt negativi, atunci
lima <0.

n—w

m TEOREMA 11 (de trecere la limita in inegalitati)
Fie (a,) si (b,) doud siruri care au limitd si au proprietatea ca

a,<b_,V neN Atunci lima,  <limb,.

n—o n—o0
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Demonstratie
Fie a=lima , b=limb . Deosebim cazurile:

n—w n—ow

 a=—ow. In acest caz vom avea cd a=—wo<b.

e a=+w. In acest caz sirul (a,) este nemarginit superior, deci si (b, )
este nemarginit superior. Cum (b,) are limitd, aceasta nu poate fi decat
4+, Agadar a<bh.

e ach In acest caz (an) este convergent, deci este sir marginit.

Rezulta ca (bn) este si el marginit inferior, deci nu poate avea limita —oo.
Daca b =+, atunci a <b. V, A\

e Ramaéane de anglizat cazul E Y. a E I, a
a, b e R. Presupunem prin absurd cad - b +00
b <a. Din teorema de separare a lui Figura 6
R, existd vecinititile V,e?(a) si V,=7%(b) cu proprietatea ca
V,nV, =g, (figura 6).

Vecinatatea V, contine o infinitate de termeni ai sirului (bn), in afara
ei fiind un numar finit de termeni ai sirului (b,). Astfel, existd termeni
b, €V, cu proprietatea b_<a,, si se contrazice relatia a <b . In
concluzie a <b siteorema este complet demonstrata. B

<> OBSERVATIE

* Daca pentru sirurile (a,) si (b,) existé relatia a, <b,,VneN’, nu

n

rezulta ca lima_<limb,_.

n—o n—oo

I Exemplu

Fie (a,) si (b,) cu anz—l,b ~1 8o observa ca a, <b,,VneN, dar

n " n
lima, =0=1limb,_.

n—oo n—oo
Din teorema de trecerea la limita In inegalitati rezulta usor
urmatoarele consecinte.

= CONSECINTA 1
Fie (an) un sir de numere reale convergent si numerele a, b e R, astfel

incat a<a, <b,VneN. Atunci a<lima_ <b.

n—ow

Demonstratie
Se considera sirurile (x,), (y,) astfel incat x, =a, y, =b si vom avea

x, <a, sl a, <y,. Conform teoremei 11 se obtine rezultatul cerut. B
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m CONSECINTA 2
Fie (a,) un gir crescator de numere reale si /=lima,.

n—ow

Atunci a, </, VneN.

Demonstratie
* Daca ¢ =+o0, rezultatul este evident.

+ Dacd (eR, din monotonia sirului (a,) se obtine cid a, 6 <a
¥ m, neN’, n<m. Prin trecere la limitd dupd m se obtine ci:

a,=lima, <lima_=/,VneN.H

m-—o0 m—o

A Tema
Enuntati un rezultat analog pentru sirurile descrescatoare.

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
E1l. Sa se arate ca sirurile (an) sunt b) Exista un rang njeN, astfel
divergente daca: incat a, >0,Vn2n,?

a) a,=1+(-1)"; b) a, = sin 2%,
2 E4. Fie (an) un sir cu termenul general

2
c) an=2n . Q _2n+6
n+3 " 2n+3°
E2. Fie a,= (—1)n+1 ,nx1. Se poate a) Sa se arate ca },L‘?lan =1
obtine din (a,) un sir convergent b) Sa se calculeze limita sirului (b,,)
prin indepartarea unui numar finit 4n+6 _10n+6

in cazurile b, =

de termeni? Dar infinit? Care sunt 4n+3" " 10n+3’

limitele sirurilor obtinute?

E3. Se consideri sirul (an) cu termenul E5. Se considera sirul (a,), astfel incat

(-1)" a,eR\QVneN si f=lima,.
- n—oo
general a, =1+°— " Rezultd ca £=R\ Q?

a) Sa se arate ca lima, =1.

n—o
APROFUNDARE

Al. Se considera sirurile (a,) si (b,) A2. Sase arate casirul (a,) cu termenul

care au aceeasi limita (. Sa se

——, n par
arate ca sirul (c,), c, =$2bn+ general a, =427

n+1 .
—, n impar
n+2

are limita ¢=1.

+%(an -b,) are limita ¢.

123



M Elemente de analizd matematica  I. LIMITE DE FUNCTII

A3. Sirul (a,) are termenii a,, <0si [[ A6. Se considera sirul (a,), astfel incat
a,, ;>0 pentru oricare neN’. verifica una din conditiile:
a) Poate fi convergent acest gir? a) (a,-1)(a,,-1)=0,VneN;
b) Poate avea acest sir limita +oo? b) (a —1)(a . _2) —0,¥neN'.
Dar —o? " "
Rezulta ca sirul (a,) este con-
A4. Se considera sirul (a, ), astfel incat vergent? (Olimpiadi locali, 1993)
a,, =3,VneN si lima, ,=3. Este
n— . - . ~, ~
convergent sirul (a,)? A7. Se considera sirul (a,), astfel incat
subsirurile (ay,,),(as) si (as,)
A5. Fie (a,) un sir, astfel incat subsi- L o
au limita. Sa se arate ca sirul (a,)
rurile (as,), (as,q) si (as..) au are limita.
aceeasi limita. Sa se arate ca sirul
(a,) are limita.
DEZVOLTARE
D1. Din (an) un sir de numere reale si ¢) Daca /e R’, sa se arate ca exista
lima, =¢. Sa se arate ca daca se n, e N’, astfel incat a,#0,Vne N,
n—o
schimba ordinea termenilor sirului n 2 mn,.
(an), noul sir are aceeasi limita.
D3. Fie (a,) un sir de numere reale,
D2. Fie (a,) un sir de numere reale si astfel incat lima, =/, £ eRU {+wx}
n—»oo
{=1lima,. .
nswo si a,</{,VneN. Sa se arate ca
a) Daca ¢>0, sa se arate ca exista termenii sirului se pot rearanja,
n, e N’, astfel incat a,>0,Vne N, astfel incat sa se obtind un sir
crescator.
n2n,.
b) Daca £<0, sa se arate ca exista || D4. Sirul (a,) are limitd £eR. Daca
n, eN, astfel incat a, <0,VneN, a,, <0 si a,+a_, >0,V neN', si
nzn,. se determine /.

@) CRITERII DE EXISTENTA A LIMITEI UNUI SIR
8.1. CRITERIUL DE EXISTEIII]'ﬁ CU & (EXTINDERE)

Fie (a,) un sir de numere reale. Dupa cum se cunoaste sirul (a,) are

limitd dacd existd /IR, astfel incat orice vecinitate Ve 7 (¢) contine toti

termenii sai cu exceptia unui numar finit de termeni.
Sa consideram (eR, limita sirului (a,). Dacd ¢>0 si Ve (¢),

V=({—¢, (+&) este o vecindtate centratd in ¢, atunci in afara sa se afla un
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numar finit de termeni ai sirului
N - - . - iy ig eee ip n h 2 eer Fik
(a,). Aceasta inseamna ca existd —+————+— (ALY

un rang n(e), depinzand de ¢, Figura 1

incepand de la care toti termenii a, apartin vecinatatii V.
Relatia a, € V se scrie sub forma echivalenta astfel:
a,eV oa, e(l-¢ (+e) o —c<a, <€+8c>—8<an—€<s<:>|an —£|<8.
Asadar, a, e V,Vn>n(e) |.9Ln —€| <g Vn>n(e).

Deoarece pentru definirea limitei unui sir este suficient sa consideram
numai vecinatati centrate in ¢, se poate enunta urmatoarea teorema de
caracterizare a limitei.

E TEOREMA 12 (Criteriul de convergenta cu ¢)
Fie (a,) un sir de numere reale. Un numér (eR este limita sirului

(a,) dacé si numai daca pentru V ¢>0 existd un rang n(e)eN" astfel

incat [a, —¢| <&, V n>n(e).

Demonstratie
* Fie /=lima_ si € >0 arbitrar. In afara vecinatatii V = (f —-g, 0+ s) a

lui ¢ se afld un numér finit de termeni ai sirului (a,): a,,a

ns Bnys e Ay s

Notam cu m = max{nl, N, ..., np}. Atunci, pentru n>m+1 avem
a,eV, ceea ce s-a aratat ca este echivalent cu |an —£| <e. Luand
n(e)=m+1, teorema este demonstrata.

* Reciproc
Sa presupunem ca V este vecinatate a lui /. Atunci existd ¢ >0 astfel

incat ((—g, (+¢e)c V. Conform ipotezei, existd n(e)eN’, astfel incat
|an—/é|<8, Vn>n(e), deci a,e(l-g (+e)cV,Vn>n(e). Asadar, in
afara vecindtatii V existd un numér finit de termeni ai girului (a,) si deci

/=lima . N

n—ow

< OBSERVATII

e Numarul /eR este limitd a sirului (an), daca pentru e>0, inecuatia
|an - f| > ¢, cu necunoscuta n, are un numar finit de solutii.

e Numirul /e R nu este limitd a sirului (a,) daca existd ¢>0 astfel incat
inecuatia |an —£| <g, cu necunoscuta n, are un numar finit de solutii sau,

altfel spus, inecuatia |an - f| > ¢ are o infinitate de solutii.
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é() :s.. g :

2n-1

B 1. Sa se arate ca lim =2.
noe 14+ % -
Solutie Tema <
- Sa se arate ca:
Fie ¢ > 0. Din relatia |an - 2| <g, rezulta ca <g, . im-22 _o.
n+1 nsen+5
3 - ) . 3n+1 3
de unde n>—-1. Daca €>3 se poate lua n(s) =1, iar * lim ==
€ nso2n+1 2
1-n
3 . . e lim =-1.
pentru £<3, se poate lua n(e)= [—} si se obtine R
€
la, 2| <&, ¥V n>n(e), deci lima, = 2.
n—ow
< . 7. 3n
2. Sa se arate ca lim #4.
oo 4]
Solutie 4 Tema
n+4 . Aratati ca:
a, — 4| = >1,V neN. Asadar pentru ¢=1 se ratap oa
n+1 e lim oo z1;
obtine ca inecuatia |aLn —4| >1 are o infinitate de solutii. o nn+ 1
Asadar, liin a, #4. TP 5'7

E TEOREMA 13 (Criteriul cu ¢ pentru limita infinita)
Fie (a,) un sir de numere reale. Atunci:

a) lima, =+, dacd si numai dacd V &>0, existd un rang n(e)eN’,

n—oo

astfel incat a, >¢, V n>n(e).

b) lima, =—o, daca si numai dacd V ¢>0, existd un rang n(e)eN,

n—om

astfel incat a, <—¢, Vn>n(e).

Demonstratie
a) Presupunem ca lima, =+ gi fie €>0. Atunci in vecinatatea

n—ow

V= (8, +oo) se afla toti termenii girului (an) cu exceptia unui numar finit

de termeni: a,,a,,..a,. Luand mzmax{nl, n,, ..., np} si n(e)=m+1,

ng? *
avem a, €V,Vn>n(e¢). Conditia a, e V este echivalentd cu a, e(e, + ),

deci a, > ¢, pentru n>n(e).

m+1 a, Figura 2



M Elemente de analizd matematica  I. LIMITE DE FUNCTII

Reciproc

Dacd Ve7 (+x), atunci existd V,=(g, +), cu &>0, astfel incat
V, c V. Conform ipotezei existd n(e)eN’, astfel incat a, >& V n>n(e).
Dar aceastd conditie este evident echivalentd cu a, €V, Vn>n(e) si
astfel, in afara vecinatatii V,, deci si a lui V, se afla un numar finit de

termeni. In consecinta lima_ = +oo.

b) Se demonstreazé analog punctului a) sau se considera girul (b, ),
b =-a . R

n n

B  Fie (a,) un sir de numere reale nenule si lima, =0.

n—ow

a) Daca existd un rang n, eN’, astfel incat a, >0,V n>n,, atunci

. 1
lim — = +c0.
n—oo an

b) Daci existd un rang n, eN’, astfel incat a, <0,V n>n,, atunci

.1
lim — = —o0.
n

Demonstratie
a) Se poate considera cid a_, >0,V neN’, deoarece prin indepartarea

unul numar finit de termeni a,, a,, ..., a, ai sirului (an), limita sirului

ny

a

n

(ij nu se modifica.

*

Deoarece lima, =0, atunci pentru oricare &>0, existd n(c)eN,

n—o

astfel incat a, < l, Vn> n(s). Se obtine 1 >¢g, Vn> n(g). Asadar, folosind
€ a

n

L. e el e e e oo 1
criteriul cu ¢ pentru limite infinite rezulta ca lim — = +oo.
n

b) Se arata analog punctului a).

.. . 1
Conventii de scriere: 0 = +00, —— = —0o0,
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EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
E1l. Folosind criteriul cu €, sa se arate ca: . nd+2n
c) lim—————=+ow;
a) lim3n_2—3' nson”+3n-1
n>o n+4 ’ 3n2
2 d) lim = 400,
b) ]imzzni-l-:';n: ; n»on+3
noon“+4n+1
+(=1)" n E3. Sa se arate ca:
& 1im™ Y _1 ) 1im -1 1
noe N+ 2 nwo 27 4 1 a) 1im(2n + 1) = +0; b) lim =0;
n—w n-o 2% +1
E2. Sa se arate ca: c) li_l)n a" =+, a>1;
2 _ 2 n—o
a) im 2L = heo; b) Tim 12 = o5 d) lima® =0, a (0, 1).
noo n+2 noo n+3 n—w
DEZVOLTARE

D1. Fie (x,) un sir de numere reale

pozitive si limx =/. Folosind cri-
n—o

teriul cu g, sa se arate ca:

a) daca £=1, atunci limlnx_ = 0;
n—e

b) daca ¢ = +ow, atunci

limlnx = +oo;
n—o

c) daca £=0, atunci limlnx, = —o.
n—o

D2. Fie AcR o multime nevida. Sa se
arate ca punctul x, e R este punct

de acumulare pentru multimea A,
daca si numai daca exista un sir

(%a)» x, € AN\{x,}, astfel incat
limx, = x,.
n—wo

D3. Sa se determine punctele de acumu-
lare pentru multimile:

a) A={1 neN}; b)A=1Z;
n+l1

c) A=Q.

D4. Fie (a,) un sir de numere reale. Sa
se arate ca sirul (an) este conver-
gent daca si numai daca Ve>0,
exista un rang n(s) eN’, astfel
incat |a,, —a,|<e, V m, n2n(e).
(Criteriul lui Cauchy).

D5. Sa se studieze convergenta siru-
rilor folosind criteriul lui Cauchy:

1 1 1
a)a, =l+—+—-+..4+—;
2 3 n
b) an:1+l+i+...+i;
1! 2! n!
sinl sin2 sinn
c) a, +— e ;
2 2 2"
cosl cos2 cosn
d) a,= + + H
1-2-3 2-3-4 n(n+1)(n+2)
1 1 1
e) a,= .+ H
n+l n+2 n+n
1

+ + ot

pa-Llyl, 1, 1
AT BB e

8.2. OPERATII CU SIRURI CONVERGENTE
OPERATII CU SIRURI DE NUMERE REALE

Operatiile cu siruri de numere reale se definesc avand in vedere

operatiile cu functii.
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si (b, )sunt doua siruri de numere reale, avem:

(a,+Db,), (suma a doud giruri);
=(a, —b,), (diferenta a doua siruri);
* (a,)-(b,)=(a,b,), (produsul a doui siruri);

* a-(a,)=(a-a,), a € R, (inmultirea cu un numar real);

- [a_nj, daca b_#0,V neN’, (catul a doua siruri).

OPERATII CU SIRURI CONVERGENTE

E TEOREMA 14
Fie (a,), (b,) doua siruri convergente si a=lima,, b=limb,.

n—w

Atunci:
a) sirul (a, +b,) este convergent si lim(a, +b,)=lima, +limb,;

n—o n—o

(Limita sumei este egala cu suma limitelor.)

b) sirul (a, -b,) este convergent si lim(a,-b,)= (ling an) : (ling bn).

(Limita produsului este egala cu produsul limitelor.)

Demonstratie (EXTINDERE)
a) Fie £¢>0. Deoarece a=lima,, b=limb,, existd un rang n(c)eN,

n—ow n—ow

astfel incat |a, - a| g% si

bn—b|§%,v n 2 n(e).

Atunci: [a, +b, ~a~b|=|a, ~a+b, ~b|<|a, —a|+|b, ~b[< T+ ==

2 2

=g, V n2>n(e), de unde rezulta ca £ng(an +b,)=a+b.
b) Avem:
la,b, —ab| = |(a, —a)b, +(b, —b)a| <|a, —a|-|b,| +[b, =Db|-]a]. (1)
Sirurile (a,) si (b,), fiind convergente sunt si mérginite, deci exista
M,, M, € (0, + =), astfel incat [a, | <M,, [b,| <M,,VneN"
Alegem M =max{M,, M,} sirezultdca |a,| <M, |b,| <M,V neN.

+

. . . . € c v
Fie € >0. Deoarece a=lima_ si b=1limb_ pentru ¢ = oM exista un

n—ow n—

rang n(e)eN’, astfel incat:

an—a|£glzﬁ si

bn—b|381:ﬁ,Vn2n(s). 2)
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Din relatiile (1) si (2) se obtine:

|a ‘b, —ab|<— M+M- ﬂzs,VnZn(s).

Asadar lim(a, b,)=ab. B

< OBSERVATII

In particular, se obtin urmatoarele rezultate pentru sirurile convergente:
1. lim(an b,)= lima, ~limb,; 2. lim(—an)z—liman;
3. lim )=oc~(liman),oce|l2; 4. lim |a | 11m|b |

n—w n—o

(o
5. lim( ) (hma )p,peN*;
(

6. lim(a-a, +B-b,)=a (lnig}an)JrB(lnigbn),a,Be\D.

QMWM
Fie (a,) si (b,) doud siruri convergente si a = lima,, b=limb,. Sa se

n—ow

arate ca:
a) sirul (c, ), ¢, =max{a,, b,} este convergent si limc, = max{a, b};
b) sirul (c,), ¢, =min{a,, b,} este convergent si limc, = min{a, b}.

Solutie

. . a +b +la —b
a) Se are in vedere ca max{a_, b } =——>= |“ “|

, de unde:

2
b, -b
limc, =lima * _;|a | (hma +hmb N )
+b+la—b
-2 a | = max{a, b}.
2
+b, —la_—b
b) Se are in vedere relatia: min{a , b_} = An ¥ On 5 a, ~ by

® TEOREMA 15
Fie (a,), (b,) siruri de numere reale convergente si a=lima,,

n—o

b=1limb, . Daci b_,belR’, V neN’, atunci sirul (i“j este sir conver-

n—oo

a lima,
gent gi lim| = |=2=2= |
(b ) limb,

n—w

n

(Limita catului este egala cu catul limitelor.)
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< OBSERVATII

1. Daca (an) este un sir de numere reale nenule, convergent si

* . . . . p
lima, =a €R’, atunci pentru oricare peZ, lim(a,) = (hm an) .

n—ow n—ow

In particular, dacd peN" si a, =n se obtine ca: limn®” =+o0, ¢i imn™® =

“lim~ =L o 0 RETINEM!
R +00, @ € (0, +)
Mai general, daci a € (0, + ), atunci !gl} n' =+, | pmne o ge (=0, 0)
n—w
si limn™ =0. 1, a=0

2. Fie (a,) si (b,) doud siruri de numere reale, b, eR’, neN".

an

Daca sirul (
b

j este un sir convergent, atunci nu rezulta ca girurile (an)

n

si (b,) sunt convergente.

1" Exemplu

n
n—ow

a, = (—1)“ ,b = (_2)n, Rezulta ca 2—“ = (%j si limi—n =0, dar sirurile (an)

si (b,) nu au limita.

n—ow n—ow

3. Daca lima, =a€lR’, iar limb_=0, atunci sirul [E“J este nemarginit.

n

4. Daca sirurile (a,) si (b,) sunt convergente si au limita 0, atunci despre

. a . N .. .
sirul [b“ J nu se poate afirma nimic in privinta convergentei.

n

2> Exemple

1 1 . . a |

a) Pentru a, =—, b, =— rezultdcd = =n si lim—= = +oo.
n n bn n—ow

b) Pentru a :3, b, :l, acR’ seobtine 2n_q si lim 22 = 4,
n n b, n>wo by

c) Pentru a :iz, b, _1 se obtine a, _1 si lim 22 = 0.
n n b, n b

_1)“

d) Pentru a, =

n

1 . n c e
,b, =— se obtine 2n = (-1)" care nu are limita.
n n b

n

Asadar, in cazul lima, =limb_ =0, nu se poate preciza nimic in pri-

n—o n—»o

vinta existentei limitei, iar in cazul in care aceasta existd nu se poate
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preciza nimic referitor la valoarea acesteia. Se spune ca, in acest caz,

(numit cazul =), exista o nedeterminare.

Problomdi reyolvalic

3] Sa se calculeze:

2 2
a) lim 2" p) lim&;-'_—Z\/H.
o 2n° + 3 oo n” +56n+1
Solutie
a) Avem succesiv:
1 1 . 1
n*| 1+~ 2 lim|1+~
. n*+n .. ( nj : 1+n nl—g}( nj 140 1
UPCE I A= 3) 240 2
no n’|2+-° 2+ lim|2+ | “7
n n n—w n

b) Procedand analog punctului a), se obtine ca:

2
34 2
2
lim 3n° +2vn —1i nvn 3+0

n—ow 2 n—ow - -
n*+5n+1 1+§+i2 1+0+0
n n

Modul de determinare a limitelor din problema precedenta poate fi
aplicat la calculul limitelor sirurilor (a,) cu termenul general a = R(n),

unde R:R\D — R, este o functie rationala, astfel incat R(n) are sens

pentru oricare neN’.
p p-1
_an"+an” +..+a, n+a, f(n)

f
Daci R(n)= -
aca (n) bonq + blnq—l + .+ bq_ln + 'bq g (n)

,p,aeN" scriind

f(n)=n"(ao+ﬁ+...+a—‘;J=np-xn, g(n)=nq(b0+£+...+b—‘;]=ncl Y.

n n n n
P
. . . n"-x . o o1 XA, . _
se obtine: lim R(n) =lim 2 =limn"* - lim—2=—2.limn"™.
n—w nowo . y n—w no g bO n—w
n n

Rezulta:
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E TEOREMA 16
Fie (a,) si (b,) siruri convergente, a, >0,V neN si lima, =aeclR’".

n—owo

R b . lim b,
Atunci: lim(a, )" = (hm a, )“” :
n—o

n—o

(Limita unei puteri se distribuie si bazei si exponentului.)

< OBSERVATII
e Daca lima, =0 si limb, =0 se obtine cazul de nedeterminare 0"

1 :
e Pentru b, =—, peN’, p>2 rezultad ca lim¥/a, =pllima,.
p n—ow

n—ow

e Pentru a, =ae(0,+x) si b, 1o obtine ca lim¥/a =1.

n n—owo
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
E1. Sa se calculeze limitele sirurilor (a_,):
z 5 (an) c) a, =2%2+%3; d) a, —7\/— Y4
a) a, =2"+n"% b) a, = n3+nl; 2+%5
2nl+n2 ('\‘/g— %)
C)a,=_—5 - 15 e)a,=—"; =2%2 +
) an 3n2+2n7!’ ) 2 1+2°
2n%+3n
d) a, = m§ E3. Sase calculeze:2n
2 2 2 —
1 -1 n+l
e) an=—(n+ ) ;—(n ) ; a) lim 2n2+3 ' H
2n°“ +5 n-so| 3n“ +1
1 2 1 o+l
f) an (n+ ) + (n ) . n2+4n 2n+3
(n+1)°+3(n-1)° b) lim| 72
E2. Sase calculeze limitele sirurilor (a,): . w3 4+ 592 + 242
1 ¢) lim}——————;
a) a, =— 1(1+2+3+...+n); n 2%/5 - %6
n°+
. n+1/n n,
b) a P+2°+8%+..4n7 d) lim V2433,
" n(1+2+3+..+n)’
APROFUNDARE
Al. Sa se calculeze limita sirurilor: 2 10 \V4
l1+n+n“+...+n
1-2+2-3+...+n(n+1) c) a o T
a) a, = > ; 2+n+n“+..+n
1-3+3-5+...+(4n —1) .
- A2. Sa se determine numerele a,beR,
n’+
nlanZand+nt+1 ot stiind ca:
b) a, = o, .3 5 an®+bn+1 bnZ+a
n+n°+2 lim————  — =92=1lim .
nso 2nd+n+1 n>o 3n? +b
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A3. Sase calculeze limitele sirurilor (a,): || A4. Sa se determine numerele naturale
1 2 n—-1 n a,beN’, pentru care:
a)a,=—+_—+..+——+ H bne2
21" 3! n!  (a+1)! \ o
111+212+343+..+nln lim| 20 fn+a =16.
b) a, = n—»w n2 +3
-1+(n+1)!

8.3. CRITERIUL MAJORARII

= TEOREMA 17
Fie (a,) un sir de numere reale.

a) Daca exista /R si (b,) un sir de numere reale, astfel incat
limb, =0 sila, —¢|<b,,VneN’, atunci lima, =/.

n—oo

b) Daca exista un sir (b,), astfel incat limb, =—oo si

a_<b_,VneN, atunci lima_ =—o.

c) Daca existd un sir (b,), astfel incat limb, =+ si b, <a_,V neN,

atunci lima_ = +o.

n—o

Demonstratie (EXTINDERE)
a) Fie ¢ >0. Deoarece limb, =0, existd un rang n(e) eN’, astfel incat

n—ow

|bn| <g Vn>n(e). Asadar pentru oricare &>0, existd n(e)eN’, astfel

incat |a, —(|<b, <&, V n=n(e). In concluzie, lima, = /.
n—ow

b) Fie eeR. Deoarece limb, =—w, atunci existd un rang n(e)eN

>
n—ow

astfel incat b, <e Vn>n(e). Dar din ipotezd rezultd cd a, <b, <,

V n>n(e), siastfel, lima, =—o.

c) Fie ecR. Deoarece limb, =+, existd un rang n(e)eN’, astfel

incat b, >¢, V n>n(e). Dar din ipotezi rezultd cd a, >b, >¢, V n>n(g), si
astfel lima, =+c. ®

n—ow

A Tema

Problemes Waﬁi Sa se arate ca:
[x] Sa se arate ca: o limlcos(n+1) =0;
a) hmsinl:0' b) limlln 1+l =0; “‘”“n
n—o n ’ n-wo n ’ e lim 3 ln[l+—) = 0;
, n-o n +
c) lim n+l 1 o Ii 3n’+n 3
e 9n®+n 2 now 202 41 2 7
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Solutie
. o .1 1) 1 .
a) Deoarece |smx| S|X|, V xelR, rezultd cd |[sin—-0|=|sin—|<—, neN.
n n n

Avand liml =0 se obtine ca lim sinl =0.

n—wo 1) n—o n

b) Deoarece 1 <1+ 1 <2 se obtine ca:
n
lIn(l +lj
n n

c¢) Avem succesiv

<

hl—2, n>1. Cu criteriul majorarii se obtine ca limlln [1 + lj =0.
n n-—oo n n

n+1 1
2

__=—sl,n21 si folosind
2n°+n 2 n

criteriul majorarii se obtine limita ceruta.

E TEOREMA 18
Fie (an) un sir de numere reale strict pozitive, crescator si nemarginit.
Atunci lim 1 =0.

n-owo g
n

Demonstratie (EXTINDERE)
Fie £>0. Din nemarginirea sirului (an) rezulta ca exista un rang

n(e) N, astfel incat a,, >e. Din monotonia sirului se obtine cd a, 2a,, > s,

a

n

<l, V n>n(e), deci limi:O. u

n

vV n>n(e). De aici se obtine ca

< OBSERVATII

1. Conditia de monotonie este necesara. Intr-adevir, luand sirul (a,), astfel

o A 1 . N’ .. e
Incat a, =— §1 a, ,=n,neN, acesta are termenil pozitivli g1 este
n

o . . . 1 . . 1 . | 4 Tema
nemarginit. Sirul - are subsirurile — si Si se arate ci
" Zn lima, = +o, in ca-
1 n—o
( j cu limitele diferite, deci sirul nu are limita. zurile:
a2n—1 a) a. = nz .
2. Conditia de monotonie din enuntul teoremei poate " n+l’
fi inlocuita cu conditia ca sirul (a,) sa aiba limita. b) a, =In(n+1);
In acest caz lima, = +o si astfel lim 1 0. ©a,=2"+n. 7

n—o n—o
an
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3. Orice sir crescator si nemarginit are limita +oo. Intr-adevar, pentru
¢>0, din nemarginirea girului rezultd ci existd un rang n(e)eN’, astfel

Incat a,, >e Din monotonia sirului rezultd ca a,=>a,  >e V n>n(e).
Asadar, in orice vecindtate V =(g,+) a lui +o se afld toti termenii cu

exceptia unui numar finit dintre acegtia. Rezulta ca lima = +oo.

n—ow

= TEOREMA 19
Fie (a,) si (b,) siruri de numere reale, astfel incat lima, =0, iar (b,)

n—o

este marginit. Atunci lima b, =0.

n—»o0

Demonstratie
Din marginirea sirului (b, ) exista M >0, astfel incat |b |< M,V neN.

Putem scrie: |a b, —0| |a | |b |<M |a | vV n eN'. Deoarece hm|a |_0 din

criteriul majorarii se obtine ca lima b _=0. B

n—ow

gxMtWafe 4 Tema

1 Sa se calculeze:
1. Sa se arate ca lnl_l)g—cos(—] =0. a) limLtin[1+23 ;
n n n-o N n

Solutie ) b) lim%(\/E—\/ﬁ);
Avem lim—=0 gi <1, neN". Din teo- -

n-o 1)

3
cos — .
n c) a, =—2Zsm2 k.

/4

rema 19 rezulta ca limita sirului dat este 0.

[ 2. Sa se calculeze th(cosl +cos2+...+cos n)

n—oo n

Solutie
Fie a, =cosl+cos2+...+cosn. Deoarece |cos x| <1,V x e, rezulta ca

. .1 1 a, . .1 .
la,|<n. Se obtine ci: —(cosl+cos2+...+cosn)=—-—2 si cum lim—=0, iar
’ n’ n n o

-1 <1, limita ceruta este egala cu 0.
n

E TEOREMA 20
+00, daca a >1
Fie a e(-1,+). Atunci lnllg a"={1, dacia=1 .
0, dacaae(-1,1)

136



M Elemente de analizd matematica  I. LIMITE DE FUNCTII

Demonstratie
e Fie a>1. Atunci sirul (a“) este crescator si nemarginit, deci

lima” = +o0, (teorema 18).

¢ Fie ac(-1, 1)\ {0} si b=1 (-0, ~1)U(L, + ).
a

Pentru b >1, sirul (b“) are limita +o gi lima" = limi = 1 =0.
n—w n—>m bn 400

Pentru b <-1, consideram subsirurile (bzn) si (b“’l) care au limitele

. .. .1 . . _ .
+oo, respectiv —o. Atunci: lima® =lim—=0, iar lima™" =lim——=

n—o® n—w b n—wo o b2n—1
L 0. Asadar, dacd ae(-1,1), lima"=0. ®
_w n—ow
< OBSERVATII

1. Pentru a < -1, girul (a“) nu are limita.

1" Exemplu

Dacd a=-2, atunci sirul (a“) are subgirurile a®® =2 gi a®'=-2"""

cu

limitele +o, respectiv —oo.

2. Pentru a<-1, limi =0.

n—o an

O problema de electrostatica

Se considera circuitul din figura 3 format din doua condensatoare C, si
C, avand capacitatile a, respectiv b si o baterie cu tensiunea electromotoare
E si un comutator K. Comutatorul este in pozitia 1, iar condensatorul C,
este descarcat.

a) Sa se calculeze tensiunea la bornele condensatorului C, dupa a n-a
comutare a comutatorului K intre pozitiile 1 si 2.

b) Care este tensiunea la bornele condensatorului C, daca n tinde la

infinit? 1 2
Solutie
a) In pozitia 1, condensatorul C, are sarcina K
Q =aF, care prin cuplarea comutatorului pe pozi- —_ g E— -,
tia 2 se va redistribui pe cele doua condensatoare '

in Q =aU, si Q,=bU,, deci aE=(a+Db)U,. Figura 3

Prin cuplare din nou la pozitia 1 si apoi la 2, condensatorul C, va avea
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tensiunea U, datd de relatia aE+bU, =(a+b)U,. Notand o= se

a+b’

obtine ca U, =0E, U,=aE+apE, unde B ZLb' Procedand analog in
a+
Bn

. . - - 1- n
continuare se obtine ca: U = ocE(1+[3>+ﬁ2 +...+p" 1) =ak 1-p = E(l—B )
b) Avand in vedere ca B <1 se obtine ca limpB" =0 si astfel lim U, =E.
n—ow n—ow
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
El. Sa se arate ca urmatoarele siruri L1 1 1 1
au limita 0: b) im 5| 1+ S+ et 5 |=0 P22
1. (., (-1)" 1. 1 1 1
a) a,=—s ; b) a, = ; i il — =
) a, = ln(n ), ) ap =" c) £1_I)gn[1+2+2 +. +2nJ—0.
3
)a,=—2—  da,=2*L
n“+1 n’ +n . 1{. n . = .
E5. Fie an=—2[sm—+sm2—+...+sm—2),
E2. Sa se arate ca: n n n n
n n? n>1. Sa se arate ca lima, = 0.
a) lim——=1; b) lim = +00; now
nso n+ 2 n—o n +
i E6. Sa se calculeze:
o) im 2522 _ o g Iim 2™ L n n
n-owo p“+1 n-o 1+n . 22
a) lim NG 5 b) lim 251n4 ;
E3. Sa se arate ca: RN CRE e
2, 92 2 AN
2) limn(l +2 +...+n2) =é; c) }11_1)2(1+sm7) 3
n>o (142+3+..+n) 3 .
. 1.2+2:3+..+n(n+1) 1 d) 1im[\/§_1J .
b) lim ==, N30 _ ’
)n—>°°n|:1+3+5+...+(2n—1):| 3 ~=(V5-4/3
E4. Sa se arate ca: e) lim( 3 1\J ,a20;
1 1 1 1 e
a) 1im—2(1+—2+—2+ +—2]=0, n
n—wo 2 3 n ) 1i a2
n—w Q" +
APROFUNDARE
Al. Sa se arate ca: c)
.1 1 2 1 1 1
a) lim— + +...+ li + .4 =0:
n—mn[ 2441 V3442 nl—r>2|:n(n+1) n(n+2) n(n+n)i| ’
1 =0; ln(1+ e“)
1/ Jn+l+vn d) im——~2=1;
n—»w n
. 1{1.3 2.4 3.5 n(n+2) In(1+2"
b) }11_1311{2222 (n+1)2]=0, e) L‘_‘,ﬂ ( - )=1n2.
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A2.

A3.

Sa se calculeze limita sirului (a,):
2" +1 _2n 43t
221 487 41
3% 440
2" +a
2" 43"
¢ a, = 1+a+aZ+...+a“ a
1+b+b*+...+b"
(ASE, Buc., 1997)

Sa se arate ca:
a) daca a>1, iar sirul (x,) este cres-

a) a, = b) a
c)a,=

d) a,=

be(0, +).

D1.

D2.

D3.

DEZVOQ

Un sir (a,) de numere reale veri-

fica relatiile de recurenta: a, = a,

a,=b,a,,,;=aa,+pa, ;,n=2,

o, B, a, b e R. (Relatie de recurentad

liniard si omogend de ordinul 2)

Daca r;, r, e € sunt solutiile ecuatiei

r’=ar+p, si se arate ca exista
~ ~ *

c;, ¢, €C, astfel incat VneN :

a) a, = ¢y +Co1y, in cazul 1 # 1y;

b) a, = (cln+cz)r1“, in cazul r =r,.

Fie (a,) si (b,) doua siruri de nu-
mere reale date de relatiile de recu-
renta: a, =a, b, =b, a,, =aa,+Bb,
si b,,; =va, +8b,, n>1. Sa se arate
ca sirurile (a,) si (b,) verifica o

relatie de recurentd omogena de
ordinul 2.

Fie (x,) un sir de numere reale,

NI ax, +b

astfel incat x,eR, x, ,=—2—7,

cx, +d

n>1,a,b,c,deR.

a) Sa se arate ca daca ecuatia
ar+b

r=

= are radacinile reale dis-
cr+

tincte 1,1, atunci sirul (y,),
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D4.

D5.

cator si nemarginit, atunci lima™ =-+oo;
1n—x%0

b) daca a>1, iar sirul (x,) este
descrescator si nemarginit, atunci

lima* =0;
n—

¢) daca a>1, iar sirul (x,) de
numere reale strict pozitive este
crescator si nemarginit, atunci

limlog, x,, = +o;
n—o

d) daca a>1, iar sirul (x,) este
strict descrescator si are limita 0,

atunci limlog, x, = —o.
n—w

LTARE
X, —I .
Yo=———,n21, este o progresie
Xy~ Iy
geometrica.

b) Sa se studieze convergenta siru-
lui (x,) in conditiile cazului a).

Sa se studieze convergenta sirurilor

si in caz de convergenta sa se afle

limitele acestora:

a) a; =2,a,=10,a,,, =2a,+3a,_,,
n22;

b) a,=1,a,=2,a,,, =4a,—-4a,_,,
n>2;

a, -5
c) a1:2,an+1:an_1,n21;
n
4
d) a, =2,an+l=m,n21;
n
+3
e) a1:2,an+1::“_1,n21;

n
f) a,=2,b,=1,a,,, =2a, +3b,,
b,.=a,+3b,,n21;

g x=0,y,=1 2%, =V3x, +y, si
2Y 1 +X, =3y, n 21,

Sa se determine numarul pavarilor

distincte cu dale 1x2 ale unui
dreptunghi cu dimensiunile 2xn.
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8.4. CRITERIUL CLESTELUI

& TEOREMA 21 (Criteriul clestelui)
Fie (a,), (b,), (c,) siruri de numere reale, astfel incat a, <b, <c,,

V neN. Dacd lima, =limc_ =/, atunci limb_ = /.

n—o n—o n—ow

Demonstratie

e Dacd lima_ =+, aplicAnd criteriul majordrii, [& S B, SC,

b
n—o !
. !
rezulta ca limb_ = +oo. \ J /

e Analog, daca limc_ =-o, rezulta ca limb_ =-—

n—w n—ow

e Putem presupune cd /eR. Considerdm sirul (c, —a,) care este
convergent sl cu termenii pozitivi, iar lim(cn - an) =(-¢=0.

De asemenea, 0<b_—a_<c, —a, V neN, relatie din care se obtine:
0<lim(b, —a,)<lim(c, —a,)=0 siastfel lim(b, —a, )=0.

n

Dar, b, =b, —a, +a,, relatie din care se obtine cd sirul (b,) este
convergent gi, mai mult, limb, =lim(b, —a,)+lima, =0+ /(="
Teorema este complet demonstrata. B
Criteriul clestelui este util in cazul in care nu putem arata in mod
direct convergenta unui gir sau nu stim sa calculam direct limita acestuia.
yMWM

&  Sa se calculeze limitele sirurilor cu termenul general:

a) a —[D\E]'b)a _n+3sinn2‘c)a IR S S
" n’® ’ ! n’ ’ * n*+1 n*+2 7 n*+n’
Solutie
a) Din proprietatea partii intregi a unul [Z7oma
numar real se obtine ca: nv2 -1< [n\@ ] <nv2 si Calculati:
n3 |+|n\5
-1 VB VB 1B o 1 VL[5 ],
———<a,<—sau —-—<a, <—. (1) L n
n n n n n o li 3n++/n
im—; 8
Dar lim ﬁ—i :0:1im£ sl se obtine :1 1
e n on no® ) ® lim 21 5
noe = 3n° + k
ca lima, =0. kon V
. 9 . . . n-3 n+3
b) Deoarece -1< sm(n )S 1,V neN se obtine ca <a, <—5—,
n n

1 3
<a, <—+—, siastfel lima,  =0.
n n

n
2 n—w

sau — —
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c) Avem inegalitatile evidente

1

1 1
<

1

n+n n®’+1 n’+1

1 1
<

1

n+n n’+2 n’+1.

1 1
<

n+n n’+n n’+1

Prin adunarea acestor relatii se obtine ca:

* . . n . A
5 <a,<———,VneN. Darcum lim—; =lim—; =0, aplicand
n° +n n +1 oo 4+n e nt 41
criteriul clegtelui se obtine ca lima_ =0.
n—ow
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
E1. Sase calculeze limitele sirurilor (a,): E2. Sa se calculeze limitele sirurilor (a,):
n 2n2+3n+1 n+l n+2 n+n
= e = a) a, = 5
e e Y M I SO L ) n’+1 n’+2 n®+n’
c) a,=N1+2"; d) a, =V2"+3"; b) a, = 1 + 1 + ot ! ;
n n \/n2+1 \/n2+2 \/n2+n
e
e) a,=—; f)a,=— 12+1 2242 n’+n
n! n! c) a,=— +— +— 5
n on , gn, gn n"+1 n°+2 n°+n
g) a, =1', a>0h) a,=""""> (Olimpiadi judeteani, 1975)
n: n: d) a = n+1 + n+2 ot n+n
a,=—2  ja,=>73 " nP+1 JnP+2  Ynl+n
3" +1 3" +4"
APROFUNDARE
Al. Sa se calculeze limitele sirurilor (a,): A2. Sa se determine a e(O, +oo), astfel
a) a, =Va"+b", a,b e (0,+x); incat sirul (a,), a,=+v2"+4"+a"
b) a, =§7a{’+a§+...+a;, ay, ay, .., a, > 0; sa aiba limita:
. . . a) 5; b) a’®—4a; c¢) 25a7'.
) a = sinl sin2 sinn
" n’+1 n®+2 n®+n’ A3. Sase calculeze limitele sirurilor (a,,):
1 1 1
d) a, = + ot ; 2 2
) A= Taes n+3"’ a) a =[‘/§]+[2 V24t [n'2]
1 1 1 " n®+n ’
e) an = 0 n + 1 n + n n;
2°+3 2°+3 2"+3 b) 11 3? 3% 33
] ] ' a,=—In +3°+..4+3" |,
f)an:l.+2.+...+n. n

n+(2n)!
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A4. Fie (a,) un sir de numere reale Sa se arate ci lima, = 0.

n—»oo

pozitive cu proprietatea: (Criteriul raportului)

. a
lim =2l =g <1.
nso a,

8.5. CATEVA LIMITE REMARCABILE

Folosind criteriul clestelui vom demonstra cateva rezultate ce contin
siruri trigonometrice.

& TEOREMA 22
Fie (xn) un sir astfel incat x, eR’, V neN’ si limx,_ =0.

n—o

. .. sInx
Atunci: lim n -1,
n—oo X

n

Demonstratie
Fie cercul trigonometric ¢(0,1) si unghiul

Yy
la centru AOM cu misura in radiani egala cu N
X, X € (O, gj, (figura 4). Din interpretarea geome- / < x
\jA(l,O)

Figura 4

trica a functiilor trigonometrice sinus si tangenta
avem ca: sinx=BM<x<AN=tgx, (1). Inmul-

tind relatia (1) cu se obtine ca:

S X
X

. sinx
< , adica cosx < <1.

sinx cosx X

1<

Aceste inegalitati au loc si pentru xe[—g,OJ, deoarece functiile

sin X

X —> COSX, X — sunt functii pare. Pentru un sir (x,) cu limx =0,

X n—ow

A . . . T T sin x
incepand de la un anumit rang avem ca ——<x, <— sl cosx, <—=<1. (2)
2 2 X,
2

Dar 1>cosx, —1-2sin? X051 Zn (3)
2 2
,
Din relatiile (2) si (3) se obtine ci: 1--n < X0 (1 & aplicand
X
criteriul clestelui rezultd lim Sn —1, m
n—ow X

n
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E CONSECINTA

Fie (x,) un sir de numere reale nenule, cu limx, =0. Atunci:

n—ow

. tgx . arcsinx . arctgx
a) lim 8% _ 1; b) im———==1; ¢) lim 2X%8%n _q
n—ow Xn n—ow Xn n—w Xn
A Tema
Sa se calculeze limitele sirurilor:
.1 . . .3
a) an=\/ﬁsm—; b) an=n251n—2; c)a,=n sin” +sin 2% H
Jn n n n

d) a, =n3sin%Sin%; e) a, :(n+%Jsin%; f) a, :(\/n+1—\/ﬁ)sin%.
APLICATI IN GEOMETRIE
LUNGIMEA CERCULUI

Fie ¢(O,r) un cerc de centru O si raza r, A/A,... A, un poligon
regulat cu n laturi inscris in cerc s1 B,B,... B, un poligon regulat cu n laturi
circumscris cercului, n >3, (figura 5).

Figura 5 B,

Obtinem A A, =2r-sin= si BB, =2r -tg—, n>3. Notand cu p, si P,
n n
perimetrele celor doua poligoane regulate vom obtine ca p, = onr-sin~ si
n

T . o . . -
P =2nr-tg—, iar daca l este lungimea cercului vom avea ca:
n

p, <1<P,VvVn2>3. (1)
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Prin trecere la limita, vom obtine ca:

. T
sin— tg—
D = 2nr ¢i limP, =lim 2nr —2

n—o n—oo

= 27r.

limp =lim2nr
n—ow pn n—ow

n n
Folosind criteriul clestelui, din relatia (1) se obtine ca 1= 2mwr.

ARIA CERCULUI

Folosind notatiile anterioare pentru ariile celor doua poligoane regu-
late se obtine:
1 5, . 2n . 9 T .
S, :én-r -sin—, respectiv S, =n-r -tg—, n>3 1 s, <A, <SS ,n=3 (2),
n n

unde A, este aria cercului.

.27 T
sin — tg—
Dar lims, = nr’ lim D -7’ si limS, =nr’ lim—2& = nr®. Folosind
n—ow n—ow 27‘[ n—ow n—oo T
n n

criteriul clegtelui, din relatia (2) se obtine ca A, = nr’.

@ PROPRIETATEA LUl WEIERSTRASS

Se cunoaste ca orice sir convergent de
numere reale este marginit, dar nu orice sir
marginit este convergent.

Proprietatea de marginire a unui sir este o
conditie necesara pentru convergenta girului, dar
nu si suficienta.

Karl WEIERSTRASS
(1815-1897)

Asadar, proprietatea de marginire trebuie matematician german
completata cu alte proprietati ale sirului pentru a Are contributii deosebite in
se asigura convergenta acestuia. analiza matematicd — teoria

Un rezultat important in aceasta privinta il |/ u’lw,téil;"” [ un"’”ll abeliene,
constituie teorema lui Weierstrass. calculuc variafiiior eic.

E TEOREMA 23 (Proprietatea lui Weierstrass)
Fie (a,) un sir de numere reale.

a) Daca (an) este un sir monoton crescator si marginit superior,
atunci (a_) este sir convergent.
b) Daca (a,) este un sir monoton descrescitor si marginit inferior,

atunci (an) este sir convergent.
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Folosind proprietatea lui Weilerstrass rezulta ca orice sir monoton si

marginit este convergent.

Studiul convergentei unui sir folosind proprietatea lui Weierstrass
prezinta avantajul ca nu trebuie sa cunoastem limita acestuia, dar are si
dezavantajul ca nu da o metoda de calcul a limitei girului.

Totusi, lucrand cu siruri monotone, se aratd ci dacé (a,) este un sir

monoton si A = {an ‘n € N*}, atunci:

- ima, =supA, daca sirul este crescator;

n—ow

+ ima_ =inf A, daca sirul este descrescator.

n—o

Folosind proprietatea lui Weierstrass se arata ca are loc si urmatorul

rezultat in legatura cu sirurile marginite.

E TEOREMA 24 (Lema lui Cesaro)

Orice sir marginit contine cel putin un subsir convergent.

< OBSERVATII

e Daca (an) este un gir nemarginit superior, atunci acesta contine un

subsir cu limita +oo.

e Daca (an) este un sir nemarginit inferior, atunci acesta contine un subsir

cu limita —oo.

Problome rogoluate

[XI 1. Sa se studieze convergenta sirurilor (an) cu termenul general:

2n+1 1 1 1

a)a, = ; b)a ==+=+..+—.

) 2, n+2 ) 2, 17 22 n®
Solutie

a) Deoarece a,,, —a, = 2n+3 2n+1_ 3

n

n+3 n+2 (n+2)(n+3)
ca sirul este monoton crescator. Dar a, =2 — 3 2 <2,
n-+

V neN, rezultd astfel cd sirul (a,) este marginit

superior. Folosind proprietatea lui Weierstrass
rezultd ca (a,) este convergent.
1 *
b) Deoarece a,,, —a, =——5>0,VneN, se
(n + 1)

obtine ca girul (an) este monoton crescator.

145

>0, V neN, rezulta

A Tema
Studiati conver-
genta sirurilor:

3n+1
.anz H
n+3
ea = 2n
241’
1 1
Oan= + .
n+l n+2

/4
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Folosind inegalitatea n* >(n-1)(n+1), n>2, se obtine:

a <1+ 1.1 + 1.1 +...+ 11 <2—l<2, vneN’, deci sirul
1 2 2 3 n-1 n n
(a,) este marginit superior. Agsadar (a,) este sir convergent.
. . . . 10"
2. Sa se studieze convergenta sirului cu termenul general a_ = OY .
n!
Solutie
a., 10 .
Avem: L= <1,vn>10. Asadar, sirul (a,) este monoton
a, n+l
descrescator incepand de la termenul de rang 10. | .4 Tema
Deoarece a, >0, Vn eN’, sirul este marginit inferior. Studiati conver-
. . } ta si ilor:
Considerand sirul (b,) cu termenul general gemya slr:;: SR
b, =a,,,, rezultd cid (b,) este monoton descrescitor e (n+1)!;
s1 marginit inferior, deci este convergent. .a - 10"
Sirul (a,) este sir convergent deoarece se obtine " (1) p7

din girul (b,) prin addugarea unui numar finit de termeni.

< O0BSERVATII

 Din problema rezolvatd 2, rezultd ci daca un sir (a,) este marginit si
existd un rang n, e N, astfel incat subsirul (an)nmﬂ este monoton, atunci
sirul (an) este convergent.

e Daca un sir (an) este marginit, dar nu este monoton, nu rezulta ca sirul

este divergent.

1" Exemplu

-1)"
Sirul (an), a, = ( ) este marginit, dar nu este monoton. Totusi, sirul (an)
n

este convergent si lima_ =0.

n—oo
Asadar, proprietatea de monotonie nu este nici necesara si nici sufi-
cienta pentru convergenta.

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
El. Si se studieze convergenta siru- 4n? +1
rilor (a,) in cazurile: c) a, = il
+ —
a)an=n4;b)an=3n 2; d)an=1+1+1.
2n+1 n+1 n+l n+2 n+3
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E2. Sa se studieze convergenta sirurilor: vergent si sa se dea un exemplu de
asemenea subsir:
0 a2 )i-2) i 1) oy
" 22 3)" n+1) | a) a,=(-1)"; b)a,=—1t")_,
(n+1) )an=(1)"s by a, =2t
(.1 1 1 n+l1
b) an—(1+1](1+5]...(1+;], C) an=Sin%; d) an=COS( 1 )ﬂ:;
_1.1 1 1 2n+1)m
R T TR A & a,=tg 2T,
2
(n—3) . nm nn
= a, =sin—-cos—.
d) a, =25 f) a, 1 3
E3. Sa se arate ca urmatoarele siruri
(a,) au cel putin un subsir con-
APROFUNDARE
Al. Sa se studieze convergenta siru- 1 1 1
. ’ b) a, = + + ;
rilor (an): 1.1 212 n!-n
n o) a, 1 1 1

A2,

A3.

a
a) an=F,a>0;

nP
b) an=§,a>1,peN;

c) a, =\/n+1—\/ﬁ;

135 2n-1
e) an:7 ..... . ;

2 46 2n

1 1 1
f) a, = + +.ot

"n+1 n+2 7 n+n’

Se considera sirul cu termenul general:
2 k® + 2k

a, = Z log,

k=1 3

(k+1)*

sirul (a,) este convergent.

Sa se arate ca

(Turism, Suceava, 1997)

Sa se studieze convergenta siru-
rilor (an):

1 + 1 + ot 1 3
1-2° 2.3 7 n(n+1)?

a) a,

D1.

Sa se arate ca:

a) orice sir nemarginit superior
are un subsir cu limita +oo;

b) orice gir nemarginit inferior are
un subsir cu limita —oo.

DEZVOLTARE

= t gttt
2+3 2°+3 2" +3

A4. Sa se determine multimea limite-
lor subsirurilor urmatoarelor giruri:
a) a, =1+(-1)";
—1)n n
b) a, = 7( ;
) 2 n+l1

. nm
c)a,=2-sinhn—;
n 3

d) a,= x/§~cos%;

. nm nn
e) a, =51n?+cos?;

o )5
¢ a. =[\/§+1J“+£\/§—ij”.

2 2

D2. Sa se determine multimea punctelor
limita (multimea limitelor subgiru-
rilor) pentru sirurile:

a) a, =(-1)"n;
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by a, = (-1)" nZ : D3. Fie (a,) un sir de numere reale.
n n+3 Sa se arate ca (a,) are cel putin
c)a,=n: sin%; un punct limita.
n nn D4. Sa se demonstreze teorema lui
d =(-1) n-cos—; .
) 2 ( ) n-cos 4 Weierstrass. ([1])
€) a, = (1+1) +(1_1) ; D5. Sa se demonstreze lema lui Cesaro.
f) a, =(1+i\/§)n+(1—i\/§)n. an

@ APLICATII ALE TEOREMEI LUI WEIERSTRASS
10.1. SIRUL APROXIMARILOR SUCCESIVE ALE UNUI NUMAR REAL

Fie xe€R un numar real pozitiv cu scrierea sub forma zecimala
X =a,,a,8,...4,..., unde a,eN ¢l a,a,,...,a,.. sunt cifre ale sistemului

zecimal de numeratie.
Sa consideram scrierea in baza 10 a numarului x:
a,  a, a, V2 ~1,414213...
X—30+I6+I&"" 1On+m T~ 3,14159265...

Asociem acestui numar sirul (xn) cu termenul general:

a, a, a o e . .
X =a,+—+—2+...+—=, numit girul aproximarilor succesive
10 107 10

prin lipsa cu o eroare mai mica de 10™ ale lui x si sirul (yn) cu termenul

1 o . e . .
enera =x_+——, numit girul aproximarilor su ive prin adaos
ly + t 1 o arilor succes ad
§ 10"

n

cu o eroare mai mica de 10™ a lui x.
. . . . 1

Se observa ca x,y,€Q,VneN si x <x<y s y,—-X, =l
VneN. (1)

De asemenea, sirurile (x,) si (y,) sunt monotone si marginite, si
rezulta conform proprietatii lui Weierstrass ci ele sunt convergente. Din
relatia (1) se obtine ca limx =limy, =x.

n—o n—oo

Analog se procedeaza si in cazul x <0.

In concluzie: orice numar real este limita sirurilor aproximarilor lui
succesive prin lipsa si prin adaos cu o eroare mai mica decat 10™.

Se obtine ca orice numar real este limitd a unui sir de numere ratio-
nale, adica orice numar real este punct de acumulare pentru multimea Q.
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10.2. PUTERI CU EXPONENT REAL

Fie aelR,a>0 si xe R\ Q. Ne propunem sa definim puterea a*.

Considerdm sirurile (x,) si (y,) de numere rationale care apro-
ximeaza prin lipsd, respectiv prin adaos numirul x, x, <x<y,,VneN si
sirurile de puteri (a"") si (ay“ )

Pentru a>1, sirul (a"“) este monoton crescator, iar girul (ay“) este

monoton descrescator.

Din relatiile 2 <a*™ <a’™ <a”, VneN, rezultd ci sirurile sunt mar-
ginite.

Aplicand teorema lui Weierstrass se obtine ca sirurile (a"") si (ay )

sunt convergente.

n—oo

1 1
Avem: 0<a’™ —a™ =a™ (a“’" —1] <a” {am" —1} deci lim(ay“ —a™ ) =0

s1 astfel, sirurile (ax“) si (ay“) au aceeasgl limita.
Prin definitie, @* reprezinta limita comuna a sirurilor (a"“) si (ay n ):

lima™ =a* =lima™

n—ow n—ow

Pentru ae(0,1), sirul (a"“) este descrescitor, iar (ay“) este cres-

cator, si rezultatele anterioare se mentin.
Daca (xn) este un sir de numere reale convergent, limx =/ gi
n—oo

ae(0,+0)\ {1}, atunci lima™ =a’.

n—ow

Fie (a,) si (b,) siruri de numere reale convergente cu limite nenule.

. . b . . b . Jim by
Daca sirul (an ) este definit, atunci lim (an " ) = (hm an) .

n—ow n—ow

10.3. STUDIUL CONVERGENTEI SIRURILOR DATE PRIN
RELATII DE RECURENTA

Problomdi reyolvalic

Sa se studieze convergenta sirurilor (an) :

1
a)a =+2,a_ =2+a_,n>1;b)a =1,a, = n>1.

)
1+a,
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Solutie

a) Seobservaca a, =2 <2, a,=4,2+a, <VJ2+2=2.
Presupunem prin inductie ca a, <2. Atunci a,,, =2+ ak <V2+2=2.

Din principiul inductiel matematice, rezulta ca a, 6 <2, VvneN, deci sirul
este marginit superior. Avem si a, >0, Vne N, 4 Tema
deci sirul (a,) este marginit. Studiati convergenta
sirurilor:
2+ a - a 0,1),
Deoarece a_,—a =,2+a  —a_ = _ a) x, €(0, 1)
V2+a ta, Xn+1=Xn2—xn+1,n21;
]_+ 2—3 e . b) X, = 2,
:M >0, VneN, rezulta ca sirul (a,) este ! 1
J2+a, +a, xn+1=§xn+1,n21.’

crescator. In concluzie, sirul (a, ) este convergent.

Pentru calculul limitei, fie lima, —xe[O 2] Folosind operatiile cu

n—ow

siruri convergente, din relatia de recurenta obtinem:
x=lima, , = \/lim(an +2) =vx+2. Se obtine ci x =2, deci lima, =2.

n—o n—o
2 3 5 . PR
, a,=—, a,=—, a,= 3 s1 se observa ca

b) Avem: a, =1, a,=

a, >a,>a, sl a,<a,.
Presupunem prin inductie ca a,, , >a,,,, si a,, <a,,, K>1.
Rezulta ca:
1 1 . 1 1
>

=dgp,g Sl Qg = < = Qgpuy-
1+a, l+a,, : : 1+a,,, l+ay,., :

Aoy =

Din principiul inductiei se obtine ca a, _, >a, ., si a, <a, ., VneN..
Asadar subsirul (a,, ) este monoton descrescétor, iar subsirul (a,,) este
monoton crescator. Dar 0<a_ <1, VneN si astfel se obtine ca subsirurile
(2,.) si (a,,) sunt convergente. Fie x=lima,,, si y=lima,, . Din relatia
de recurenta, pentru n par si apoi pentru n impar rezulta relatiile x = %

. 1 . . a . .
s1 yzl—, de unde se obtine cd x=y. In concluzie sirul (an) este
+X

J5 -1
S

convergent, subsirurile (a,,) si (a,, ) avind aceeasi limita ¢ =
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EXERCITII S1 PROBLEME

E1.

Sa se studieze convergenta siru-
rilor (a,) date de relatiile de recu-

renta si sa se afle limitele acestora:

a
1 n>1;

«/1+an2

a)a; =1, a, ;=

b) a, e(1, 2) si

Al.

Sa se studieze convergenta siru-
rilor (a,) date prin relatiile de re-
curenta, iar in caz de convergenta
sa se afle limitele acestora:
3
a) a, (0,1), a,,,=a,-a,’,n21;
2a
b) al=1’ an+1= n2
1+a,

c)a, =0, a,,;=,6-a,,n>1;

,nx1;

D1.

D2.

Fie f:[a, b]—>[a, b] o functie mo-
noton crescatoare si (x,,) un sir, ast-
fel incat x, e [a, b] si x4 = f(xn),

nx1.
a) Sa se arate ca (x,) este mono-

ton crescator daca x; <x,, si mo-
noton descrescator daca x; 2 x,.
b) Sa se arate ca sirul (xn) este

convergent.
Fie f: [a, b] - [a, b] o functie mono-
ton crescatoare si (x,) un sir, astfel

incat x, €[a, b] si x,,, =f(x,), n>1.

EXERSARE

APROFUNDARE

DEZVOLTARE

D3.

a,. =an2—2an+2, nx1;
1
c)a =0, a ., zian+1, nx1;

_2
1+a

n

d) a, =2, a,,,= ,nx1.

V2 1\/17
da=-"-, a.,==|-+a,,n>1;
) 1 4 n+1 212 n
e) a1=0, a, =1, 1822 =123 +5a"’
nx1;

f) x,=a, x,

1
>~ +x_ .5, n=2.
4 n-1 °

(Olimpiada locala, 1988)

a) Sa se arate ca subsirurile (x,,_;)
si (x,,) sunt monotone.

b) Sirul (xn) este convergent?

Sa se studieze convergenta sirurilor:
a) x;=1, x,,,= ln(1+ xn), nx1;

b) x, =+

3’ Xn+1=Xn+2X"’nZl;

c) x,=1, xn+l=1+xi,n21;

d) x,=2, x,,;,=3"-2",n>1.
(Olimpiade locale, 1983)

10.4. NUMARUL e. SIRURI CU LIMITA NUMARUL e

Situatie-problema

O persoand are nevoie pentru o investitie derulatd pe o perioadd de
timp t, de o suma S. Aceastd investitie i-ar aduce in final avantajul triplarii
sumei investite.
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Apeland la un creditor pentru suma S, i se impun urmdtoarele conditii:

e Datoria generatd de imprumut trebuie pldtitd o singurd datd la
sfarsitul perioadei stabilite.

e Daca perioada de timp i s-ar considera impdrtitd in n pdrti egale,
suma datoratd la sfarsitul fiecarei parti din cele n va fi egald cu suma
datorata la sfarsitul partii anterioare majorate cu a n-a parte din aceasta.

a) Cat ar plati la final aceastd persoand dacd perioada de timp ar fi
consideratd impartitd in 1, 2, 3, ... respectiv n parti egale?

b) Cat de mare ar putea fi datoria ce trebuie pldatitd la final in aceste
conditii? Suma S investitd ar aduce profit in conditiile acestui imprumuit?

Pentru a da raspuns intrebarilor puse sa analizam cazurile particulare:

a) * Pentru n=1 avem S, :S+%:2S. S ?1

0 t

* Pentru n =2 avem, (figura 1): g S, s,

s =s+5_g(141] 4 0 t t
2 2 -

3 1 1 9 2 Figura 1
82:81+?:81(1+§J=S(1+§j . S S, S, S,
* Pentru n =3 avem, (figura 2): % % t

2
s, =s+5_g(1+1) s, =8 +S_g(1+1] s Figura 2
3 3 3 3
? S s S S S.. S
SS=SZ+§=S[1+lj . : :1 TR —
3 3 0 t 2t 3 (n-1)t ¢t
n n n n
* Pentru cazul general avem, (figura 3): Figura 3

2
81=S+§:S(1+lj, sz=sl+i=sl(1+lj=s(1+lj . si in final
n n n n n

sn=s(1+l) :
n

Dupé cum se observa in calculul sumei finale S, apare sirul (x, ),

xn=(1+lj , neN".
n

b) S-a obtinut ca S, =S(1+lj ,n>1. Deoarece x, =2, X, =%= 2,25,
n

X, :%z2,37, X, =%z2,44, deci x, <X, <X, <X,.
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Investitorul ar putea considera ca suma finala platita ar fi cu atat mai
mare cu cat n ar fi mai mare.
Asadar, suma maxima platita ar depinde de limx , daca aceasta exista.

n—ow

: 1Y y
Pentru sirul (x,), x, = (1 + —j , avem urmatorul rezultat:
n

E TEOREMA 25 (Daniel Bernoulli [2])

: 1y :
Fie (x,), x, :(1+—J ,n>1. Atunci:
n
a) sirul (x,) este monoton strict crescator;
b) sirul (x,) este marginit: 2<x, <3, VneN’;

c) sirul (x,) este convergent.

Limita sirului (x,), x, =(1+—) se noteazd cu ,e“ dupd numele
n

matematicianului elvetian Leonhard Euler (1707-1783). Numarul e este un
numar irational si are valoarea aproximativa e~ 2,718281.

Revenind la problema anterioara vom avea ca:

n—w n—oo n

limS, =S lim (1 + lj =S-e<3S, deci imprumutul aduce profit in
conditiile specificate.

ALTE SIRURI CU LIMITA NUMARUL e

Sirul (e, ), (e,) = (1 + l} este sir convergent. AplicAnd direct operatiile
n

n—oo n

. o . 1) . L
cu limite de siruri se obtine ca hm(l +—| =17, care este o operatie careia

nu 1 se atribuie nici un sens.

X . . . . 1Y
In solutionarea cazurilor de nedeterminare 1%, sirul e, :(1+— ,

n
n>1 are un rol important.
1. Fie (xn), x, eN si limx,_ =+w. Atunci lim(1+i] =e.
n—w n—o X

n

Intr-adevar, (xn) este un subsgir al sirului de numere naturale, iar sirul

(a,), a, :(1 +—j este un subsir al sirului (e, ). Rezulta ca lima, =lime, =e.
X n—o n—0

n
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n—»w n—o

2. Fie (x,), x, >0si limx, =+ow. Atunci lim[1+i] =e.

Intr-adevar, fie y = [Xn], partea intreaga a numarului x_.

Deoarece x, —1<y, <x_, rezulta ca lnlﬂ.} y, =+ si

I+y, -1 Xp Yn
1+ 1 1+ 1 < 1+i < 1+i . 1+i.
1+y, 1+y, X, V. v,

Prin trecere la limita in inegalitatile anterioare rezulta ca:

n—oo

e <lim (1 + —] <e, si astfel se obtine limita ceruta.
X

n
Proprietatea (2) este adevarata si daca sirul (xn) are limita +oo, dar
nu toti termenii sai sunt pozitivi.
Intr-adevar, deoarece lim x_ = +oo, atunci in afara vecinatatii V = (O, +00)

n—w

a lui +o, existd un numar finit de termeni ai sirului (x,). Cum limita unui

sir nu se schimba prin inlaturarea unui numar finit de termeni, rezulta ca

lim (1 +iJ el

3. Fie (xn) un sir cu limx, =0. Daca sirul (yn), V. =(1+xn)$

1
este definit, atunci: lim(1+x, )= =e.

n—oo

Acest rezultat mai general poate fi folosit pentru calculul limitelor de
siruri in cazul de nedeterminare 1”.

Astfel:
e Dacd (x,),(y,) sunt siruri de numere reale astfel incat limx, =0,

n—oo

Xn¥n .
limy, =+, atunci lim(1+x,)" =lim [(1 ix, );} _ )

Sa se calculeze:

n—ow

a) lim[1+ 2
n+1

Solutie
2n
n+l nyl
Lo 2 2 lim 22 9
a) Se scrie lim|| 1+ = el =g,
o n+1
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n? n+2 (9) l}ij;(rwz){ 22171)
b) lim| 1+ -1| =e T =’ =1,
no n’+1
4. Daca (x,) este un sir de numere reale nenule, cu limx, =0,
atunci:
In(1+x n _
. limM— ; . Jim 2 1=1na,.‘;1E(O,+oo)\{1};
n—oo Xn n—ow Xn
. (1+x,) -1
c lim~——=r, rekR.
n—ow Xn
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE

E1. Sa se calculeze limitele sirurilor (a,):

n n+l
a)an=(1+gj ;b)an=[1+ 5 ) H
n n+l

n n
e)a,=|1+ ;
) n [ n2+1)
n n
a, =1+
b a. [ 2n2+1)
n+5)" 2n + 3\
=| — h =
g) a, (n+2]’ ) 2 (2n+4]

2+/n
»a,= yn J ;
1+Vn
k) a, = Jn+vn+1)
" 2vn+2 )7
E2. Sa se calculeze limitele sirurilor (a,,):
1 1 1 n+l1
a)a, =|—+—+.w+t—/—=|
1.2 2.3 n(n+1)
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E3.

E4.

n?

4 2 el
n° +2n” +1 |o+!
b) an=[4 3 ) H
n°“+n“+3n
1 -3n N
c)a,=|3+— -27";
n

1 . nn n+l
d)a,=[1+—sin—| .
n 3

Se considera sirul (a,),
1 1

a, = +—+i++
1.3 24 35

Sa se calculeze:
a) lima,;

n—»o
1 n+l
a, —— .
(1)

Sa se calculeze limitele girurilor:

a) a, =n-1n(1+1];
n

1
n(n+2)'

b) lim2®

n—o

n



M Elemente de analizd matematica  I. LIMITE DE FUNCTII

E5. Sa se calculeze limitele sirurilor: v3-1

b) an=n(%—1),a>1; e) a =I\1/§—{1/§ f a %+W

"T¥5-ws D T
APROFUNDARE

Al. Fie (a,) si (b,) siruri de numere an?+bn+1)""

reale astfel incat: ©) }11_1,2 nZ+3n-2 J -G

a ! + ! oot !

n = .oe . 2 -n
Jn2+1 \/n2+2 \/n2+n d) lim an“+2n+a+1 — e2atb,
b —n noo|  bn®+3n+1
n 17
Sa se calculeze lim(an)b“ . e) lim n’+a’ n’+b-b) _ o 4
noe nso| n+1 n+2

A2. Sa se determine constantele a, beR, A3. Fie (a,), a, = 14_ l+ l_,_ et 1 —Ilnn.

in cazurile: 123

n a) Sa se arate ca (a,) este conver-
2
a) lim =e”;
n-owo\ N+ gent.
b) Sa se arate ca:
n“+an+6
b 1i = 2, . 1 1 1 _
) n_m[ n2+n+1] }11—1)2(11+1+n+2+‘"+n+n =In2.

IED OPERATII CU SIRURI CARE AU LIMITA
11.1. SUMA SIRURILOR CARE AU LIMITA

Fie (a, ), (b,) siruri de numere reale. Atunci au loc urmétoarele situatii:

lima_ limb_ lim(a, +b,) Scrierea simbglicé a
r o o operatiei
aelR belR a+b a+b
aelR +00 +00 a + 00 =+
aclk —0 —0 a—00=-0w
+o0 bel +00 +o0+b = +o0
—0 belR —0 —0+b = —o0
400 —0 Cazuri de nedeterminare. Operatiile
—® +00 (+90) +(—0) §i (—0)+(+0) nu au sens

In cazul limitel sumei exista cazul de nedeterminare (60 —co.

" Exemple
a) Fie

lim(a, +b, )= +o.

n—ow

a,=n"+3n, b

n
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b) Fie a, =n+(-1)" §i b, =-n. Atunci a, +b, =(-1)", care nu are limita.

c) Fie a,=n+a,aeR, b, =-n. Atunci girul suma a_ +b, =, are
limita o.

d) Fie a, =n+3, b, =-2n. Atunci a, +b, =-n+3 si lim(a, +b, ) =—x.

n—o

1 RETINEM!

Daca sirurile (an) si (bn) au limita, iar suma limitelor are sens in R,

n—ow n—w n—ow

Sa se calculeze:

a) m(\/nﬂ —JH); b) lim(n—Z—nJrl].

atunci: lim (a, + b, ) = (lim an)+ (lim bn).

e \n+1

Solutie A Tema
a) Cazul o —o. Avem succesiv: Calculati:

. . 1-n im(vVnZ+1 .
lim(vn+1-+vn :th: a) },1_1,2 n‘+1-nj;
nﬁoo( ) naoc\/m_’_\/g ( ' )
—1im;—0 b) lim[ir;—n].

e fnel+vn 4
b) Cazul «© —o0. Avem:

2 2 2 _

lim( n —n+1j=lim(n b+n n+1J=Iim L _o.

n-o| 1 4 1 n—»w

11.2. PRODUSUL SIRURILOR CARE AU LIMITA

Fie (a,) un sir de numere reale care are limité si o e R. Atunci au loc

urmatoarele rezultate generale:
Produsul cu scalari:

lima_ o lim ( o- an) Scrierea simbglicé a

n—oe n—e operatiel

lelR aelR {-a l-a
400 o>0 +00 o (+00) =400, 0> 0
4o a<0 —o0 o+ (+90) =00, . <0
—00 a>0 -0 oc-(—OO)z—OO,oc>O
—0 a<0 +00 oc-(—OO):+oo,oc<0
+o0 a=0 In aceste cazuri, sirul (o.-a,) este sirul nul
—0 oa=0 si limita sa este 0.
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Produsul a doua siruri cu limita infinita:

lima, limb, lim ( a b, ) Scrierea simbglicé a
o o o operatiei

. . . () () =+

i = - () (=)=

» - = () () ==

» » " (=) (=)= 0

Produsul a doua siruri care au limita, unul dintre acestea fiind convergent:

%Lng a, HE b, 1}3} (a,-b,) | Scrierea simbolica a operatiei
a>0 +00 +00 a-(+oo)=+oo,a>0
a<0 +00 —0 a-(+oo)=—ooa<0
a>0 —0 —0 a-(—oo):—oo,a>0
a<0 —0 400 a-(—o0)=+x,a<0
0 +00 In acest caz se obtine o nedeterminare.
0 —% Operatia 0-(+) nu este definita.

In cazul limitei produsului exista cazul de nedeterminare 0 - 0.

1" Exemple

—-1)" N
a) a_ :u, b, =n. Sirul (a,-b,), a,-b, =(-1)", nu are limita.
n

n

b) a, =n’,b, =—=. Rezulti ca lim(a,b,)=ack.

2 n—ow

5= B

c) a, =n’,b, =—. Avem lim(a,b,)=1limn = +o.

n—ow n—ow

d) a, =n®,b, = -=. Avem lim(a, b, ) = lim(-n) = .

n n—oo n—ow

(J RETINEM!
Daca sirurile (a,) si (b,) au limita si daca produsul limitelor are sens

in R, atunci: lnlgg (a,-b,)= (lim an)~(lim bn).

n—ow n—ow

11.3. CATUL A DOUA SIRURI CARE AU LIMITA

Fie (a,) si (b,) doud siruri care au limita, astfel incat sirul [2—“} sa

fie definit.
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Cazul in care girurile sunt convergente s-a tratat la operatii cu siruri
convergente.
In cazul in care cel putin una dintre limitele sirurilor (a, ) si (b,) este

infinita, avem situatiile:

) . . a Scrierea simbolici a
lima limb, lim —= ..
nyo n noe | operatiel
n
a a
aelR +o0 0 = =0, -0
+00 —0
100 +00 +00 +00 —00 —©
) Operatiile —, —, —, —
—o0 —o0 Cazuri de 400 —00 400 —o0
+00 —0 nedeterminare | nu sunt definite, fiind consi-
—o0 400 derate operatii fara sens

Asadar, in cazul limitei raportului a doua siruri rezultd cazurile de

. 0 .
nedeterminare — si|—.
0 o0

1" Exemple

..o a
a) a, =no, b, =n. Atunci lim-—= =a.

n—oo

T N
b) a, =n’,b, =n. Atunci lim—2 =limn = +co.

n—o n—oo
n
! .1
¢) a, =n,b, =n®. Atunci lim—2 =lim— =0.
n—owo n n*)wn

d) a, =-n°, b, =n. Atunci lim2n = 1im(—n) = —o0,

n—o n—o
n

e) a, =2n+1+(-1)" 'n, b, =2n+1-(-1)" -n. Sirul (E—“] are subsirurile Eﬁ =

n 2n

o . 1 o1 s .
_3n+1 cu limita 3 si B _ DT o limita =. In acest caz sirul B
n+1 by, 3n+1 3 b

J nu are limita.

n

(1 RETINEM!

Dacé sirurile (a,) si (b,) au limite, iar sirul [2—“} este definit si

n

raportul limitelor are sens in R, atunci:

: (a j lima,
lim| 2 |=22=

woe\b, | limb,

n—o
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11.4. RIDICAREA LA PUTERE

Fie (a,) si (b,) doud siruri de numere reale, astfel incat sirul (anb“)

sa fie definit i a=lima_, b=limb,.

Pentru sirul putere (anb“ ) avem situatiile:

n—w

lim a limb lim ( q M ) Scrierea simbolica a
e 0 s e\ operatiei
400 400 400 (+W)+w =+
a>1 +00 +00 a™ =400, a>1
a>1 —0 a”=0,a>1
O<a<l +o0 a”=0,ae(0,1)
0O<a<l —o0 o0 a” =+, ae(0,1)
+00 b>0 +o0 (+oo)b =40, b>0
+o0 b<0 0 (+oo)b=0,b<0
0 +00 0™ =0
+o0 —0 (+00) " =0
1 +0 . ) Operatiile 1™, 17,
1 —00 In aceste cazuri avem o ° o .
+00 0 nedeterminare (+°O) ’ hu sun
0 0 definite

Cazurile 1®, @°, 0° sunt cazuri de ne

1> Exemple

n—o

a) a, :1+g,bn =n. Atunci 1im(1+gj =e"
n

n

n—w n

b) a, =(1+1j, b, =n?. Atunci lim(1+lj
n

determinare.

,az0.

=e"™ = +oo.

n—o

n

2n+1+(-1)"n
1 n - C e
c) a,=1+—,b, =2n+1+(-1)" -n. Atunci hm(1+—) nu exista,
n

. b,
deoarece pentru n par se obtine a, :[1 +—
2n

2n+2
impar se obtine ¢, = (1 + J cu limita e.

2n+1
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< OBSERVATII
e (Cazul 17 se solutioneaza folosind giruri care au limita numarul e.
e Cazurile ©° si 0° se pot aduce la cazul 0 - .

Daci avem ¢, =a ™, atunci putem scrie ¢, =e™™™™ gi se au in vedere
rezultatele:
a) Daca x, €(0, »), limx, =0, atunci limx, Inx, =0.
n—ow n—ow
- I ... Inx
b) Daca limx =+, atunci lim L =0.
n—oo n—o Xn
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
E1. Sa se calculeze limitele sirurilor (a,): ) oa-n®+B-n’+n
c)a,=
a) a, =n’-n; 2n” +1
3 2
b) an:—n3+2n2; d) an=a n"+p-n"+1
N a-n®+3n+1
c) a,=—4n"+3n-1;
d) a, —4n*—_5n°+3. E4. Sa se calculeze limitele sirurilor
a,):
E2. Sa se calculeze limitele girurilor (an): ( n) , .
a)a,=——; b) a _ 2n'-3n a) an=(n+1)2—(n—2)2,
"Thfrl ) " 4n’on+l (n+1) +(n-1)
\ \ b) n(12+22+32+...+n2
2n°+5n-1 7-2n-n a, = 5
ca="—"——3d a=—;——. -
Y= g D= [1+3+5+..+(2n-1)]
E3. Fie a, B eR. Sa se calculeze limitele 0 a - 1.342:4+3-5+...+n(n+2)
sirurilor: " 1.2+2.3+3-4+..+n(n+1)’
2
a) a, =w; O a :(n+1)+(n+2)+...+(n+n).
8n 2+2n+1 " 1+4+7+..+(3n-2)
a-n“+2n+1
b)a,=————; 1+3+5+...+(2n-1
) 2n®+3n-1 e) a,= (20 )_n+1.
n+1 2
APROFUNDARE
Al. Sa se calculeze limitele sirurilor (a,,): e) a, :( n+l —\/H)-np, peN;
a) an:ﬁ; f) an=(\/n4+n—n2)-n2;
1+vn
b) a, = Yotl+in @ a,=nk| P2 [0 | pon,
Vn+2++n+1 n+l \Vn+2
__n’+1 Vn®+n-n®+1
€) a, =— 5 h) a, = :
Vn®+4 +n vn?+2n —vn® +2
d) a, =Vn>+n+1-n’+1;
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A2. Sa se calculeze limitele sirurilor (a,):

2n
a) a,= ;
1+2°
b) a, =2 ¥ +1,
3"+n+1
3" +2.5"
c)a,=———-;
7-3" +5"°
n n+2
d) an=2 +3-4"+7 :
3-2" +4.77
e) an_a +2 ,a>0;
3" 42"
+1 n+1
f) a,= +b ,a, b>0;
a” +b"
2n 2
g) a, = azn +a +8 ,a>0.

A3. Sa se determine parametrii a, be
e R, astfel incat:

_a.n—b\]:
n?
b) lim -n|=1
nso|l n+a

c)limn+an b-n® _3;
noo| n+2 n+1

. [(n®+n+1
a) lim| ————
n-o{ 2n+1

 lim(/a 7+ 7T) -0
e) }li_xg[a 2+ a +a-— 3)\/—]=0;
\/(20—a2)n2+2n+3
f) lim =2.
n—>w 2n+1

11.5. LEMA LUI STOLZ-CESARO

A4. Sa se determine parametrii reali a
si b, astfel incat sirurile (a,) si

(b,) sa fie simultan convergente:
a) a, =aVn+5+bV9n+5—+/4n+3,
b, =av/9n+3 —b/25n + 30 +/64n +15;
b) a, =(a2+b)m_m,

b, =aVIn+8+b*/n+5-3Vn +4.

A5. Sa se calculeze limitele sirurilor (a,,):
a) a, =3n®+n-n;
b) a, =¥n®+n? +¥3n-—n?;

c) a, = n(\/3 n3+2n—\/n2+2);

d) a, = n(%/n3 +3n +§/n—3n3).

AG6. Sa se calculeze:

a) lim [cos lj ;

n—o n

b) lim(n®+ 1)ﬁ;

n—o

E TEOREMA 25 (Stolz-Cesaro [2])
Fie (a,) si (b,) siruri de numere reale, astfel incat:

a) sirul (bn) este strict crescator si nemarginit, cu termenii nenuli;

a

b) sirul (c,), c 2 T8 o6 limita eI,

" b,,-b

n+l1 n

b

n

Atunci sirul (a—“} are limita si lim 22 = ¢,

n-w |y

n
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EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
E1. Sa se calculeze limitele sirurilor (a,, ): o a = 1424434440t
n — ’
Inn In2+In3+...+Inn n’
a)a,=—;b)a, =——"—""—; 1 1 1 1
n n+l f)a,=—|"+———+ut—"r— s
1 1 1 1 n 1+\/é \/§+\/§ \/I—1+ n+1
c) an:—(1+5+§+...+—]; ) 11 L
n n g) an:—(1+7+7+...+ )
dy 1[1 11 1 J n{ 3 5 2n -1
a,=—| —=+—+——+..+ 3
NIRNCINE Jn
APROFUNDARE
Al. Fie (a,) un sir de numere reale si Hm 2 existd, atunci lim y/a, =
. n-»o Q n-—o
lima, =4. n
n—wo a "
= lim 2+
Sa se arate ca limM =/. now a

n—wo n
A4. Sa se calculeze limitele sirurilor:

A2, Fie (a un sir de numere reale
. ( n). . 5 . a) an=%; b) a, =%nl;
strict pozitive si ]111_)11010 a, =/4. ol 3
Sa se arate ca: c) a, = n d anznn+1,
}‘i_r)g“al'az'agn..'an =4. (Zn)!
e) a,=n"—2-;
. . (n)
A3.Fie (a,) un sir de numere reale
strict pozitive. Sa se arate ca daca f) a, = \/n(n+1)(n+2)...(n+n).
DEZVOLTARE
D1. Fie (a,), (b,) astfel incat: si are limita ¢.
a) }11_1;2 a, = },i_l,gbn =0; (Lema lui Stolz-Cezaro, cazul %)

b) (b,) este strict descrescator;
) ( ") ’ D2. Sa se calculeze limitele sirurilor:

c) sirul (cn),cn=M,neN' este a) a, =n|In2- 1 1 —...—i .
b1 —by, n n+l n+2 2n)’
convergent si lime, = /4.
n—-w b) an =n[e_l_l_i _l)
o! 1! 2! n!

Atunci sirul [zn

] este convergent

n

TESTE DE EVALUARE
Testul 1

o Sa se precizeze valoarea de adevar a urmaiatoarelor propozitii. in cazul
propozitiilor false, sa se dea un contraexemplu.

a) Orice sir monoton este marginit.

b) Orice sir marginit este monoton.
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¢) Orice sir convergent este monoton.

d) Orice subsir al unui sir monoton este monoton.

e) Existad siruri monoton crescatoare care au cel putin un subsir monoton
descrescator.

f) Suma a doua siruri monotone este un sir monoton.

g) Diferenta a douid siruri monoton crescatoare este un gir monoton
crescator.

h) Suma a doua giruri nemarginite este un gir nemarginit.

i) Orice sir divergent este nemarginit.

j) Orice sir nemarginit are limita +0 sau —o.

k) Produsul a doua siruri care nu au limita este un sir care nu are limita.

) Daca doua siruri sunt convergente, atunci raportul lor este un sir
convergent.

m) Daca patratul unui sir (an) este sir convergent, atunci sirul (an) este sir

convergent.
n) Daca un sir convergent are toti termenii diferiti de zero, atunci limita sa
este diferita de zero.

Testul 2

Q1. Sa se studieze monotonia si marginirea sirurilor (an) :

—1)*. 9
W a, =Ly, OO ) a,=2*% gem.
n+3 n+2 n+l
(3p.)
. . . A 1 n
Q 2. Se considera sirul (a,) astfel incat: a, = 37 Ane1 = 2a,+(-1)",n21.
9 - 27 on n
a) Sa se arate ca a, = 5[2 +(-1) ], n>1.
b) Sa se studieze convergenta sirului cu termenul general b, = Aom
Aon+1
(2p.)

O 3. Sa se calculeze limitele sirurilor cu termenul general:

9 n 3 n 4 n+1 . 3
a)a, =[=| +[=| [= s b) an=sln(ﬂ:\/4n +n—1). (2p.)

3 2 9
2 3 n+1
aHS[““‘] sl

IA

2

n“+1

Q 4. Sa se calculeze limita sirului (a,) daca: [1+ 2n ] >
n“+n+l1

Testul 3

Q1. Sa se studieze convergenta sirurilor (an) si in caz de convergenta sa se

calculeze limita acestora:

sb)a, =22 | . (3p.)
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QO 2. Sa se determine valorile parametrilor reali in cazurile:
2" +5-a"

1 b-n+3)""
a) im———=-; b) lim|a+ i =ed, 2p.
) now 3% 4107 2 ) n—m( n®+1 ] (2p.)

QO 3. Sa se calculeze:

Vn+2-2Vn+1
a) lim(vn+2-2Vn++n+1); b) lim—m——. 2p.
)n—>°°( ) )n->°°\/n+3—3x/n+2 (2p-)

Q 4. Sa se calculeze: lim Z ln(l—%).

n—wo k=2

(2p.)

@ LMITA UNEI FUNCTI INTR-UN PUNCT

Fie f:D—> R o functie reald de variabila reald si x, un punct de
acumulare al multimii D.

Dupa cum se cunoaste, pentru orice vecinitate Ve 7 (x,), existd
puncte x e D (V \ {xo}) in care functia f este definitd. Altfel spus, functia f

este definita in puncte ,oricat de apropiate” de punctul x,.

Se pune, astfel, problema comportarii functiei f in vecinatatea
(apropierea) punctului x,. Aceasta inseamna a studia ce se intampla cu

valorile functiei f pe vecinatati oarecare ale punctului x, (chiar si in
cazurile in care f nu este definita in x,).

Sa analizim urmatorul exemplu:

Fie f:R—> R, f(x)=1-x si punctul x,=1, punct de acumulare al

domeniului de definitie.
Vom studia ce se intampla cu valorile functiei f cand x se afla intr-o
vecinatateUe 7 (1) ,oricat de mica“. Considerdim U=(1-¢,1+¢),e>0, o

vecinatate a punctului x, =1, (figura 1).

y y
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Se observa, lecturand figura 1, ca pentru ¢ >0, valorile functiei f vor
apartine multimii V = (—s, s) care este o vecinatate a punctului 0.

Asadar, intuitiv, putem spune ca valorile functiei f sunt mereu intr-o
vecinatate a punctului 0, pentru oricare € > 0.

Folosind un alt limbaj vom spune ca daca ,x tinde la 1“ atunci ,,f (x)
tinde la 0%.

Mai mult, fie V o vecinidtate a punctului 0. Atunci existd un interval
I=(a, b) astfel incat 0eIc V, (figura 2).

<
(v O)ﬁ

Figura 2

Lecturand figura 2 se observa ca existd intervalul U=(c, d),
vecinatate a punctului x, =1, cu proprietatea ca pentru oricare xe UND
rezultd ca f(x)e(a, b), deci f(x)eV.

Vom spune cd numarul /=0 este limita functiei f in punctul x, =1 si
vom scrie lxiglf(x) =0.

Proprietatea desprinsa in cazul acestei functii defineste o noua
notiune importanta in cadrul analizei matematice.

+¢ DEFINITIE
e Fie f : D > IR, x, € R un punct de acumulare pentru multimea D si / € L.
Numaérul / se numeste limita functiei f in punctul x, dacd pentru
oricare vecindtate Ve (¢), existdi o vecindtate Ue? (x,) cu
proprietatea ca pentru orice x e D N (U \ {XO}) rezultd ca f(x)eV.

Se foloseste notatia lim f(x)= (.

X—Xq

< OBSERVATII
e Asa cum s-a specificat, problema existentei limitei unei functii f: D - R
in punctul de acumulare x, e D' se pune chiar daca functia f nu este
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definitd in x,. In acest caz restrictia x #x, din definitie nu mai este
necesara.

e Daca multimea D este nemarginita superior sau inferior, atunci x, poate
fi +oo, respectiv —oo.

e Daca x, nu este punct de acumulare pentru D, atunci nu se pune
problema limitei functiei fin x,.

Astfel, intr-un punct izolat al multimii D nu se pune problema limitei.
e Limita functiei in punctul x,, daca exista, este unica.

Definitia limitei unui gir este continuta in definitia limitei unei functii
intr-un punct. Mai mult, folosind limitele de siruri se poate caracteriza
existenta limitei unei functii intr-un punct.

= TEOREMA 27

(Eduard Heine (1821-1881), [2]) Eduard HEINE
Fie f:D—> R, x, D' un punct de acumulare (1821-1882)
pentru D si /e R. Urmatoarele afirmatii sunt ma;irfnital:an
echivalente: . i il
. . re contributii in studiu
L 11—{2 f(X) =4 numerelor irationale, conver-
gentel girurilor, functiilor

2. Pentru oricare sir (x,),x, eD\{x,} cu

continue.

limx, =x, rezultd cd limf(x,)="/.

n—w n—ow

Aceasta teorema da posibilitatea folosirii tuturor rezultatelor studiate
in legatura cu calculul limitelor de giruri.

< OBSERVATII

* Pentru a determina limita functiei f : D — R intr-un punct de acumulare
x, al lui D este suficient sd cunoastem limita unui singur sir (f (xn)),
unde x, e D\ {x,} si limx, =x,.

* Functia f:D — R nu are limita in punctul x,, in una din situatiile:
a) Existd un sir (x,), x, e D\ {x,} cu limita x,, astfel incat girul (f (x, ))
nu are limita.
b) Existd sirurile (x,),(v,), X, ¥. € D\{x,} cu limita x,, astfel incat
sirurile (f(x,)) si (f(y,)) au limite diferite.
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Problome rogoluate

1. Sa se studieze existenta limitelor functiilor f in punctele specificate:
a) f:Ro>R, f(x)=x"+3x,x,=2;

b) £:(0, +o) > B, f(x)=—, x, =0.
X
Solutie

a) Punctul x, =2 este punct de acumulare pentru R. Daca (xn) este

un sir de numere reale, Xn€|D\{2}, si limx_ =2, atunci se obtine

f(x,)=x, +3x,. Folosind operatiille cu limite de siruri obtinem:
%liggf(xn) = 1}1&3(}(5 + 3Xn) =2°+3-2=10. Asadar functia f are limita in
punctul x, =2 si 1Xi£121f(x) =10.
b) Punctul x, =0 este punct de acumulare pentru multimea (0, + oo).
Fie (x,) un sir, astfel incat x, €(0, + ) si limx, =0.

- . 1 . A
Atunci lim f (xn):hmizo—:Jroo. Asadar functia f are limita in
n—ow n—o X

n )
x, =0 si lxig(}f(x) = 4o,

2. Sa se arate ca functiile f nu au limita in punctele specificate:
. 1
a) f:R >k, f(x)=—,%,=0;
X

b) f:R—[-1,1], f(x)=sinx, x, = +o.
Solutie
a) Vom arita cé existd doud siruri (x,), (v,), cu x,, y, € R si limx, =

=0, limy, =0 pentru care sirurile (f (xn)) si (f (yn)) nu au aceeasi limita.

. . 1 1 . . . .
Consideram x, =——,y, =—,neN si se obtine ca f(x,)=-n, f(y,)=n si
n n

limf(x,) =, limf(y,)=+o0. In concluzie functia f nu are limita in x, = 0.

n—ow

n

b) Consideram sirurile (x,),(y,) cu termenii generali x, = g +2nm,
T . . . . (m . T
y, = 5 +2nmt g1 se obtine ca f (xn) =sin (E + 2nnj = s1n§ =1, f(yn) =

=sin (—g + Znnj = sin[—gj =-1. Asadar f nu are limita la +oo.
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3. Sa se arate ca functia f: R >R, f(x) ={

in nici un punct x, € R.

Solutie

x, €Q,y, eR\Q, 51 limx =limy, =x,.

1, xel
0, xeR\Q

nu are limita

Fie x,eR si (x,),(y,) doua siruri de numere reale astfel incat

Atunci f(x,)=1f(y,)=0,neN i rezulta ca sirurile (f(xn)), (f(yn)),

au limite diferite, deci functia f nu are limita in punctul x,.

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
E1l. Sa se calculeze: E2. Sa se determine constanta reala a
a) lim(x* +3x); b) lim (x*+3x); pentru care:
x>l Xt 2x +a x> +ax+3
3 a) lim =2; b)lim—=3;
c) lim 53 X ; x>l 1+x -2  2x+3
e (X 2) 8 x+6 Sin(x2 + ax) 9
. 2 c) lim———F~=—;
sinx . 1 -0 x“+ax+x 3
e) lim ; lim
T 1+cosx =rlecosx . Vvx-1-1 1
2 d) lim =,
2 (Vx-1+a)(x-2) 4
APROFUNDARE

Al.

Sa se arate ca urmatoarele functii
nu au limite in punctele specificate:

a) f:D\{O}—)ID, f(x):sin[ll,x(,:O;
x
b) f:[%, l]u(l, 2) >R,

f(x):tgi, X =1

1
i ) 0 Py
0 f:RoR f(x)=1""x * ", in

cosx, x>0
X9 =0 si x¢ = +o0;

df:RoR, f(x)=[x],xoel.
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A2. Sa se arate ci urmatoarele functii

nu au limita in punctele speci-
ficate. Exista puncte in care func-
tiile au limita?

2,
a)f:R> R, f(x)= xe@ ,
x, xeR\Q
Xy = 3;
b) f:R>R,

s Xo =
2x, xeR\Q

(Olimpiada, 1993)

f(x):{x2, xeQ
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HO) LIMITE LATERALE

Fie f:D —> R o functie reala de variabila reala si x, € D' un punct de

acumulare al multimii D.

«» DEFINITII
* Numarul /  eR se numegste limita la stanga a functiei f in x,, daca

pentru oricare sir (x,),x, €D (-»,x,) cu limx, =x, rezultd ca

limf(x,)=¢

n—w

e Numarul 7, el se numeste limita la dreapta a functiei f in x,, daca

pentru oricare sir (x,),x,eDnN(0,+o) cu limx, =x, rezultd ca

lim f(x,)=",.
Limitele la stanga si la dreapta ale functiei f in punctul x, e D' se
numesc limite laterale ale functiei fin x,.

* Pentru limita la stdnga se folosesc notatiile lim f(x) sau f(x,—0).

* Pentru limita la dreapta se folosesc notatiile lim f(x) sau f(x, +0).

<> OBSERVATII

1. Daca functia f are in punctul x, limite laterale, acestea sunt unice. Acest

fapt rezulta din unicitatea limitelor de siruri.
2. Fie f:D—> R si x, D' punct de acumulare. Functia f poate sa admita

limita la stanga in x,, fara sa aiba limita la dreapta in x,, sau reciproc.

IS Exemplu
sin1 x<0
Fie f:R> R, f(x)= x’ . Pentru sirurile cu termenii generali
X, x>0
-1 . -1 e . . .
X, = s1 y,==———— care au limita 0 si sunt negative se obtine:
s 31
—+2nm —+2nn

limf(x,)=-1 si limf(y,)=1, deci functia f nu are limitd la stdnga in x,. Se

obtine usor ca lin(} f(x)=0.
x>0

3. Exista functii f:D — R care nu au limite laterale in x, e D".
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I Exemplu
sinl x#0
Functia f : IR > R, f(x)= x’ nu are limite laterale in x, = 0.

0, x=0
4. Fie f: (a, b) — R. Atunci limita la stanga in a si limita la dreapta in b, nu
au sens, deoarece in acest caz (a, b) N (-x, a)=@ si (a, b)N (b, +)=&.

Daca f are limite in a si b, acestea coincid cu limita la dreapta in a,
respectiv cu limita la stanga in b.

Dupa cum s-a observat anterior, o functie f : D — IR poate avea limite
laterale in x, € D' sau este posibil ca acestea sa nu existe.

In cazul in care limitele laterale existd, ele pot fi egale sau diferite.
Daca limitele laterale exista si sunt egale, atunci functia are limita in x,,

egala cu valoarea comuna a acestora, in caz contrar functia nu are limita in x,.

(1 RETINEM!

Fie f:D — R o functie reald de variabila reala si x, € D' un punct de
acumulare pentru D.

Functia f are limita in punctul x, € D' dacd si numai daca limitele

laterale ale functiei in x, exista si sunt egale.
limf(x)=( < f(x,-0)=¢=1f(x,+0)

XX

Problemd regotvalii

2 <1
® Fie f:R>E f(x):{ B =

5 Sa se determine ae€lR, pentru
a’x, x>1
care functia f are limita in x, =1.
Solutie

Calculam ¢, =f(x,-0) si ¢, =f(x,+0). Fie (x,),x,<1, un sir cu

limx, =1. Atunci limf(x,)=1lim(2x, +a)=2+a="/,.

n—o n—ow n—ow

Daci (x,), x, >1, este un sir cu limx, =1, atunci limf(x,) =lim(a2xn) =
=a’=/,.
Din conditia ¢, =/, se obtine ecuatia a’ =a +2 cu solutiile a e {-1, 2}.

Asadar lin?f(x) existd dacd i numai dacd a e {-1, 2}.
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EXERCITII SI PROBLEME

El. Sa se verifice daca urmatoarele
functii au limitd in punctele speci-
ficate:

a) f:R"OR f(x)=i,xoe{0,],oo};

EXERSARE

X" +ax, x<1
ax+1, x>1

a)f {
x> +ax+b, x<1
b)f = 2+x,xe 1,2 X, =1si x,=2;

2x+1,x<2
b)f:R->R, f ’ , X =23
) - ( ) {5x, x>2 X x’—a,x22
x+a
sinx <20 = <
Of:RoRfx)={ x ’ , X9=0. c) f( )= X+ ,X0=0.
2x+1
1, x=0 , x>0
x+3
E2. Sa se determine constantele a, b €
€ R, pentru care functiile f:R >R
au limita in punctele date:
APROFUNDARE

Al. Sa se determine a, b € R, pentru care
exista limitele functiilor f: R - R

1
a) f(x): (1+x)x,x>0;
xX+a, x<0
b)f:Ro> R
2x + a, x<-1

f(x): 3x% +bx, e(—l, 1),
x> +2ax+1,x>1
in x=-1six=1.

A2. Fie f: R —» R. Sa se determine punc-
tele in care f are limita daca:

a) f(x)=‘x‘; b) f(x)=|x—2|;
o) f(x) = [x]; d) f(x) =max {I; X’}
e) f(x)= x'sgn(x); f) f(x) = x+|:x:|.

D1. Fie f : D - R o functie reala de
argument real si x,€D' un punct
de acumulare pentru D.
Sa se arate ca daca f este mono-
tona, atunci functia f are limite
laterale in x,.

D2. Sa se arate ca urmitoarele functii au
limita in orice punct x, din dome-

niul de definitie:

DEZVOLTARE

A3. Sa se arate ca functiaf: R > R,

.1 0
f(x): 51nx,x¢
0, x=0

nu are limita in

x=0.
A4, Fief:R> R,
x* sinl, x#0
f(x) = X .
0, x=0
a) Sa se arate ca daca a < 0, functia
fnu are limita in x = 0.

b) Sa se arate ca daca a > 0, functia
f are limita in x = 0.

a)f:Ro R, f(x)= ax,ae(o,oo)\{l};
b) f:(O,oo) ->R, f(x) =log, x,

e(O, oo)\{l};
c)f:[0,0) > R, f(x)=\/§;

dDf:Ro>Rf(x)=ax?+bx+c, acR".
e) f:D—)D,f(x):sinx;

f) f:R-> R, f(x)=cosx.
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D3.Fie f : D > R o functie reala si numai daca pentru oricare sir (x,),
Xo€D' un punct de acumulare

x, € D, x, <x,, monoton crescator

pentru D. c s < o
N . . L. si limx, =x,, rezulta ca:

Sa se arate ca numarul / este limita n—

la stinga in x, a functiei f daca si ¢ _}ll_l)?of(x )-

%D PROPRIETATI ALE FUNCTIILOR CARE AU LIMITA

Teorema lui Heine referitoare la caracterizarea limitelor de functii cu
ajutorul limitelor de siruri permite extinderea unor proprietati ale limitelor
de siruri la limitele de functii.

& TEOREMA 28 (limita modulului)
Fie f:D>R si x,e€D' un punct de acumulare pentru D. Daca

lim f ( X) = (, atunci hm | |€|
Demonstratie

Din conditia ¢=1limf(x) rezultd ci pentru oricare sir (x,), X, e D\ {x,}

XX

si limx, =x, avem limf(x,)=/. Din proprietatea limitei modulului unui

n—o n—ow

sir se obtine ca:

hm|f | hmf ‘ |€| si astfel lim |f X)| =|€|. u
1 RETINEM!
lim|f (x)| =|lim f (x)|, (limita modulului este egald cu modulul limitei).

E TEOREMA 29 (Criteriul majorarii, cazul limitelor finite)
Fie f, g:D — R doua functii reale si x, € D' un punct de acumulare al

lui D. Daca limg(x)=0 si existd /elR, astfel incat |f(x)—é|£g(x)

vx eD, atunci lim f(x)=2¢.

X=X

Demonstratie
Fie (x,),x,€D\{x,} un sir oarecare cu limx, =x,. Rezultd ca

n—o

limg(x,)=0 si |f(xn)—€|Sg(xn), VneN

n—ow

Din criteriul majorarii pentru giruri rezulta ca limf (xn) = /(. Asadar,

lim f(x)=/. ®

X—Xq
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Problome rogoluate

5 . 1 A Tema

Xl 1. S& se arate ca lxlilolx . s1n; =0. Calculati:
Solutie * limx-cos—
DULLLE x—0 X

Consideram functiile: . 3
e limx“sin—;;

x-sinl x#0 x>0 x*
f,g:R->R, f(x)= x’ sig(x)=1x. . i SI0X

0, x=0 oex’+l 7
Avem: |f(x)—0|: x.sini $|x|, VxeR' si Liggg(x):O.

. o . C e o« o 1. .1
Din criteriul majorarii rezulta ca limx-sin—=0.

x—0 X
2. Sa se arate cad limsinx =sinx, si limcosx =cosx,, x, €R.
XX X—X(
Solutie
. . . X—X X +X . X—X X — X
Avem: |s1nx—s1nx0|=2s1n % . cos °|S2 sin °|£2| 0|=
2 2 | 2 |77 2 |
=|X—XO|,VXG\D.
Atunci lim(sinx —sinx,)=0 si limsinx =sinx,.
X—X( X—Xq
Analog:
. X—-X, . X+X . X—X :
|cosx—cosxo|= 2sin 5 ¢ .sin 5 °|£2s1n : S|X—X0|,VXG|D $1

astfel lim cosx =cosx,.

XX

& TEOREMA 30 (Criteriul majorarii, cazul limitelor infinite)
Fie f,g:D—>R, x,e€D' un punct de acumulare pentru D si f(x)Sg(x),
v xeD.

a) Daca limf (x)=+o0, atunci lim g(x) = +o.

X—X( XX

b) Dacé limg(x)=—o0, atunci limf (x)=—o.

X—X( X—X(

Problema reyolvalic

) ) ) A Tema
Sa se arate ca lim(x +sinx) =+o si Sa se calculeze:
X—>0
: . * lim(x + cosx);
lim (X + sin x) = —o0. x®
X—>—0 2
Solutie . lim(2x+1n 5 ];
Lotuile . x>0 x> +1
Deoarece -1<sinx <1, Vx €lR, avem: . ,
. e lim (x +sin x).
x—-1<x+sinx<x+1, VxelR x> 7
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Dar lim(x-1)=+o si lim(x+1)=—o0, de unde, cu criteriul majorarii,

X—>+0 X—>—0

rezulta limitele cerute.

= TEOREMA 31 (trecerea la limita in inegalitati)
Fie f,g:D—>R si x,e€D' un punct de acumulare pentru D. Daca

limf(x)=/,, limg(x)="/, si existd o vecinatate Ve 7 (x,) astfel incat

f(x)<g(x),vxeV m(D \ {xo}), atunci limf(x)<limg(x).
Demonstratie

Fie (x,), x, e VA(D\{x,}), astfel incat limx =x,. Atunci f(x,)<g(x,),

n eN". Din teorema de trecere la limit3 in inegalitati pentru siruri rezulta:
¢, =limf(x,)<limg(x,)="¢, siteorema este demonstrata. m

n—ow n—w

E TEOREMA 32 (Criteriul clestelui)
Fie functiile f, g, h:D >R, x, € D' un punct de acumulare pentru D si

Ve7(x,), astfel incat f(x)<g(x)<h(x),VxeVn(D\{x,}). Daca
limf(x)=limh(x)=/¢, atunci limg(x)=".

X—Xq XX XX

Demonstratie
Fie (x,),x,eVN(D\{x,}), un sir cu limita x,. Rezultd ci
f(x,)<g(x,)<h(x,),VneN. Dar limf(x,)=¢=limh(x,) si aplicind

criteriul clestelui pentru siruri rezultd cd limg(x, )=/ Cum sgirul (x,) a

fost ales arbitrar rezultd cd limg(x)=/. ®

,%MMW

o T .1
1. S& se arate ca limx®sin—=0.
x—0 X

Solutie

. ey 1 s 1 .
Avem inegalititile —x*> <x’sin—<x’, VxeR si 111101 x*=0= hnol(—x2 )
X X X

o . o 1 1
Cu criteriul clegtelui rezulta ca hngl x”sin—=0.
X—> X

x—0 X

% 2. 83 se calculeze limx- {l}
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Solutie 4 Tema
Folosind definitia partii intregi se obtine: Sa se calculeze:

1
l—1 < {l} Sl, Vv xelR'. De aici rezulti ca: lxl—rfl(x 1): e
X X| x 1 9
1 1 J linolx(sin—+sin—J;
1—x<x-[—}£1,Vxe(O,+oo) si 1—X>X-|:—:|21, = = *
N o o
V x (-, 0). Prin trecere la limitd se obtine ca x>0 X 7

. 1 . 1 e - <
limx- {—} =1gi limx- [—} =1, deci limita ceruta este egala cu 1.
x—0 X x—0 X

x>0 x<0

3. Fie f,g2:D >R si x, e D' un punct de acumulare pentru D.
Sa se arate ca daca limf (x) =0, iar functia g este marginita, atunci

lim(f(x)-g(x))zo. 0

X—Xq

Solutie
Deoarece functia g este marginita rezulta ca exista M > 0, astfel incat

|g(x)|<M, vx e D. Atunci:
~M<g(x)<M si -M-|f(x)|<f(x)-g(x) < M[f (x)
Dar im M- |f | Ozhm( |

X=X XX

(X)|) si cu criteriul clestelui se obtine

cd limf(x)-g(x)=0.

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se arate ca: e) lim (x+1—\/;) =
X—>+w0
a) limsin ‘Inx =0; 2 .
x—-1 X — ) f) lim X" +SI1nx = too;
b) limsinx-cos =0; e X
xom X-7 g) lim (2+cosx)-e* = +oo;
X _ 1 X—>+00
c) li =1 i i . = +o0;
lim 11 h) 31)11100(3+sm x) In x = +00;
. .1 <2
d) lim| x + arcsin— | = +oo; i) lim —sinx |= +o.
x—>® X x—>+o| x+1
APROFUNDARE
Al. Sa se calculeze: o[ 1 2
a) lin(} x> [7]; x X
X—> X
o) llm [x] [2x]+ +[nx]
X
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A2. Fie f:R—> R, astfel incat

f(x)-sing< || A4. Fie f:D—>R,x)cD' un punct de

<|x|,V xeR. acumulare pentru D si ¢ = lim f(x).
XX,
Sa se calculeze lxiir&f(x). Sa se arate ca daca f>a,ael,
atunci exista o vecinatate Ve
A3. Sia se determine, daca exista: e ¥ (x), astfel incat f(x)>f(a),
a) lime (1+sinx); Verm(D\{xo}).
b) 1imx(a+sin x), ackh. (Functia f este marginita inferior

X—>00

pe multinea VA D\ {Xo} J)

@D UMITELE FUNCTILOR ELEMENTARE

Folosind operatiile cu siruri care au limita si teorema lui Heine se pot
gasi cu usurinta limitele functiilor elementare in punctele de acumulare ale
domeniului de definitie.

Daca f:D —> R este o functie elementara, iar x, € D, atunci are loc

urmatorul rezultat general:

= TEOREMA 33
Fie f:D —> R, o functie elementara si x, e DND'. Atunci limf(x)=£(x,).

X—Xg

Aceasta teorema arata faptul ca limita unei functii elementare intr-un
punct din domeniul de definitie este chiar valoarea functiei in acest punct.
Asadar, in asemenea cazuri calculul limitel nu comporta nici o dificultate.

Pentru cazul in care x, €D' este un punct de acumulare al dome-

niului de definitie dar nu apartine acestuia, calculul limitei se poate deter-
mina fie prin lectura reprezentarii geometrice a graficului acesteia, fie prin
folosirea operatiilor cu limite de giruri.

Vom ilustra aceste modalitati in cazul principalelor functii elementare.

e Functia polinomiala

Dacd f:R—>R, f(x)=ax"+ax"" +...+a,, este functie polinomiala
de gradul n, n e N, atunci avem:
a, -(+oo), neN
{ao, n=0

limf(x) =

X—0

)

lim £ (x) = {2 () 0 EN
n=0

X—>—0
a,,
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e Functia radical de ordin par

Fie f:[0,+0) >R, f(x)= Yx. Lecturand

graficul functiei se obtine ca lim ¥/x = +o.

X—>00

e Functia radical de ordin impar

Pentru f:R >R,
f(x)z%/;, n impar, avem, prin
lecturare grafica: 1{1_)112{‘/; =+o0| g1
lim ¥/x = —co.

e Functia exponentiala

Fie f:R—(0, +), f(x)=a%,
a>0,a=l. in functie de valorile
lui a avem graficele din figura 3.

Y4 +oo0

Figura 2

Figura 1

O X X

x)

—o0

£(

Figura 3
£(x)}----7
0o
__/‘.Z f(X)E +o0
—0 x O X —0
Din lectura grafica se obtine:
.. |Aeoy, ax>1 0, a>1
lima* = g1 lima* =
x> 0, a<l x> +oo0, a<l1

e Functia logaritmica

Fie f:(0, +) >R, f(x)=log,x,ae(0,+o)\{1}. Studiind graficele
functiei in functie de valorile lui a se obtine:

lim log, x =

X—>+0

+o0, a>1
-0, a<l

x>0

Figura 4

si linol log, x =
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e Functii rationale
Fie f, g: IR > R functii polinomiale de gradul p, respectiv q:
f(x)=a,x"+ax"" +..+a, g(x)=bx+bx"" +...+b,.

Dacé o, o, ..., &, €R sunt solutiile ecuatiei g(x)=0, fie A={o,, a,, ..., @}

si functia rationalda h: R\ A >R, h(x)= f(x)

g(x)
Daca x, R, existd situatiile:

f(x) }l{lﬁr}gf(x) f(x,)
)

e x, € R\ A siatunci lim == =
’ HXog(X) hmg(x) g(xo

XX

b

a,

%~(+OO),p>q b—°’(—oo)p7q,p>q
f 0 . 0
* X, =1 lim—(X) =Ja, $1 lim f(x) =< a, ;
X—>0 g(x) b—O, p:q X—>—0 g(X) b_o’ p:q
0, p<q 0, p<q
e x,eA={0, 0, .., 0.} si A este nevida. In acest caz sunt posibile

situatiile:

a) f(x,)#0,g(x,)=0. In aceastid situatie se calculeazi limitele

laterale ale functiei h in x,.

" Exemplu

2
e Fie h:R\{-1,1} > B, h(x)=— > !

(x+1)(x-1)"
Pentru x, =-1 se obtine h(-1-0)= Oi =—o g1 h(-1+0)= Oi =+, deci h
) )
nu are limita in punctul x, =-1.

Pentru x, =1 se obtine h(1-0) :Ol =+, h(1+0) :Ol =+o0 §i astfel linllh(x) =40,

(+) )
b) f (XO) =0, g(xo) =0. In acest caz se obtine o nedeterminare de forma

o Avand in vedere descompunerea in factori a functiilor polinomiale f si g,

functia h se poate simplifica cu x-x,, ajungandu-se la o alta functie

rationala h, si se reia analiza pentru h, (x).

179



B Analizd matematica ® |. LIMITE DE FUNCTII

IS Exemple
2 — — —

°1im—x2_3X+2:lim(X D(x-2) o x-2_1

-l X% —4x +3 X—>1(x—1)(x—3) -lx -3 2

. xP-3x+2 . (x—l)(x2+x—2 x*+x-2
e ]lim — = lim . = =

x—1 (X—l) x—1 (X—l x—1 (X—l)

—lim(x_l)(X:2): X+22:i:+w

x—>1 (X _1) x—1 (X _1) O(+)

e Functiile trigonometrice
e Functiile trigonometrice directe sinus, cosinus, tangenta si cotan-
genta nu au limita la +oo gi —oo, deoarece sunt functii periodice.

e Functia tangentd nu are limitd in punctele x, = (2k — l)g, keZ. Din

lectura graficului acesteia se obtine: tg(x, —0) =+ si tg(x, +0)=—0.

e Functia cotangenta nu are limitd in punctele x,=km, keZ. Din

lectura graficului acesteia se obtine: etg(x, —0)=—= si lctg(x, +0) = +ox.

Pentru functiile trigonometrice inverse prin lectura grafica se obtine:

lim arctgx = —g, lim arctgx = g g1 lim arcctgx =7, lim arcctgx =0.
4 Tema

1. Sa se calculeze:
a) lin;(3x2—9x+7); b) lim(—2x3+7x);

X—

c¢) lim (—3x5 +4x + 1);

X——000

d) lim

x—9

(vx)s

g) limlog, x;
x—8

j) lim
X—>—®©

2%;

m) lim arcsin x;
x—>-1

p) lim
x—>3n

x>3n

ctg x;

2. Sa se calculeze:

a) lim
X—o

d) lim

X—>0

e) lim ¥x;
X—>—0

h) limlog, ;5 x;
x—0 ’

x>0

k) lim

X—>©

(-1

n) lin} arccosx;

X
2

q) lirgl tg x.

X—>—
2
3n
X<—

2

2 2
3x +5x; b) lim ); 25 :
2x+7 x5 x° —125
3, .2 2
1 . 4x+3
ax2+x + Lach; e) 11mX2+ X+ ,
2x"+x-1 x>-1x"+2x+1
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£) lim ¥x;

X—©

i) lim1l 5
i) X1_r)g og 5 X

1) lim sinx;

T
x>
3

o) limarctg x;
X—®

3
x° —4x
li ;
) lim——
2
f) lim — > *+8

x>2 x2 _4x+2



B Analizd matematica ® I. LIMITE DE FUNCTII

X OPERATII CU LIMITE DE FUNCTII

Operatiile cu limite de siruri dau posibilitatea demonstrarii cu
usurinta a operatiilor cu limite de functii.

16.1. ADUNAREA, INMULTIREA, CATUL SI RIDICAREA LA PUTERE

E TEOREMA 34
Fie f, g:D —> R doua functii reale si x,€D' un punct de acumulare

pentru D, iar limf(x)=/,, limg(x)=1¢,.

a) Daca operatia ¢, + ¢, are sens in R, atunci:
lim (f (x)+ g(x)) =limf(x)+limg(x).

X—X( X=X X—X(

Limita sumei este egala cu suma limitelor.

b) Daca operatia /, -/, are sens in R, atunci:

lim (£ (x) - g (x)) = (lim £(x))-(lime(x)).
Limita produsului este egala cu produsul limitelor.
c) Daca operatia j—l are sens in R, si g(x) =0, xeD, atunci:
“ 2
Iimf(x
Jim L) _ o ( ).
—x g(x)  limg(x)

XX

Limita raportului este egala cu raportul limitelor.
d) Daca operatia £1/2 are sens in R sl exista o vecinatate Ve 7 (XO),

astfel incat (f (x))g(x) are sens V x e V(D \{x,}), atunci

X lim (x)
lim (f(x))g( ) (lim f(x))’ong .

X—>X( XX

Limita unei puteri este egala cu puterea limitelor.

Ca ¢i in cazurile limitelor de siruri, pentru operatiile cu limite de
functii exista cazurile de nedeterminare:
0 o

0 0
OO—O0,0~OO,—’—’0,00,1°°,
o0

Aceste cazuri de nedeterminare se rezolva prin procedee asemé&nai-
toare cu cele de la siruri sau avand in vedere anumite limite fundamentale.
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Astfel avem:

sinx arcsinx _ tgx arctgx

1. Iim =1, Im————=1; 2. lim—===1, lim =1;
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X
. (1+x) -1 : 1Y , 1
3. im—~— =r, Vrelk; 4. lim|1+=| =e, Uim(1+x)x =¢;
x—0 X X—>00 X x—0
In(1+x x _
5 1m0 i @ T 6 limxdnx =0, lim P o,
x—0 X x—0 X x—0 X—oo  x

x>0

16.2. LIMITE DE FUNCTII COMPUSE

Fief: D > Rsiu:A — D doua functii reale de variabila reala, iar
h:A—> R, h=fou, functia compusa a acestora.

Daca x,e€A' este un punct de acumulare pentru multimea A, ne
punem problema daca functia h =fou are sau nu limita in x,. Conditiile in
care aceasta limita exista sunt date de urmatorul rezultat.

E TEOREMA 35
Fie x,€A' si u(x,)=u,eD’, puncte de acumulare pentru multimile

A s1 D. Daca sunt indeplinite conditiile:
a) limu(x) =u,; b) u(x) #U,, Vxe A\ {XO}; c) lim f(y) =/,

y—uo

atunci lim f(u(x)) =lim f(y).
y—up

X—Xq

Demonstratie

Fie sirul (x,), x, e A\{x,} si limx, =x,. Deoarece u: A —» D rezultd
cd u(x,)eD. Din conditia a) rezultd ca lnig}u(xn) =u,, iar din conditia b)
rezultd cd u(x,)eD\{u,}. Sa notdm y, =u(x,). Se obtine un sir (y,) din
D, cu limy, =1ni£§u(xn) =u,. Asadar u, este punct de acumulare pentru

multimea D.
Rezultd cd limf(y, )=/ si de aici se obtine lim f(u (x, )) =/

n—oo

In concluzie, pentru orice sir (x,) cu x, e A\{x,} si limx =x,

n—ow

rezulta ca lim f(u(xn )) =/ si astfel, lim f(u(x)) =limf(y).m

y—=uo

<> OBSERVATII
1. Teorema anterioara permite inlocuirea calculului limitei functiei fou in
X,, cu calculul limitei functiei fin u,.

182



M Elemente de analizd matematica  I. LIMITE DE FUNCTII

2. Daca limu(x)=u, si limf(u)=f(u,), atunci limf(u(x))=f(limu(x)).

X—X( XX XX

Se spune ca limita functiei comuta cu valoarea functiei.
3. Dacd limu(x)=0 si u(x)=0,V x €A, atunci:

. lim sinu(x) _1 . Lim arcsinu(x) 1 lim tgu(x) _1
XX u(X) X—Xq u(X) X—=Xo u(X)

1 In(1
limwzl; . lim(1+u(x))U(1X) —e; - limmzl;
XX u(X) XX X=X u(X)

T )
. 1132 o) =1Ina, a €(0,+0)\ {1}; . lirgu(x)lnu(x)zO.
Sa se calculeze:
. . . l 1 3 COSX
a) lim S0, b i SIROX TSN ) lirn—n( T ); T
x>0 4x x>0 gIn X + 2s1n 3x x>0 X°+X x50 ¥ 9

Solutie

=—lim =—,
4 x>0 3x 4

3x 4

a) Avem succesiv: lim(

x—0

sin 3x 3) 3 sin3x 3

b) Avem, folosind operatiile cu limite de functii, lim SIn6x +sn2x

x>0 s X + 281N 3X

sin6x sin?2x ; ;
X[ . " - j 6.s1n6x+2.s1n2x 6o 8
— lim —— : = lim — 6% ' S =2
x>0 (smx s1n3xj x->0  sInX sin 3x 1+6 7
X +2 +6-
X X X 3x
In(1+x+x’ In(1+x+x’ 3 8
¢) Se obtine: 1im(2—)=1im[ ( - ).X;X Jz 11im 2T o
x50 X +X x>0 X+X X +X =0 X7 +X
2
“lim 1T o,
0 x+1

x—0 X

COSX 2 2cosx—1 _1 cosx-1 B
d) linol2 2:Iimgzhg}[2 1j'hm(2xx j_hmcosx 1_
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EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
El1. Sa se calculeze, in cazul in care f) lim(\/E—\/E)'
exista, limitele functiilor f:D > R, X0 ’
in punctele specificate: g) lim(ﬁ/ﬁ _ Q/E)
a) f(x)=x3+2x—7,x0e{1,ioo}; X
b) f(x)=—x"+3x>-11, x, €{0, +oo}; E5. Sa se calculeze:
c) f(x)=—2x5+11x3+x,xoe{—], ioo}. a) limsnrlGX b) lim sin6x,
x>0 Tx x—0 sin5x’
. 2 .
E2. Sa se studieze existenta limitei func- c) lim s41nx d) lim w
tiei f: D > R, in punctul x,: x>0 x* + x x>0 sin4x +sinx’
< ) i sm(x —x) b 1 1)
a) f(x)=ﬁ, X, e{2, -1, ioo}; e lellﬁs Xl_I)g XSID; 5
x®+2x%+1 sinx sin™ x
b) £ ————> %, €{0, 1, +oof; lim s h) im———— , neN;
) ( ) xt-2x+1 " { } g) x—>0tg3 )X—>°sm( n)
3
x° -1
c) f(x)=47_1, x9€{0, 1, -1, £ oo}; i) Tim 1- cx;st’ i) lim cos3x—cosbx
: x—0 X x>0 cos4x — cosbx
2x° +4x+6
d) f(x)=———, x5, €{-1, £ o}.
) £(x) 3x%+2x+5  ° { ) E6. Sa se calculeze:
. ln(1+x3) . ln(1+x+x2)
E3. Sa se calculeze: a) lim———"; b) lim——*;
3 3 =0 X +X x—0 sinx
. (x+1) —(x—l) 2
a) lim 5 53 1n(1+2x) ln(x +x—1)
% (x+1)° + (x~1) e R e e
) x>0 ln(1+x) x>l ln(x +x—1)
b) lim x +x+1
x>0 2\3’ In(1+x+x%)+In(1-x+x>
(1+X+X) e) liII(} ( )2 ( )‘
X—>
(2x+1)(3x+1)(5x+1) *
c) lim 1 R
= (x+2) —(x+1) E7. Sa se calculeze:
8 8 X
. X =2 . 2 X _q
D LI—I}ZIXG—Z(;' 2) }(1_1)1(‘)1x2+ 3 b) }(EI(}X +x2’
. 3x _ 1 . 2x +1 _ 2
E4. Sa se calculeze: c) }(1_1,1(} 9% _ 1; d) il_rj} g<+ _g"

a) linll(\/; . W),
X—>
b) 1im(2§/§ + e~ + sin® x);

2
¢) lim \/x +5 . d) lim x“+5

1
Xo® x—>—0 3x c) 1im(1+sinx)§;

E8. Sa se calculeze:

1 1
a) lim(l + 3x);; b) liln(l +5x% + x)x;
x>0 x—0

X—>0

1
e) lim| arctgx+— [; x+1
)i [ ex &) d) 11m(1+x+x)tgx, e) lim [L”) .
x50\ X+ 5
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Al.

A2,

A3.

Ad4.

A5.

Sa se determine a, b € R, astfel incat:

Sa se determine a, b, ¢ € R, astfel
incat:

6 5
ax’ +bx’ +1

5 sa fie finita;
(x-1)

a) lim

ax?+bx® +6x+c¢
(x-1)’
c) lim(\/x2 +x —ax—b) =/2;

X—>00
bx-1Y"
)2( ):e_3.
x"+1

Sa se calculeze:
. 34252
045 4252’

b) hmz +5%-4*-3 ,
20 5% 4% ¥ 2%

sa fie finita;

X—>00

d) lim [a +

2 _ x+1
d) lim w .
x—o| 2x° +3x—1

Sa se calculeze:
.oWl-x-1
a) lim 3

>0 X+x

APROFUNDARE
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A6.

AT.

AS.

b) lim\/1+x2 —J1-x_
01 _Ji-x
c) lim(\/x+3 -3Vx+1 +2\/;);

X—
d) lim V2 +x+2-+/3x+1 .
X"1\/1(2—x+9—\/x2+x+7’
Yx+7-Vx+3

e) lim

1x+7-B-x

Sa se calculeze:

. 2arcsinx+ sinx
a) lim——————;

x>0 arcsinx + 2sin x

sinx + sin2x + sin3x

b) lim ;

-0 tgx+tg2x+ tg3x
sinx + 2sin2x+...+ nsinnx

tgx+2tg2x+...+ ntgnx
\/l—sinx—\/l—sin2x_
N1-x-+1-%% ’

e) lime —cos4dx

9
x>0 x* 4+ x*

2sian _ 2tg2x

c) lim
x—0

d) lim

x>0

m 2tgx 2sinx ’
x>0 —
1
g) lim(l +sinx+sin2x+...+ sinnx)tgx;
x—0

1
h) lim(1+ tgx+ tg2x+... + tgnx)sinx.
x—0

Sa se calculeze:
ln(1+ax)
im—— =, a,be (0, oo).
x-® ln(l + b")
Fie f : D > R, o functie periodica
neconstanta, astfel incat +w este
un punct de acumulare pentru D.

Sa se arate cad functia f nu are
limita la +oo.

A9. Sa se calculeze:

a) limx*;
x>0

1 x-1
°) lxlgll(ln x> j )

b) lxi_r)r&(sin x)x s
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@ ASIMPTOTELE FUNCTIILOR REALE

17.1. ASIMPTOTE ORIZONTALE

Fie functia f:R— (0, +=), f(x)=a*, a>0,a=1, functia exponentiala

cu baza a. Imaginea geometrica a graficului functiei exponentiale, denumita
curba exponentiala, este redata in figura 1.

YA YA Figura 1
>1
M(x, f(x))) M. £0)
! I | | i
Nk, 0) O x 0 N& 0) x

Fie punctul M(x, f(x)) pe curba exponentiala si N(x, 0) proiectia lui M
pe axa Ox.

Lungimea segmentului [MN] este K(x) = |f (X) - O| =a*.

In clasa a X-a s-a pus in evidenta proprietatea ca axa Ox este
asimptota orizontala spre +oo daca 0 < a < 1 g1 este asimptota orizontala
spre —oo daca a > 1.

Aceasta proprietate s-a descris intuitiv observand ca lungimea
segmentului [MN] tinde sa devina oricat de mica atunci cand x — +oo,
respectiv x — —oo,

Faptul ca axa Ox este asimptota orizontald a functiei exponentiale se
exprima cu ajutorul limitelor de functii astfel:

* lim/(x)=lima* =0, pentru 0 <a<1.

X—>+00 X—>+0

* lim ((X) =lima® =0, pentrua > 1.

X—>—00 X——0
Aceasta observatie particulara poate fi extinsa la cazul unei functii
f:D— R pentru care +w, respectiv —o sunt puncte de acumulare, iar D

contine intervale de forma (-, a) sau (a, + ).

+ DEFINITII
eDreapta y = a este asimptota orizontala spre +w a functiei f daca
limf(x)=a.

X—>00
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lim f(x)=a.

X—>-

IoDreapta y = a este asimptota orizontala spre -« a functiei f daca

Q RETINEM!
Problema asimptotelor orizontale pentru o functie f:D —> R se pune
numal la +o g1 —o0 g1 numai daca +o sau —o sunt puncte de acumulare
ale multimii D.

Problema regyolvalic

&  Sa se determine asimptotele orizontale ale functiilor:

2x” X_|X| )

a) f:R-> R, f(x)= b) f:R->R, f(x)=

x> +x+1 x?+1°
Q) f: (1 4+0) 5B, i) = —2X . d)f: (2 2) > B, fx) = In( - ).
1+Inx
Solutie
a) In acest caz oo sunt puncte de acumulare ale domeniului de definitie.
. . . 2x” . . 2x”
Se obtine: lim f(x) = lim————=2 1 lim f(X) =lim ———-—=2.
X—00 x>0 ¥ +X+1 X—>—00 Xo-0 x +X+1

Rezulta ca dreapta de ecuatie y = 2 este asimptota orizontala spre +o
s1 spre —oo a functiei f.

b) +oo sunt puncte de acumulare pentru domeniul de definitie.

2
X _ .

Se obtine lim f(x) = lim

X—>0 X—>0 X

=1 ¢i limf(x) = lim — n
X—>—00 X*)*OCX +

Rezulta ca dreapta y = 1 este asimptota orizontala spre +oo, iar
dreapta y =—1 este asimptota orizontala spre —oo.

41

¢) In acest caz numai +w este punct de acumulare pentru D = (1, +o0).

1 .
nx _ 1. Dreapta de ecuatie y = 1 este

Se obtine lim f(x) = lim
X0 x>0 1+ ]nx

asimptota orizontala spre +ow a functiei f.
d) D = (-2, 2) fiind multime marginita, o nu sunt puncte de acumu-
lare si nu se pune problema asimptotelor orizontale pentru functia f.

17.2. ASIMPTOTE OBLICE

Fie f : D — R o functie astfel incat +oo sau —o sunt puncte de acumu-
lare pentru D, unde D contine intervale de forma (—oo, a) sau (oc, + oo), si
dreapta (d): y=mx + n, m e R". O dreapta paraleld cu axa Oy intersecteazi
imaginea geometrica a graficului functiei f si dreapta (d) in punctele M(x,
f(x)) si N(x, mx + n).
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Lungimea segmentului [MN] este /(x)= |f(x) - mx — n|.

y y
y=f(x)
y==f;;;\\“‘———
:Q M(x, £(x))
O X O X
N(x, mx + n)

Figura 2
+» DEFINITIE

e Dreapta de ecuatie y = mx + n este asimptota oblica spre +o,
(respectiv —0) a functiei f:D —> R daca distanta dintre dreapta si
imaginea geometrica a graficului, masurata pe verticala, tinde catre zero
cand x tinde catre +owo, respectiv —oo.

Cu ajutorul limitelor de functii rezulta ca:
Dreapta y = mx + n este asimptota oblica spre +oo (respectiv —o) a
functiei f daca lim |f(x) - mx — n| =0, (respectiv lim |f(x) - mx — n| =0).

X—>0
Problema existentei asimptotelor oblice pentru o functie f:D >R si
modul de determinare a acestora sunt cuprinse in urmatoarea teorema.

EE TEOREMA 36
Fief:D—o>R.

a) Daca exista lim f(x)

X—>0 X

=melR s n=lim (f(x) - mx), neR, atunci

dreapta y = mx + n este asimptota oblica a functiei f spre +oo si reciproc.

o f(x) . . .
b) Daca exista im——~=meR sin= lim (f(x)—mx), nelR, atunci

X—>—0 X X—>—0

dreapta y = mx + n este asimptota oblica a functiei spre —o i reciproc.

Demonstratie

a) Considerdim ci exista lim @ =m, melR si lgq}o(f(x) - mx) =nelk.
Atunci lxiilo}(f(x)—mx—n)=££n£(f(x)—mx)—n=n—n=0, deci y=mx+n
este asimptota oblica spre +o.

Reciproc

Presupunem ca dreapta y = mx + n este asimptota oblica spre +o, deci
lim (f(x) —mx — n) = 0. Avem: f(x)-mx= [f(x) —mx — n] +n, de unde se

X—>0
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obtine 1im(f(x) - mx) = 1im(f(x) - mX — n) +n=0+n=n. Din egalitatea

X—0 X—0

f(x) m = f(x)-mx rezulta ca lim [m _ mJ - hmf(x)——mx 2 _0, deci
X X X—>0 X X—®© X o0
m = limlx).
n—owo X

b) Se demonstreaza analog ca in cazul a).

> OBSERVATIE
e O functie nu poate avea simultan asimptota orizontala si asimptota oblica
spre +oo, respectiv spre —oo. In caz contrar, ar exista constantele m 3 IR,

n,aeclR astfel incat lim(mx+n-a)=0, respectiv lim (mx+n-a)= 0,

X—0

ceea ce nu se poate.

Problome regoluate

X 1. Sa se determine asimptotele oblice ale functiei f:R— IR,

X
f(x)=
( ) x2+1
Solutie
f(x 2
a) Avem: lim (—) —lim ——— = lim ZX— =1, decim=1
X—>+00 X X —>+0 XZ + 1 X—>+0 X° +

X—>+0 X—>+0

2
Rezulta lim(f(x)—x)zlim( = _ij

=lim =X =0=n, deci dreapta y = x este asimptota oblica
oy +1(x+\/x2 +1)
spre +oo.
f(x) x’
b) Avem lim = lim =-1, deci m =-1.
) x>0 ¥ X—>—0 ,X —o0 X2 +]_
2
Rezultd lim (f(x)+x)=lim (X—-i-X): lim = -
X—>—0 X—>—0 /XZ +1 X—>—0 \/X2 +1. (\/XZ 11— X)

=0=n, deci dreapta y = —x este asimptota oblica spre —oo.

2. Sa se determine constantele a, b € R, astfel incat dreapta y = 2x — 3 sa
ax’ + bx® -3

fie asimptota oblica spre +o pentru functia f:R >R, f(x)= oty 1
x? +
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Solutie
1. f(x) .
Impunem conditiile lim =2 g1 lim (f(x) - 2X) =-3.
X—>+00 X X—>+00
f 3 2 _
Avem lim ﬁ =lim w -2 2, de unde se obtine a = 4.
D ¢ X—>+00 2%° + X 2

3 2 2 _ _
De asemenea, lim(f(x) - 2x) = lim (éb(;z—bxli% - 2XJ im bx’ ~2x-3 =
X—>+00 X—>+00 X +

= -3, de unde se obtine b = —6.

17.3. ASIMPTOTE VERTICALE

Sa consideram functia logaritmica f:(0, +) >R, f(x)=log,x,a>0, a#1.

Reprezentarea geometrica a graficului functiei f, numitda curba
logaritmica, este data in figura 3.

y y
NG 169
i X

0 0]

N(O, £(x)) -__l%f(x)) -

Figura 3

Fie M(x, f(x)) un punct oarecare pe curba logaritmica si N(0, f(x))
proiectia lui M pe axa Oy. Se observa ca pentru x — 0 lungimea segmen-
tului [MN] tinde catre zero, iar

lim f (x) = {+oo, pentru a<1

x—0
x>0

—, pentru a>1

Aceasta caracterizeaza faptul cunoscut ca axa Oy, dreapta de ecuatie
x =0, este asimptota verticala a functiei logaritmice.

Fie f:D > R si x, € R un punct de acumulare finit pentru multimea D.

++ DEFINITII

eDreapta x = x, este asimptotd verticala a functiei f daca cel putin
una dintre limitele laterale f(x, —0) sau f(x, +0) exista si este infinita.

eDaca f(x,— 0) este +oo sau —oo, dreapta x = x, se numeste asimptota
verticala la stanga.
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eDaca f(x,+ 0) este +oo sau —oo, dreapta x=x, se numeste asimptota

verticala la dreapta.
e Daca limitele laterale ale functiei f in x, sunt infinite, dreapta x = x, se

numeste asimptota verticala bilaterala.

X  Sa se determine asimptotele verticale ale functiilor:
X

a) f:R\{-1,1} >R f(x)=— o b) £:(0,0) >R, f(x)=
X2 —

1 .
E’
c) f:R->R f(x)=x"+x"
Solutie
a) Domeniul de definitie al functiei este D = (-0, —1)U (-1, 1)U (1, ®).
Avem f(-1-0)=-ow, f(-1+0)=+ow, f(1-0)=-w, f(1+0)=+x. Rezultd ca
dreptele x = 1 g1 x = —1 sunt asimptote verticale bilaterale.
b) Avem f (0 +0) = +o. Dreapta x = 0 este asimptota verticald la dreapta.

c) Pentru oricare x, € R, limf(x)=x; +x; € R, deci f nu are asimptote

XX

verticale. Mai general, functia polinomiali nu are asimptote verticale.

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se determine asimptotele functi- || E3. Sa se determine asimptotele functi-
ilor f:D>R: ilor f:D>R:
a) f(x) = (1 3 D W= s a) f(x) = Vx* +1;
X X -
) ) b) f(x) = Vx*-1;
x“ -1 x“ -9 1
c) f(x) = s d) fx) = ———; =_xX"° .
) f(x) Z 1 ) f(x) Z_3x12 c) f(x) =
X3 X4 —X 2
e) f(x) = 2 s ) f(x) = TN 2 " d) f(x) = X .
(x-2)(x*-9) Nrcr
E2. Sa se determine asimptotele functi- ¢ x-1
ilor f:Do>R: e) f(x) =x x+1
a) f(x) = ‘ ‘ , b) f(x) = x—2; E4. Sa se determine a, b € R, astfel
3 ‘xz— ‘ incat functiile f:D - R sa admita
c) f(x) = ; d)fx)=—1; asimptotele specificate:
‘Xz -1 x-1 x* +ax
a) f(x) = ,y=x+1;
) £x) ‘ X‘ x+2
e) f(x) = . 2
1+|x-1] b)f(x)=w, y=2x-3.
2x+3

191



M Elemente de analizd matematica  I. LIMITE DE FUNCTII

Al.

A2,

A3.

Sa se determine asimptotele functi-
ilor f:D > R:
1

a) f(x):x-e;;
b) f(x):x'ln(xz—l);

1
c) f(x):xeﬁ;
d) f(x)=(x—1)ln(1+i).
— 1 .
_ln‘x—l"

5 ) £(x)

Inx

) f(x)=(x+1)e ™7

2
X
3x_27’

x*+1

e) f(x)

h) f(x)=

i) f(x)=
) E(x) =3
Sa se determine parametrii reali a
si b, astfel incat functiile f: D - R
sa admita asimptotele indicate:

a) f(x) =

ax* v x_3:
(bx+ 2)3’ ’

b) f(x):x‘n’/ax3 —-bx%, y= 2X—é;

ax+ b)e®
c) f(x)zi( 1+e’)‘

_(x+a)(x+a+1)

d) £(x)=

’ Y=2X—1;

x+a+2 yy=x-a+sd.

Sa se determine asimptotele func-
tiilor f: D —» R, in cazurile:

li,xs—l
-X

a) f(x) =

o1

APROFUNDARE

A4.

A5.

TESTE DE EVALUARE
Testul 1

Sa se calculeze limitele sirurilor (a,):

1 1 1
a) an:(l_?,].[l_ﬁj.'".[l_Ci_‘_lj’ b) a,

192

1
— ,xeR\Z
X S1n TX 5

0, xeld

b) f(x) =

C) f(X) =1 0,

X+sinx
D f(x): 2+sinx;
l, xeR\Q
e) f(x): Xl H
,xe@Q

\x2+1
2

%,XGID\Q

f £(x)={* +

X3

- xel
x“+x+1

Sa se determine a € R, astfel incat
2
. -5x+4
functia f:D-> R, f(x) = %
x“ +a“x+2a
sa aiba o singura asimptota verti-
cala.

Se considera functia f:D->R,

f(x)=ax+vbx’+cx-1, a, be(0,+x),

ceR. Sa se determine parametrii
a, b, c astfel incat dreaptay =2x + 1
sa fie asimptota oblica spre +wo, iar
y=-1 sa fie asimptota orizontala
spre —oo.

(Electrotehnica, Craiova, 1972)

(2p.)

Y2 +33)Y
~ -
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O 2.

0O 2.

Sa se calculeze:

7 1
-7(x-1)-1 1
a) lhn%; b) lim(1+x? - e*)i-oo2x, (3p.)
x—1 (X— 1) x—0
1 2
Fie sirul cu termenul general a, =1n w
n(n + 3)

a) Sa se calculeze S, =a; + a, +...+a,. b) Sa se calculeze limS . (ASE, Buc., 1996)

X—©
(2p.)
x”+ax+3, x e (o0, 1]
Se considera functia f:R >R, f(x)=1{3x+b . Sa se determine
i’ xe (1, +»)

f(x)-f(1
a, be R, astfel incat f sa aiba limita in x =1 si sa existe linlli(x) ( ) (2p.)
x— X —

Testul 2
Sa se calculeze limitele sirurilor:
a) an=4 ro ,yaoelk;
5" +3"
b) a, =a-\/9n2 +1+bV4n? +1 +n, daca 3a+2b+1=0.
(3p.)
Sa se calculeze:
a) Tim In(1+sinx-sin2x-sin 3x); b) lim gsinmx _ gtgnx
x>0 tgx-tg2x.tgdx x-1 x—-1
(2p.)
Se considera sirul (an) dat prin relatia: a, =0,a,,;,=a,+2n+2,n>1. Sa se
calculeze:
1-3+2-4+...+n(n+2
a) lim\/ ( ); b) 1im[1+1+...+1j. (2p.)
n—o a g noo| a, ag a,

2
<
Se considera functia f: R > R, astfel incat: f(x)+2f(-x)= {:)( X _(()).
, X>
a) Sa se studieze daca f are limita in x=0.

b) Sa se determine a, b e R pentru care 1in}(x+ a)=2 si limlf(x+b) =1.
x> X—y—

Testul 3

cosx+|x—1|-e™
Se considera functia f:R-> R, f(x)= lim%.
X—® +e

Sa se determine multimea punctelor x;, € R, in care functia f are limita.

X—® X—>© x°+1

2 \x+1
Pentru care a,beR lim(\/3 x3+x2—ax+b): 1im[1+ 3X ] ? (2p.)
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O 3. Se considera functia f:R—> R, f(x) ={

0O 2.

0O 4.

x*+a®, x<a
x+1, x>a

pentru care functia f are limita in orice x, e R.

S aa .1
Se considera sirul (a,) astfel incat a, = lim

— COSX:COS2X-... - COSNX

x>0 X2

a) Sa se arate ca sirul (a,) este monoton si nemarginit superior.

b) Sa se calculeze

lim[6a“

n—»oo

Testul 4

Se considera sirul (a,), a, = ln(1+ E), n>1.
n

a) Sa se calculeze b, =a, +a,+...+a, nx1.

b) Sa se studieze convergenta sirurilor (a,) si (b,).

. 2%, x<1
Fie f:D—)D,f(x): ) .
4** x>1

a) Pentru care valori a e R, functia f are limita in x;,=1?

. Sa se determine acR

(2p.)

(2p.)

b) Sa se determine acR stiind ca functia g:R->R, g(x)=f(2x-1) are

limita in V x, e R.

Sa se calculeze:

. 1!11+2!2+...+n!n
a) lim 5
n—o (2n)!+3
1
b) 1im[1+2 +3*+...+n ]X
x>0 n+1

Sa se studieze daca functia f :IR - R, cu proprietatea:

2f (2-x)+3f(x) ={

X, x<1

x+1, x>

1 are limita pentru oricare x, € R.
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CAPITOLUL II. FUNCTII CONTINUE

9 FUNCTII CONTINUE INTR-UN PUNCT

1.1. DEFINIREA CONTINUITATII

x+1,daca x<0
Fie f:R > R, f(x)=1x, dacd x €(0, 1) U(1, ), al cérei grafic este repre-
2,daca x=1
zentat in figura 1. y
Lecturand graficul functiei f se observa ca in
punctele x = 0 si x = 1 acesta prezinta ,intreruperi 2
(discontinuitati), iar in toate celelalte puncte 14
xeR\{0,1} graficul fiind reprezentat in mod /
0

yeontinuu“, Sa studiem ce se intampla cu limita
functiei si cu valoarea functiei in aceste puncte.
e Pentru x = 0 avem: f(O—O)zlinol(XJrl):l, Figura 1

f(0+0)=lin()1X=O si f(0)=1.
o Pentru x = 1 avem: f(l—O):lxiilllx:l, f(1+0):lxi£111x:1 sif(l)=2.

« Pentru x e R\ {0, 1} avem lim f(x)=f(x,) dupa cum se observa ugor

considerand cazurile x € (—», 0), x €(0, 1) si x e(1, + ).
Asadar, in punctele x, in care functia f are graficul fara ,intreruperi®

vom avea ca limf (x)zf (XO), iar in punctele in care f are graficul

X*)XO
Jntrerupt” functia f nu are limita sau daca are limita, aceasta nu este egala
cu valoarea functiei in acest punct.

Fie f: D — R o functie reala de variabila reala si x, € D.

++ DEFINITII

« Functia f se numeste functie continua in punctul x, e D dacd x, este

punct izolat al multimii D, sau limf(x)=f(x,) dacd x, este punct de

XX

acumulare al multimii D.
e Un punct x, €D in care functia f este continua se numeste punct de

continuitate al functiei f.
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I e Multimea ¢ = {XO € D|f este continua in xo} se numeste domeniul de

continuitate al functiei f.

< 0BSERVATII

o Daca functia f nu este continud in x,€D, ea se numeste functie
discontinua in x;, iar x, punct de discontinuitate.

o Problema continuitatii unei functii f nu se pune in punctele in care
functia nu este definita si nici la +o0 g1 —o0.
o Conditia limf(x)=f(x,) presupune existenta limitei limf(x) si egali-

X=X X—Xq

tatea ei cu f(x,).

In concluzie, o functie este discontinua intr-un punct x, € D daca nu
are limitd in x, sau dacd are limitd in x,, aceasta nu este egald cu f(x,).

Revenind la cazul functiei f studiate anterior, vom spune ca ea este
continua in oricare x, € R\ {O, 1} si discontinua inx=0gsiin x = 1.

Legatura dintre limitele de siruri si continuitate este data de
urmatorul rezultat.

E TEOREMA 1 (Eduard Heine)
Fie f : D - R o functie reala de variabila reala si x, € D. Functia f este

continua in punctul x,e€D, dacad si numai daca pentru oricare sir

(x,), x, €D si limx, =x, rezultd ca limf(x,)="£(x,).

Problema regyolvalic

“ . . 4x* A
Sa se arate cd functia f : R > R, f(x)= % este continud in
2x° +x+1

X, =1.
Solutie

Folosim teorema 1. Fie (x,) un sir de numere reale, astfel incat
. 4-x* . . .. . .
limx, =1. Avem f(x,)= % si folosind operatiile cu siruri conver-
e 2x° +x, +1

. . . 4.x> 4 R
gente, se obtine limf(x,)=lm_———"—= =1. Avand f(1)=4,
now o 2% +X, +1 2+1+1

rezulta ca functia f este continua in x, =1.
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1.2. CONTINUITATEA LATERALA

Fief: D - R si punctul x, € D punct de acumulare pentru D.

+ DEFINITII

o Functia f se numeste continua la stanga in punctul x,eD daca

lim f(x)=f(x,).

o Functia f se numeste continua la dreapta in punctul x,eD daca

gnxif(x) =f(x,).

<> OBSERVATII

1. O functie f : D —> R poate fi continua la stanga in x,eD fara a fi

continua la dreapta in x,, sl reciproc.

y

I Exemplu -

’+1,x<0 |

Fie f:R >R f(x)=1" X7 !

° L f(x) {2x+2,x>0 |

. . ) 20

Avem: £(0-0)=lim(x*+1)=1, f(0+0) =lim(2x +2) =2 si -
£(0)=1. Se obtine ca f(0-0)=£(0), deci f este continua la 5 '1 p

stanga in x,=0, dar f(0+0)=2=f(0), deci f nu este

Figura 2
continua la dreapta in x, =0.

2. Pentru functia f: [a, b] — R continuitatea functiei in x = a este echiva-

lenta cu continuitatea la dreapta, iar continuitatea functiei f in b este
echivalenta cu continuitatea la stanga.

3. Fief: D > R si x, €D punct de acumulare pentru D in care f are limite
laterale. Functia f este continud in x, daca si numai daca:
f(x,—0)=1f(x,+0)=1(x,).

+ DEFINITII
« O functie f : D — IR se numeste continua pe multimea A c D daca este
continua in fiecare punct x, € A.

e Daci functia f : D — R este continui pe multimea D se spune ca ea este
functie continua.
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O clasa importanta de functii continue o constituie clasa functiilor
elementare deoarece s-a aratat ca pentru orice punct x, din domeniul de

definitie limita in x, este chiar valoarea functiei in x,.

(] RETINEM!

Orice functie elementara este functie continua.

?w&/m@ew/aﬁm{e sinx

X
1. Sa se studieze continuitatea functiei f:R >R, f(x)=< a,x=0

,x<0

cosx, x>0
in punctul x, =0.
Solutie
Punctul x, =0 este punct de acumulare pentru domeniul de definitie

al functiei. Se obtine: f(0+0)= lim cosx =cos0=1, deoarece functia cosinus

este functie elementard. Avem si f(0-0)= lingl SInx
X—> X

Din egalitatea f(0—-0)=f(0+0)=f(0) se obtine a = 1. Asadar, functia f

este continua in x, =0 daca s1 numai daca a = 1.

=1, deci 1x1£13 f(x) =1.

2 nx
2. Sa se studieze continuitatea functiei f: IR > R, f (X) =lim Xl il ix
e 14 e

Solutie

Pentru calculul limitei de giruri, deosebim situatiile:

2
* e <1, de unde x €(-x, 0). Rezultd lime™ =0 si f(x)= Xl +00 =x7
n—ow +
« e* =1, deunde x =0, iar f(O)zwzl;
1+1 2

* e >1, de unde xe(0,+x). Rezultd ca lim(e")n =40 si f(x)=

e™(x%e™ +1 2g-nx
:thZHmL’Ll: 1.

noe @ (e’"" + 1) - |
x’, dacé x € (-,0)
In concluzie, f(x)= %, daca x=0

1, daca x (0,+)

198



M Elemente de analizd matematica © Il. FUNCTII CONTINUE

Rezultd ca f(0-0)=1limx*=0,f(0+0)=1 si f(O):l, deci functia f
x—0 2

nu este continud in x = 0. Deoarece pe intervalele (-«,0) si (0,+x) functia f

este functie polinomiala, se obtine ca multimea de continuitate a functiei
este ¢ =R\ {0}.

3. Fie f : R - R o functie continud in x = 0, astfel incat
f(2x)-f(x)=x, VxeR. Sasearatecad f(x)=x+a,ack.
Solutie

Fie x, € R un numar real fixat. Din relatia data se obtine succesiv:

f(2x,)-f(x,)=x,

2
A Tema

el Zo | g o |2 %o Sa se determine functiile

2 4 4 continue f : R > R, in

cazurile:

................................ a) £(3%)—£(x)=x, x < I
ERNEANS ) £(3x)-f(x)

20—1 2n Zn b) f(3X)—f(2X) =X, X€E R.

pentru oricare n e N,
Adunand aceste relatii se obtine egalitatea:

f(xo):f[z’iglj+xo[l+21_2+m+L], ——

2 2n+1

. X . R . . .
Deoarece Ii % =0 sifeste continui in x = 0, din relatia anterioara,

n—0 2n+1 -

prin trecere la limita dupa n, se obtine:

f(xo):limf(;%J+xo lim(l— 23+1j:f(0)+x0.

n—w n—w

Numarul x,€R fiind luat arbitrar rezultd ca f(x)=x+a, unde

a=1(0). Se constaté ci aceastd functie verifici relatia ceruta.

1.3. PRELUNGIREA PRIN CONTINUITATE A UNEI FUNCTII

Fief:D > Rsi x, D' un punct de acumulare al multimii D.

Daca functia f nu este definita in x,, dar are limita finitd in x,

grgf(x) =/, se poate defini functia g:Du{xO} —IR astfel: g(x)= {E(z)i i < D.
» &= &y
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Functia g este continud in x, deoarece limg(x)=1limf(x)=/=g(x,).

X—X( X—X(
Functia g se numeste prelungirea prin continuitate a functiei f
in punctul x,.

I Exemplu
Fie f: B 5>, f(x)= 2=, Avem limf(x)=lim>—==1. Rezultd ci functia
X x—0 x—0 X
sinx )
g:R-> R, g(x) ={ x ’ este prelungirea prin continuitate a functiei f in x = 0.
1, x=0

1.4. PUNCTE DE DISCONTINUITATE

Fie f : D —» P o functie reala de variabila reala si x, € D. Deoarece

orice functie este continua in punctele izolate din domeniul de definitie,
rezulta ca daca x, €D este punct de discontinuitate al functiei f, el este

punct de acumulare pentru multimea D. Acest fapt permite sa se cerceteze
existenta limitelor laterale ale functiei.

++ DEFINITII

« Un punct de discontinuitate x, € D este punct de discontinuitate de

prima speta pentru functia f, daca limitele laterale ale functiei f in
punctul x, exista si sunt finite.

o Un punct de discontinuitate x, € D al functiei f in care cel putin una din

limitele laterale ale functiei f in punctul x, nu este finita sau nu exista

se numeste punct de discontinuitate de speta Y 4
a doua.
15> Exemple
2x+1,x<1 .
1. Fie f:R->R f(x)= XTLXEE 4y punctul
3x-1,x>1 0 x>
X, =1 avem: f(1-0)=3,f(1+0)=2 si f(1)=3, deci x,=1 /
este punct de discontinuitate de prima speta, (figura 3). Figura 3
) l, x#0 ”
2.Fief:R-> R, f(x) = |X|
0,x=0
In punctul x, =0 avem: f(0—0) =+, £(0+0)=-+o0 R
si £(0)=0. Dreapta x = 0 este asimptotd verticald 0 x

Figura 4
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bilaterala, (figura 4). Rezulta ca punctul x, =0 este punct de discontinuitate de

speta a doua.

1 [
3. Fie f:R > B, f(x)= {0’ e E\ o, (functia lui L. Dirichlet). Aceastd functie
, X € [

are o discontinuitate de speta a doua in orice punct x, € R.

DISCONTINUITATILE FUNCTIILOR MONOTONE

Fie f : D » R o functie reala de variabild reald monotona pe D si
X, € D' un punct de acumulare pentru D. Functia fiind monotona are limite

laterale in punctul x, e D' g1 au loc relatiile:

f(x,-0)<f(x,+0) sau f(x,-0)>f(x,+0), dupd cum functia f este
crescatoare sau descrescatoare.

Mai mult, dacd x, €D, atunci existd inegalitatile: f(x,-0)<f(x,)<
<f(x,+0) sau f(x,—-0)>f(x,)>f(x,+0). Aceste inegalititi conduc la
urmatorul rezultat pentru functiile monotone.

E TEOREMA 2
Fie f: D — R o functie monotona pe D si x, € D un punct de disconti-

nuitate pentru functia f. Atunci x, este punct de discontinuitate de
prima speta.

QMWM
sinl, x#0

Xl Sa se arate ca functia f: R »> R, f(x)= X nu este monotona
0 ,x=0

pe nici un interval care contine originea.
Solutie

. . . o1 C <
1. Fie I < IR un interval si 0 € 1. Deoarece hn(} sin— nu exista, rezulta
X—> X

ca x, =0 este punct de discontinuitate de a doua speta, deci f nu poate fi

monotond pe I.
2. Putem arata ca f nu este monotona si avand in vedere ca functia se
anuleaza de mai multe ori pe L.

Astfel, pentru sinl =0 se obtine x = i, neZ . Luand x, = i, n>1,
X nn nn

rezultda ca x, - 0 si deci in intervalul I exista o infinitate de termeni ai
sirului mai putin un numar finit. Agadar f (Xn) =0, pentru o infinitate de

valori ale lui x_, deci nu poate fi monotona pe I.
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EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
E1l. Sa se studieze continuitatea functi- E3. Sa se determine domeniul de conti-
ilor f:D—> R, 1in punctele speci- nuitate pentru functiile f:D >R in
ficate: cazurile:
2 .
a)f(x):x +x,x,=1; 2) f( ) xsinl,x;tO
X)= H
b) f(x)zx+‘x‘,x0=0; 0 X x—0,
1 b
c) f(x)=2X+;,X0=2; Vx—1sin(x-1) <>1
- 2 ’ .
d) f(x)=x\/;, x, =0. b) f(x)= 3(x"-1) ’
x? +5x -6, x<1
E2. Sa se studieze continuitatea functi- inx + sin 3x
ilor f:D > R, in punctele specifi- 3 , x>0
cate: °) f(x) - x+x :
2 a, x<0
<
a) f(x)= e X_Oaxo=0; 5 \U/x
x+sinx, x>0 1+x
_ |/ .x<0
» f(X)={lnx,x>0’ X0 =0; a, x20
sin 3x ,x<0 E4. Sa se studieze natura punctelor
o f(x)=7 2x » X =0; de discontinuitate pentru functiile
cos3x, x20 f:D —> R, in cazurile:
1-Jx 2x+1, x<0
—,x>1 a) f(x)= x, = 0;
4 -x? ) £(x) {xz—?x, x>0 7
)f(x)= a',x=1 »Xo=1 sin3x oo
su;(ix—él)’xe(o’ 1) Zrox’
);_ b) f(X)='xln|x|, x<0° X0=0
s X#2
e) f(x)= 1+8%2 » Xo =25 L x=0
0, x=2 Vx-1 x>1
L x#0 c) f(x): 1X_1 , Xo=1.
f)f(x): 1+e''* » X9 =0 =, x<1
0, x=0 2
APROFUNDARE
Al. Sa se determine domeniul de conti- . e™sinx+e ™ cosx
nuitate pentru functiile f:D >R ©) f(x)= lim o™ 1 o-X :
in cazurile:
"+ x A2. Sa se determine multimea punctelor
a) f(x)=1lim— 7 de discontinuitate pentru functiile
oEX O+ f:DoR:
2 —nx
x“+e
b) f(x):limi; X, xeQ
. -nx a) f(x)= ;
ow 1+e ) ( ) x,xeR\Q’
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A3.

b) f(x 2%, xe® :
xeR\Q

c)f

2*+3,xe
4% -9, erD\‘D

d) f(x)z X[X] x¢0’

1, x=0
(Colegiu, Cluj-Napoca, 1995)
e) f(x) = x[2x], X € [—1, 2].

Sa se determine constantele reale
pentru care functia f:D - R, este
continua pe D:
sinax 0
a) f(x)= x X< H
In(x+e),x20

sinnx, x e R\7Z
’

b) f(x { cc?

e*+x-a, x<0,
c)f
1n(e+a+x),x>0

d)f a? +2ax+6x x<1
x2+2a, x>1
a+x’
- ’ g} -2
P x € (- )
e) f(x)= x—Db, x e[-2, 2]
2
XT3 xe(2 )

f) f(x) _ {tgx-arctgx, x € (0, 1];

a, x=0

_1

(x+1)arcsine *,x<0

a, x=0;

1

e *+b-1, x>0
s.inx~cos(x+a)+1,xsE

h) f 2

. T
2cosx+sin(a+x), x> 3

203

Ad.

A5.

A6.

AT.

Sa se determine parametrii reali a, b,
ce R pentru care functia f:D > R

este continua si limw exista:
x—0 X
x? +2ax +b?, x> 0
a) f(x)= {

sin 2x, x < 0

b) f( ) {x +In(x? +a?), x<0,

b51n2x+2cosx,x>0
) £(x) =12
C X)= ’
b(x®+x-2)+c, x>0

d) f( ) {ln (x+e), xe[-1,0]

a(x+e)+b, xe(0, +oo)

x<0

Sa se determine a, b € R pentru care
functiile f : D - R sunt continue:

2 n'*
a) f(x):limw;
noe 24x.e”
_ LalX 2 _-nx
b) f(x):lmalx 1|enX +b_(n§+1)e
n—o e +e

Se considera functia f :R > R,

f(x) _ 1imx-enx ‘Inx?+1)+a

ey 1+e™ '

Stiind ca f este continua, sa se
f(x)

calculeze lim ——~

x—0 x3

Sa se determine constantele reale
pentru care functiile f : D - R sunt
continue, In cazurile:

zax +4aX,

a) £(x)= { )

b
6x”"—ax+a,x>1

XS].‘

2 435 x e (=0, 1JU[2, +00)

b) f H
8x-3, xe(1,2)
2log,(x*+|al), x>1

c) f(x): 2 2\2 ;
2log,(x*+a”)", x<1

2% +x, x<2a-1
d)fx) {GX 3> x>a?

3x2+5x, x<a-1
e) f xela-1, a].

8 x>a’
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A8. Sa se determine functiile continue
f:D > R, in cazurile:

a) f(2x)=f(3x),VxeD;

b) f(3x)—f(2x):x,Vxel2;

c) f(2x+1)-f(x)=0,V xelR;

d) f(x):f(xz),VxeD=(0,oo);

e) £(2¥)=£(3*), v xeR, D=[0, ).

A9. Se considera f:R — R astfel incat
f(x+y)=f(x)+f(y), vV x,yelR.

a) Sa se arate ca daca f este con-
tinua in x,=0, atunci f este con-
tinua pe R.

b) Sa se determine functiile conti-
nue f care verifica relatia data.

A10.Fie f,g:R—> R, functii continue,
astfel incat f(x)=g(x),V xeQ. Sa

se aratecaf =g.

All.Fie f,g:R > R, astfel incat f(x) =

=g(x),V x e Q. Sa se arate ca daca

f este continua, iar functia g este
monotona, atunci f = g. (Olimpiada
judeteana, 1978)

@) OPERATII CU FUNCTI

Al12.Sa se determine a,beR, pentru
care functiile f:R >R sunt conti-

nue:
20 .8 x<1
a) f(x)=412, x=1;
3ax—1 .21+bx, x>1

avx®+3+xV1+b%, x<1
b)f(x) ={ax+bv2x®+1,

4,

x>1.

x=1

A13.Sa se arate ci urmatoarele functii
nu sunt monotone pe nici un inter-
val IcR:

1, xel

f = 5
2) (X) {X2+2, xeR\Q

b f(x)={ xe

X,

x2+1, xeR\Q

A14.Pot fi prelungite prin continuitate

functiile f: R 5K f(x) = sinl,
x

£(x) = xcos—, £(x)

CONTINUE

2.1. SUMA, PRODUSUL, CATUL SI PUTERI DE FUNCTII CONTINUE

Operatiile cu limite de functii permit stabilirea continuitatii functiilor
obtinute prin operatii cu functii continue.

= TEOREMA 3

b) functia f - g este continua in x,;

g
d) daci (f(x))"

Daca functiile f, g : D — IR sunt functii continue in punctul x, € D, atunci:
a) functia h = af + Bg este continua in x,, pentru oricare a, € ;

. f VIR <
c) functia — este continud in x,, daca g(x,)#0;

are sens, V x € D, functia f* este continua in x,.
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Demonstratie
a) Daca x, este punct de acumulare pentru D avem, folosind operatiile

cu limite de functii:

lim (af (x) +Bg(x)) = alim f(x)+plim g(x) = af (x,) + Bg(x,) =h(x,),
deci h este continua in x,.

Daca x, este punct izolat pentru D, atunci h este automat functie

continua.
b), ¢), d) Tems. &

<> OBSERVATII

. . ) . .. . f
1. Daca functiile f si g sunt continue pe D, atunci si functiile of + pg, f-g, —, f*
g

sunt continue pe multimea D, cu conditia ca ele sa fie definite pe D.

2. Pentru o = = 1 se obtine ca f + g este continua, iar pentrua =1, f = -1
se obtine ca f —g este continua.

3. Proprietatile a), b) se pot extinde usor pentru n functii. Daca functiile
f:D>R,i=12,...,n sunt continue, atunci si functiile o.f +a,f, +
+...+a.f sif -f-...-f suntcontinue.

4. Daca functiile f g1 g sunt discontinue in x, € D, atunci nu se poate afirma

nimic referitor la functiile f + g, fg si £
g

I Exemple
-1,x<0 -2,x<0
a)Fie f,g: P> R, f(x)={ ) =y 7 .
) & (x) {1,x>0 (x) {3,x>0
-3,x<0
Functiile f si g sunt discontinue in x,=0, iar (f+g)(x)= x ,
4, x>0
1
—,x<0
2,x<0 ’ . . R
(f-g)(x)= = f (x)= 2 sunt discontinue in x, = 0.
3, x>0 \g 1
—, x>0
3
-1,x<0 1,x<0 .
b) Fie f,g:R->R f(x)=: " i =377 . In acest caz,
) & (x) {1,x>0 8(x) {—1,x>0 ’

functiile f si g sunt discontinue in x,=0, iar (f+g)(x)=0,(f g)(x)=-1,

f . .. f . .
(—j(x) =-1, x e R, deci functiile f+ g, f - g, — sunt continue in x, = 0.
g g

5. Daca o functie este continua, iar cealaltd este discontinua in x, €D,

atunci functia f + g este discontinua in x,.
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2.2.CONTINUITATEA FUNCTIILOR COMPUSE

Fief: D > Rsiu: A — D functii reale de variabila reala si functia
compusa h:A—> R, h=fou.

f
E TEOREMA 4 u, €D >k
Daca functia u : A —» R este continud in
punctul x,€A si functia f : D —> R este|
continud in punctul u(x,)=u,, atunci functia h=fou
h =fou este continud in punctul x, € A. x, € A

Demonstratie
Fie (x,), X, € A un sir arbitrar cu limx, =x,. Deoarece functia u este

n—owo

continud in x, € A, rezulta ca limu(x,)=u(x,)=u, eD.

n—o

Notdm u, =u(x,),n>1. Rezultd cd u,eD si limu, =limu(x,)

n—oo n—o

u(x,)=u,. Din continuitatea functiei f se obtine: limf (u(x,))= limf (u,)=
()= (o) x,).

Asadar, pentru oricare sir (x,), x, € A convergent la x, € A, rezultd
egalitatea lim f(u(xn )) = f(u(x0 )), deci functia fou este continui in

x,€A. 1

< OBSERVATII

1. Daca functia f este continud pe D, iar functia u este continua pe A, atunci
functia fou este continua pe multimea A.

2. Daca functia f sau u este discontinua in u,, sau respectiv in x,, nu

rezulta in mod necesar ca functia compusa fou este discontinua in x,.

> Exemplu
Fie fu:R >R, f(x)= X, xeQ siu(x)= x, xel . Se observa
x+1,xeR\®Q x-1,xeR\Q

ca functiile f ¢i u sunt discontinue in x, = 0.

Functia compusa h =fou este h(x)=x si este continud in x, =0.

3. Daca functia u este discontinua in x,, iar functia f este continua in
u, =u(x,), nu se poate preciza nimic referitor la continuitatea functiei

compuse fou.
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IS Exemple
X, xe@
x-1,xeR\Q

Functia u este discontinua in x, =0, iar f este continud in u, =u(0)=0.

a) Fie f,u:lD—>|D,f(x):x si u(x):{

Functia compusd h =fou este h(x)=u(x) si este discontinua in x, = 0.
-1,x<0

b) Fie f,u: R > R, f(x)=|x| si u(x):{ ) o
, X >

In x = 0 functia u este discontinud, iar in u, =u(0)=-1 functia f este
continua. Pentru functia compusa h =fou avem h(x) =1, x € R si este continua in
x = 0.

Asadar, prin compunerea a doua functii, cel putin una fiind discon-
tinua, nu se poate preciza nimic despre continuitatea functiei compuse.

EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
E1l. Sa se studieze continuitatea functi-

d) f(x) = {

X, x<0

xr-1, x>0
g(x>={

E2. Sa se studieze continuitatea func-
tiillor f, g: R > R, fogsigof in

ilorf,g,f+g,f-gsi f in cazurile:
g

X x<1
x+1,x<1 ’

a) £(x) ={

9 .
x-1,x>1 x’-Lx>1

()_ X, xSl.
8= 9x 1, x>1°

2x-1,x<1
») f(X)z{3x-2, x>1

cazurile:
a) f(x) =2x-1, g(x) =3x-2;

2 <1 o _ 3x, x<1
x-1,x<1
¢) £(x) = x®+x,x<1 c) f(x):{x2 N >1,g(x)=‘x‘,

Vx+3, x>1’
x<L0
1-cosx, x>0’

sinx,

g(x)={ d)f(x):{

APROFUNDARE

1, x<1 x, x<0
g )={ .

Al. Fief, g:D — R, functii continue. Sa
se arate ca functiile h, h,:D->R

h,(x) = max{f(x),g(x)}, h,(x)=

= min{f(x),g(x)} sunt continue.

A2. Se considera functia f: D —» R si
functiile f_,f :D — R, definite astfel:

f(x)= max{f(x), 0} si
f (x) = min{f(x), 0} (functiile parte

pozitiva si parte negativd ale func-
tiei f).
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Sa se arate ca functia f este con- J2
AR o e " W2, xe@Q 5 .
tinui daca si numai daca functiile g(x)= . Sa se studieze
. . ’ 1, xeR\@Q
f sif sunt continue.
continuitatea functiilor f, g, fo g, g o f.
A3. Fie f, g : R > R si x;,eR, astfel
incat g(x))=0. Sa se stabileasca || A6. Se considera functia f:R—>R f(x)=
valoarea de adevar ;1 propozitiei: =x% -1 sise definesc functiile:
Daca f+ g, f- gsi — sunt continue g(x)= min{f(t) ‘t < x} si
g
in x,, atunci functiile f si g sunt h(t)= min{f(t)‘x—l <t< X}-
continue in x,. Sa se studieze continuitatea functi-
ilor g si h.
A4. Fie g : R - R o functie polinomiala
sif:RoR, A7. Sa se determine constantele a, b e
sinnx,xe R\ Z € R, astfel incat functia f + g sa fie
f (X) = g (x) xeZ continua, daca:
’ x+a,x<b
Sa se determine functia polinomiala f£(x)= s
. .o x—a,x>b
g pentru care functia f este continua
pe R. x+b,x<a
N
A5. Se considera functiile f, g: R > R, Xx-b,x>a
date de relatiile:
X, x€Q A8. Sa se studieze continuitatea functiei
f(X) = s f: R - R, stiind ca are loc relatia:
V2 ,xeR\Q ¥
X, x<1
2f(x)+3f(1-x)= .
2x—-1,x>1
DEZVOLTARE
D1. Fie f:D— R o functie monotona pe D3. Fie f:I >R o functie injectiva si
D, astfel incat Im(f) este interval. continua pe intervalul IcR. Sa se
- o N arate ca f este strict monotona pe 1.
Sa se arate ca f este continua.
D2. Si se arate ci functia £:D — R D4. Sa se determine fl.mcgnle f:R->R
este continua in cazurile: continue cu proprietatea:
a) f:[-1,1] > R, f(x)=arcsinx; (fofof)(x)=x xR
b) f:R >R, f(x)=arctgx; D5. Sa se arate ca nu exista functie
c) f: [0, 1] v [2, 3] SR, f:R > R continua cu proprietatea:
fof = —X, .
¢ x—1,xe[0,1:| ( )(X) x, xelR
( )_ x> -4, x e|:2, 3]' D6. Fie f:I1—> J,I,JcR intervale. Sa
se arate ca daca f este bijectiva si
continua, atunci functia f! este
continua.
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PROPRIETATI ALE FUNCTIILOR
CONTINUE PE INTERVALE

Clasa functiilor continue are cateva proprietati remarcabile care isi
gasesc numeroase aplicatii in teoria ecuatiilor.

3.1. EXISTENTA SOLUTIILOR UNEI ECUATII

Fie I ¢ R un interval, f: I — IR o functie continua pe I sia, b € I. Sa
lecturam graficul functiei f din figura 1.

YA 4
2 Iig f(a) A
f@{/xo b x f(b)_jl ______ &i/ x

Figura 1

Se observa ca valorile functiei in punctele a si b au semne contrare
sau altfel exprimat, punctele A(a, f (a)) si B(b, f (b)) sunt separate de axa

Ox. Intuitiv, din lectura graficului functiei f se desprinde ideea ca graficul
functiei f intersecteaza axa Ox in cel putin un punct x,. Altfel spus, ecuatia

f(x)=0 are cel putin o solutie x, €(a, b). Problema care se pune este daca

aceasta proprietate se mentine pentru oricare functie continua.
Raspunsul este dat de urmatorul rezultat:

E TEOREMA 5 (Cauchy-Bolzano)
Fie f : I - R o functie continua pe intervalul I si a, b € I, a <b. Daca
valorile f(a) si f(b) ale functiei f au semne contrare, f(a)-f(b)<0,

atunci exista ce(a, b), astfel incat f(c)=0.

Din teorema Cauchy-Bolzano rezultd cd daca o functie f : I — R
continua pe intervalul I < IR are valori de semne contrare in punctele a, b € I,
atunci ecuatia f(x)=0 are cel putin o solutie in intervalul (a, b). Acest
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rezultat permite sa aratam ca anumite ecuatii au cel putin o solutie intr-un
interval dat.

Problome regoluate

1. Sa se arate ca ecuatia x” +2Inx =0 are cel putin o solutie in inter-
valul I= [e’l, 1].

Solutie
Considerdm functia f:I—> R, f(x)=x"+2Inx, care este continud pe L.

Avem: f(1)=1 si f(e'l) = LZ -2<0, deci f(1)- f(e’l) < 0. Atunci exista
e

¢ e I astfel incat f(c)=0, deci ecuatia are cel [ g Tema

putin o solutie in I. Sa se arate ca ecuatiile au
| solutii in intervalul dat:

Mai mult, deoarece functia f est strict
a) x+sinx=-1,I= [—11:,0];

monotond pe I, ca suma de functii strict
monotone pe I, rezultd ci ecuatia are solutie b) x* =e*, 1=[0,1].
unica.

X 2. Si se arate ci ecuatia X" +nx=1,neN \ {1}, are o solutie pozitiva x_.

Sa se calculeze limx .

Solutie
Functia f:R —> R, f(x)=x"+nx -1 este functie polinomiald, deci este

continud. Pentru x >1 se obtine f(x)>0. Rezulta cé ecuatia f(x)=0 poate
avea solutii pozitive numai in intervalul [0, 1].
1 1 C 1
Avem: f(0)=-1, f[—j =—. Asadar, existd x, € (O, —j, n>2, cu pro-
n) n n
prietatea ca f(x,)=0. Functia f fiind strict monotona pe (0, 1), solutia x,

este unica. Din criteriul clegtelui se obtine limx_ =0.

n—w

3.2. STABILIREA SEMNULUI UNEI Funcrti

Lecturand figura 1 observam ca pe intervalul (a, xo) functia f nu se

anuleaza, iar graficul functiei f este situat sub axa Ox, deci f are numai
valori negative, respectiv deasupra axei Ox, deci f are numai valori pozitive.

Mai general se obtine: daca functia f : I — R este continua pe
intervalul I ¢i f(x)#0, V x e, atunci functia f are acelasi semn pe intreg

intervalul 1.
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& TEOREMA 6
Daca functia f:1 — R este continua pe intervalul I si f (x) #0,Vxel,

atunci f are acelasi semn pe intervalul I.

intr-adevér, daca f nu ar avea semn constant pe I, atunci ar exista
a, bel, astfel incat f(a)-f(b)<0. Dar in acest caz, din teorema 5 ar exista

ce(a, b), astfel incat f(c)=0, in contradictie cu ipoteza. M
Acest rezultat permite ca pentru o functie continua sa se poata stabili

semnul pe un interval pe care ea nu se anuleaza, cunoscand doar semnul
unei valori a functiei intr-un singur punct din interval.

?@MW
Xl  Sa se stabileasca semnul urmétoarelor functii f : IR — R si si se rezolve

inecuatiile f(x)<0 in cazurile:
a) f(x)zx4 -10x* +9; b) f(x) =(x—2)(x—1+2x).

Solutie Py
.. .. ema
a) Solutiile ecuatiei f (x) =0 sunt ey e sy ks
X e {—3, 3, -1, 1}. Deoarece f este functie continua a) x' -8x<0;
pe R si nu se mal anuleazd pe intervalele b) (2" —1)(3" = 3) 2 0.

(=o0,-3), (-3, -1),(-1,1), (1, 3), (3, +=), ea are
semn constant pe fiecare din aceste intervale. Avand f(-4)=f(4)=105,
£(0)=9, f(-2)=f(2)=-15, se poate alcitui tabelul de semn al functiei.

X ‘—oo -3 -1 1 3 +00
f(X)‘+++++++O _____ 0 +++++ 0 —————— 0 +++++

Solutia inecuatiei f(X) <0 este xe [—3, - 1] U [1, 3].
b) Din f(x)=0 rezultd x = 2 i x+2"=1 cu solutia unicd x = 0.

Functia f fiind continua pe R, rezulta ca ea are semn constant pe intervalele
(-, 0),(0,2) si (2, +x). Deoarece f(-1)=4,5, f(1)=-2 si f(3)=10, se
obtine tabelul de semn:

X ‘—oo 0 2 400
f(X)‘+++++++O ————— 0 ++++++++

Solutia inecuatiei f(x)<0 este x €[0, 2].
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3.3. PROPRIETATEA LUI DARBOUX

Fielc Runintervalsif:I > Ro
functie continug, iar a, b € I, a <b. Sa
lecturam graficul acesteia pe inter-
valul I, (figura 2).

Se observa ca daca alegem un

numar A e (f(a), f(b)), atunci se poate

gasi o valoare c(A)e(a, b) cu propri-

etatea ca f(c(1))=A. \/ (3) Figura 2

Un asemenea rezultat este specific unei anumite clase de functii.

+» DEFINITIE
e Fie f: D —» R o functie si I € D un interval. Functia f are proprietatea
lui Darboux pe intervalul I daca oricare ar fi punctele a, b € I, a <b si
oricare ar fi A cuprins intre valorile f(a) si f(b), existd un punct

c(1) e(a, b) astfel incat f(c(k)) =\

Asadar, o functie f are proprietatea lui Darboux pe intervalul I daca
nu poate trece de la o valoare y, la o valoare y,, fara a lua toate valorile
cuprinse intre y, s1 y,.

Lecturarea graficului functiei continue din figura 2 sugereaza faptul
ca aceasta are proprietatea lui Darboux.

Mai general, avem urmatorul rezultat:

E TEOREMA 7 (Cauchy-Weierstrass-Bolzano)
Fie f : D —> R o functie continua si I < D un interval. Atunci f are
proprietatea lui Darboux pe intervalul I.

Demonstratie
Fiea,b el a<bsi f(a)=y,, f(b)=y, valorile functiei f in punctele a

si b. Vom presupune y, <y,. Pentru L e(y,, y,) considerdm functia g : I - R,
g(x)=f(x)-A. Functia g este continud si g(a)=f(a)-A=y,-A>0,
g(b)=f(b)-1=y, -1 <0. Din teorema 5 rezultd ca existd ce(a, b), astfel
incat g(c)=0. Din egalitatea g(c)=0 se obtine cd f(c)=A si teorema este

demonstrata. B
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> OBSERVATII

1. Daca f : I —» R nu este functie constanta si are proprietatea lui Darboux,
atunci Im(f) este o multime infinitd deoarece odatd cu valorile y,,y,
contine tot intervalul (y,, y,).

Asadar, daca functia neconstanta f : I — IR are un numar finit de valori,
atunci ea nu are proprietatea lui Darboux pe 1.

2. Daca f : I » R este o functie continua pe intervalul I < R, atunci
multimea Im(f) este un interval.

3. Daca functia f : I — R are proprietatea lui Darboux pe I, atunci ea nu
poate avea decat discontinuitati de a doua speta.

e@wé/emezg}aﬁﬂak
Xl 1. Sa se determine functiile f : R — R, continue, stiind ca:
fz(x) =3-f(x), xelR.
Solutie
0,xeA
3, xePR\A’

Deoarece f este functie continud, atunci Im(f) trebuie si fie interval. Daca

Din relatia data se obtine: f(x)(f(x)-3)=0, xR, si f(x) ={

Im (f)={0, 3} rezultd ca f nu are proprietatea lui Darboux pe R. Raméan
doar situatiile: Im(f) = {0} cand A =R si Im(f) = {3} cand A = &. Asadar,
f(x)=0,xeR sau f(x)=3,xeR sunt singurele functii care verificd con-

ditia ceruta.

2. Fie f: [a, b] — R o functie continud. Sa se arate ca exista ce [a, b],

astfel incat f(c) = w.
Solutie
f f(b
Daca f(a)zf(b), avem wzf(a) sl se poate lua ¢ = a. Sa
f f
presupunem ca f(a)<f(b). Atunci f(a)< M <f(b). Deoarece f este
continud, ia toate valorile cuprinse intre f(a) si f(b), deci k:h;a))

este valoare a functiei f. Asadar, existd ce[a, b], astfel incat f(c)=Ax.

3. Sa se arate ca orice functie polinomiala de grad impar are cel putin
o radacina reala.
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Solutie

Fie f:R >R, f(x)=a,x"+a,x"" +...+a,, n impar, functie polinomi-

ala de gradul n.
Avem: o =limf(x)=a,-(-») si p=limf(x)=a, -(+x).

X—>—0 X—>+0

Se observa ca a - B < 0, deci functia f are valori de semne contrare.
Asadar, existd x, € (—o, +®), astfel incat f(x,)=0.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
E1l. Sa se arate ca urmatoarele ecuatii | E3. Sa se rezolve inecuatiile:
au cel putin o solutie in intervalul a) x>-4x20; b) (x— 1)(lnx - 1) <0;
dat:
2 x . 2% -4 .
a) x+1+sinx=0,1= [—g, 0]; ©) (X —1)-(e _1) 20; d) Inx—-1 <0
b) x*+5x> +4x-9=0,1=[0, 1]; o 595y p Inx=1
2¥-9 3-Inx

o) (x*-8)-2=1,1=[2,3];

E4. Sa se arate ca functiile f: R > R nu
d) arctgx=Inx, I=(0, +);

au proprietatea lui Darboux pe R:

e) x+lnx=0,I=[0, 1]. a) f(x):sgn(x);
E2. Sa se stabileasca semnul functiei -2, xe (—00, 0] .
f: D —> R, in cazurile: b) f(x)= <2+1 xe(0 +w)’

a) f(x)=x3—3x+2;
)f x+2,x<1
c

b) £(x)=(x-1)-(2*-4); 3x-1,x>1°

o) f(x)=(x-1)-In(x+1); a £(x) = {smx,xio
d) f(x)=(1-1Inx)-(2*-8) 2
x> —3x+2 ‘ X # 0
e) f = f ’
) (X) x” —16x ®) {X
f) f(x) =In’x-2Inx
APROFUNDARE

Al. Sa se stabileasca semnul functiei || A2. Sa se arate ca functia f: R > R nu

f: D > R, in cazurile: are proprietatea lui Darboux pe R:

x, xe@Q

x? xeD\@

a) f(x):4sin2x—1, D:[O, 21:];
b) f(x)=x+1n(x+1) D=[0,e—1];
o) f(x

)

d) £(x)=sinx+In(x+1), D = [ }
) A3. Sa se arate ca ecuatia x° +2x-1=0
)=s

e) f(x)=sinx- (Sm (Inx) )’ D= [ ] nu are toate solutiile reale numere
p f(x)=sin(Inx), D=(0, +x). intregi.

a) £(x)= {

=sinx—cos2x, D =[-=, n]; b) £(x) = {x+1 xeQ '
2*, xeR\@Q
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Ad.

A5,

A6.

AT.

AS.

A9.

Folosind monotonia functiilor si pro-
prietatea lui Darboux, sa se arate
ca functiile sunt bijective:

a) f:Ro R, f(x)=x+2%
b) f:(0,+0) > R, f(x)=x+log, x;
c) f:D—)D,f(x)=2X+§/§.

Fie f:[a, b]>[a, b] o functie conti-
nua. Sa se arate ca exista un punct
xy €[a, b], astfel incat f(x,)=x,.

(x, se numeste punct fix.)
(Academia Tehnica Militara, 1991)

Fie f:[0, 2r] > R o functie continua,
astfel incat £(0)=f(2x). Sa se arate
ca exista x,e (O, n), astfel incat

f(xo) =f(X0+1t).

Se considera functiile f, g:[a, b] >
—[a, b]
g(a)=a, g(b)=b. Sa se arate ca

continue, astfel 1incat

ecuatia f(x)—g(x)=0 are cel putin
o solutie.
Fie f : R —» R o functie continua si

marginitd. Sa se arate ca ecuatia
f(x) = x are cel putin o solutie reala.

Sa se determine functiile continue
f: R - R, astfel incat:

D1.

Fie f: [a, b] — R o functie continua
si m=inff([a, b]), M=supf([a,b]).
Sa se arate ca functia f este mar-
ginita si exista x;, x; € [a, b] cu pro-
prietatea ca f(xo) =m si f(xl) =M.

(Teorema lui Weierstrass)

DEZVOLTARE

D2.

Ds.
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Alo0.

Al1l.

Al2.

Al3.

f(x)=f[127"

+x2
(Olimpiada locala, 1993)

], VxelR.

Se considerd x,eR si sirul (x,)
dat de relatia de recurenta x5, =
=x>+2x_+12,n>1.

a) Sa se arate ca sirul este conver-
gent.

b) Sa se determine functiile f: R - IR
continue, astfel incat:

f(x)=f(\/3x2+2x+12), xelR.

(Olimpiada locala, 1995)

Fie f : R > R o functie continua,
astfel incat sinf(x)=1,V xeR. Sa

se arate ca f este functie constanta.
(Invatamant tehnic, 1985)

Fie f : R > R o functie continuj,
astfel incat ecuatia f(x)=x+4 nu

are solutii reale. Sa se arate ca f
este nemarginita.

Un rezervor este umplut la o sursa
cu debit variabil intre orele 8 si 12.
Acelasi rezervor este golit prin
scurgere a doua zi tot intre orele 8
si 12. Sa se arate ca exista o ora h
in ambele zile la care apa este la
acelasi nivel. (Olimpiada jude-
teana, 1975)

Fie f: D —> R o functie continua si
I= [a, b] cR. Sa se arate ca f(I)

este interval inchis si marginit.

Sa se arate ca daca f: [a, b] - (a, b)

este functie surjectiva, atunci f
este functie discontinua.
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O 2.

TESTE DE EVALUARE

Testul 1
Sa se studieze continuitatea functiilor f: IR - R:
@ r(x)=q b) £(x) = lim X2 (3p.)
x) = 3 x)=lim———. .
ax+2,x>1 n—)uoX2+]_+2nx P
Sa se stabileasca semnul functiei f: R - R, f(x) = (3" - 27) . (2 - §/§) . (3p.)
sinax . x<0
Sa se prelungeasca prin continuitate functia f: R" > R, f(x) = X .
’ ln(1+x)
,x>0
ax
(3p.)
Testul 2
Sa se studieze continuitatea functiilor f: D > R:
.
tg —, 0
a) f(x)= arc gX x> ,
a, x=0
sinbax
ox X € [—1, 0)
b) f(x): b, x=0 . (3p.)
sin(3arcsin x)

1
sin x€ (0’ ]

(
(

Fie f: [0, + oo) —- R o functie continui astfel incat f(xz) - f(x) =x>-x,

. b
9arcsinx)

x€(0, +®). Sa se determine f. (Olimpiada locala, 1992) (3p.)

Sa se stabileasca semnul functiei f:IR > R, f(x) = (3" - 2")'(5" —4% - 3"). (3p.)

Testul 3

Sa se studieze continuitatea functiilor f: D > R:
a) f(x)= x'[2"], xe[L, 3];
ax+b, Ix|<1

b) f(x)= (3p.)

.1 1 .
arcsin——arccos—, |x|>1
x X

Se considera functia f : R > R, astfel incat (fof)(x) =-x,V xeR. Sa se arate

ca f este discontinua. (3p.)

Fie f:[a,b] >R o functie continua, astfel incat a<f(a) si f(b)<b. Sa se

arate ca f admite cel putin un punct fix. (3p.)
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CAPITOLUL 1il. FUNCTII DERIVABILE

Notiunea de derivata a fost introdusa si folosita in matematica de savantul Isaac Newton
(1642-1724) in legatura cu studiul legilor mecanicii §i aproape in acelasi timp, de savantul
Gottfried Leibniz (1646-1716) in legatura cu studiul tangentei la o curba intr-un punct al
acesteia.

@D DerivATA UNEI FUNCTH INTR-UN PUNCT

1.1. PROBLEME CARE CONDUC LA NOTIUNEA DE DERIVATA
PROBLEMA TANGENTEI LA O CURBA (GOTTFRIED LEIBNIZ)

Sa consideram functia f:(a, b)>R, o A G,
functie continud si punctul fix M, (x,, f(x,)) f(x)—————————- M
pe imaginea geometrica %, a graficului functiei.

Se pune problema determinirii tangentei in

|
|
|
:
punctul M, la curba ¥, determinare care I
|
|
|
E
|

impune gasirea pantei (coeficientului unghiular) M

acestei drepte. f(Xo ) 2 <A
Vom gandi tangenta M T ca fiind o oc: |

»pozitie 1imitd“ a unei secante M,M atunci O] x, X ;

cand punctul M(x, f (x)) se apropie oricat de Figura 1

mult de punctul M,, ramanand permanent pe curba ¥,. In acest mod,
panta secantei M M tinde sa aproximeze panta tangentel la curba in
punctul M,, (figura 1).

Se stie ca panta secantei MM reprezinta tangenta trigonometrica a

unghiului a format de aceasta cu sensul pozitiv al axei Ox. Ca urmare, are
loc egalitatea:

£ (x,)

X —X,

tga =

p and o3 C e e e f(X)—f(xo)
resupunand ca exista limita m=lim ———= (1), aceasta este

XX X — XO

prin definitie panta sau coeficientul unghiular al tangentei in punctul
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M, la curba ¥,. Astfel, tangenta in punctul M, (xo,f (xo)) este bine
determinatd de ecuatia: y—f(x,)=m(x-x,).

Daca m =+c0, atunci tangenta in punctul M, este o dreapta cu
aceeasi directie cu axa Oy.

Pentru limita (1) se va adopta notatia f£'(x,)=lim M

XXy X — XO

sl se va

numi derivata functiei f in punctul x,.

PROBLEMA VITEZEI INSTANTANEE A UNUI MOBIL (ISAAC NEWTON)

Sa consideram un mobil ce se deplaseaza neuniform pe o traiectorie
rectilinie dupa o lege de miscare s:s(t), care caracterizeaza spatiul

parcurs de mobil ca functie de timp. In aceste conditii se pune problema
determinarii vitezel medii intr-un moment fixat t,.
Pentru aceasta se considera intervale de timp [to, t] din ce in ce mai

micl pe care migscarea mobilului tinde sa devina uniforma. In acest fel,
s(t)—s(to)
t—t,
Se obtine astfel definitia vitezei instantanee a mobilului la
momentul t, (fixat), t, >0 ca fiind limita vitezei medii cand t — t;:

s(t) —s(to)
—, (2.
t—t,

Din punct de vedere matematic, aceasta limita, daca exista, se va numi
derivata in punctul t,a functiei spatiu ,s“, notata s'(t, ).

viteza medie a mobilului in intervalul de timp [t,, t] vafi v, =

v(t,)= {ntn

Viteza instantanee la momentul t, va reprezenta derivata ,spatiului“
in punctul t,: v(t,)=s'(t,).

In mod asemanator, daca v(t) este viteza unul mobil la momentul
oarecare t, atunci acceleratia mobilului la momentul t, fixat va fi:

(W-v(s)

a(t,)=1lim

( 0) t=>ty
0

in ipoteza ca aceasta limita exista.

1.2. DEFINITIA DERIVATEI UNEI FUNCTII INTR-UN PUNCT

Fie functia f:D—>R,DcRsix,eD un punct de acumulare al
multimii D.
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++ DEFINITH

* Se spune ca functia f are derivata in punctul x;eD daca exista
f(x)-f(x —
limita lim—( ) ( 0) inR.
XA)XO X-_X-O
Aceastd limita se numeste derivata functiei f in punctul x, si se
f(x)-f(x
noteaza f'(xo):limw.
X—X( X_XO
* Se spune ca functia f este derivabila in punctul x, e D daca limita
. f(x)-f(x
f'(xo):hm—( )-f(x)

X=X X —X

exista gi este finita.
0

<> OBSERVATII

1. Derivabilitatea unei functii este o proprietate locala, deoarece in studiul
derivabilitatii unei functii intr-un punct intervin numai valorile functiei
intr-o vecinatate a punctului.

2. Functia f nu este derivabila in punctul x, dacd f'(x,) nu existd sau
exista g1 este infinita.

3. Utilizand schimbarea de variabilda h =x —x,, atunci derivata functiei f in

f(x0 +h)—f(x0)

h

punctul x, se determina cu formula: £'(x,)= 1hlII01

+ DEFINITII
*Fie f:D—>R, AcD.

Functia f este derivabila pe multimea A daca este derivabila in
fiecare punct al multimii.

e Multimea D, = {x eD | If'(x)sif'(x)e \D} se numeste domeniul de
derivabilitate al functiei f.
Functia f':D; >R care asociaza fiecarui x € D, numadrul real f'(x)se
numeste functia derivata a functiei f sau derivata functiei f.
Daca functia f este derivabila pe multimea D, folosind observatia (3),

atunci legea de corespondenta a functiei f' se scrie sub forma:

f'(x)zlimf(x+h)_f(x)

h—0

,VxeD. 1)

Operatia prin care f' se obtine din functia f se numeste operatia de
derivare a lui f.
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(g) :s.. g :
1. Sa se arate ca urmatoarele functii au derivata in punctele
specificate i sunt derivabile in aceste puncte:

a) f(X)=X2+2, X, =3;

1
b) f(x)= )’:4, x, =-2.

Solutie

In fiecare caz se arata ci existd f'(Xo) = lij <.
X—)XO X _XO
4+2)-11 _
a) Avem: f'(3)=lim (X * ) —1lim (X 3)(X+3)
x—3 x—3 x—3 x—-3

Functia f are derivatd in x, =3, £'(3)=6 si este derivabila in x, = 3.

=lxi£131(x+3)=6€\l2.

x+1 _(_1j
by £'(-2)=lim X*t L 2/ _py 3 S
X2 X+2 =22(x+4) 4

Asadar, f are derivata finitd in x, = -2, deci este derivabild in x, =-2.

& 2. Sa se studieze daca functia f:R—> R, f (X) ={/x+5 are derivata in
punctul x, =-5 sl sa se precizeze daca este derivabila in acest punct.
Solutie

f —f(- 3
Calculam f'(—5):hmM:hm\/X+5 L 1

Im ———— = +oo.

x—>-5 x+5H x5 x4+ 5 - x—>-5 m

In concluzie, f '(-5) =+ si, ca urmare, f are derivatd in x, =-5, dar
nu este derivabila in acest punct.
3. Sa se determine derivata f' a functiei:

f:R>R f(x)=x*-4x+3.
Solutie

Se va folosi formula (1) : f'(x) =lim
h—-0 h

h) —4(x+h
Avem succesiv f'(x)=1lim (x+h) (x+h)
h—0 h

h(h+2x-4)

=lim =2x — 4.

Asadar, f':R> R, f'(x)=2x-4.
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1.3. DERIVABILITATE SI CONTINUITATE

Proprietatile de derivabilitate si continuitate ale unei functii numerice
au fost definite ca proprietati locale. Legatura dintre acestea este data de
urmatorul rezultat.

E TEOREMA 1 (continuitatea functiilor derivabile)
Orice functie derivabila intr-un punct este continua in acel punct.

Demonstratie
Fie functia f:D >R six, €D un punct in care f este derivabila.

Pentru a demonstra ca f este continua in punctul x, este suficient sa

aritim ca lim [f(x) —f(x, )] =0. In acest sens avem succesiv:

) o f(x)—-f(x,) o f(x)-f(x,) .. ~
lljg[f(x)—f(xo)]—ll‘l}x_—xo‘(x—xo)—lljgx_—x()‘lgfg(x—xo)—
=f'(x,)-0=0.

Rezulta ca lim f (x)=f(x,), deci functia f este continud in punctul x,. ®

X=X

<> 0BSERVATII

1. Reciproca teoremei 1 este in general o propozitie falsa. Altfel spus, o
functie numerica poate fi continua intr-un punct fara a fi si derivabila in
acel punct.

I Exemplu

+ Functia modul f:R— R, f(x)=|x| este continud in x,=0 deoarece
Llilgf(x) = 1)(151(’)1|X| =0=1£(0).

Pentru derivabilitate sa studiem existenta g1 valoarea limitei raportului

R(x)- L0

N

in x, =0.
x—0
Avem: 1X1_I§3 R(x) = £1%3(—1) =-1, 1ar £1%(‘)1R(X) = 1}(15)?1 =1.

Asadar, nu exista limR(x) s1, ca urmare, functia modul nu este derivabila in

x—0

punctul x, =0.

In concluzie, continuitatea este doar conditie necesara pentru
derivabilitate, dar nu si suficienta.
2. Contrara reciprocei teoremei 1 este propozitie adevarata (principiul

contrapozitiei: (p - q) = (—|q —>—|p) :

Orice functie discontinua intr-un punct nu este derivabila in acest punct.
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Atentie!
Exista functii discontinue intr-un punct si care au derivata in acel punct.

I Exemplu
arct 1 x#0
* Functia f: R > R, f(x)= &%’ este discontinud in x, =0.
0, x=0

x—0 x—0 x-0 x X
x<0 x>0

{limf(x):—g, lim(x) = 7. £(0) =0, iar £(0) = lim - arctg = = +o0,

Sa se determine numerele reale a si b, astfel incat functia f: IR > R,
2+(a-2)x+3-b,x<0
£(x) = {X (a-2)x * =" si fie derivabili in x, = 0.

e, x>0

Solutie

Deoarece proprietatea de continuitate a unei functii intr-un punct este
conditie necesara pentru derivabilitatea in acel punct, impunem conditia ca
functia f sa fie continua in x, =0.

Din egalitatile £f(0-0)=£(0+0)=£(0) se obtine b=2.

. g e on . ... f(x)-f
Din derivabilitatea functiei f in x, =0 rezulta ca hn01 LO(O)
X—> X —_—

exista

s1 este finita.

. . *+(a-2 X _ . .
Se obtine ca limw “lim & L , echivalent cu lim(x+a-2)=
by X X <0
3x
= 1in01 © 3 1 -3, care conduce la egalitatea a—2=3, de unde a =5.
X—> X

x>0

In concluzie, pentru a=>5 si b=2 functia f este derivabila in x, =0.

@ DERIVATE LATERALE

S-a observat cd pentru functia ,modul® f:R—>R, f(x)= |x| limita
_f(x)-£(0)
N x-0

limitele laterale ale acestui raport in punctul x, =0. Aceste limite laterale

raportului R(x) in punctul x, =0 nu existd, in schimb exista

vor fi denumite derivatele laterale ale functiei f in punctul x, =0.
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DERIVATA LA STANGA

Fie functia f:D »> R si x, € D, astfel incat D (—oo, X, ) # .
+* DEFINITII
* Functia f are derivata la stanga in punctul x, daca limita
f(x)-f

XX X — X()

X<X(

Aceasta limita se numeste derivata la stanga a functiei f in punctul x,

exista in R.

si se noteaza f '(x,).
*Functia f este derivabila la stanga in punctul x, daca derivata la

stanga in x, exista si este finita.

DERIVATA LA DREAPTA

Fie functia f:D — R si x, € D, astfel incat D n(x,, + =)= .
*¢ DEFINITH

* Functia f are derivata la dreapta in punctul x, daca limita
f(x)-f(x
lim ( ) ( 0)

XX X — XO

X>Xq

Aceastd limitd se noteaza f,'(x,) si se numeste derivata la dreapta a

exista in R.

functiei f in punctul x, .
* Functia f este derivabila la dreapta in x, daca derivata la dreapta in
punctul x, exista si este finita.

Revenind la functia modul, putem spune ca nu este derivabild in
punctul x, =0, este derivabila la stanga in x,=0 cu f's(0)=—1 s1 este
derivabild la dreapta in x, =0 cu f',(0)=1.

Folosind derivatele laterale intr-un punct, se poate da o caracterizare
a existentei derivatei unei functii intr-un punct, respectiv a derivabilitatii
acesteia in punctul considerat.

& TEOREMA 2
Fie functia f:D >R g1 x, € D.
a) Functia f are derivata in x, daca si numai daca f are derivate laterale
in x, sif'(x,)=1"(x,)=1"(x,).
b) Functia f este derivabila in x, daca si numai daca este derivabila la

stanga si la dreapta in x, si f',(x,)=f"y(x,)=1"(x,).
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2 OBSERVATII SI PRECIZARI

e Sa consideram functia f: [a, b] - R.

a) Dacé f are derivatd in x, = a, atunci aceasta este f'(a)=f",(a).
b) Daca f are derivata in x, =b, atunci aceasta este f'(b)=f",(b).

¢) Functia f este derivabila in punctul a (respectiv in punctul b) daca este
derivabila la dreapta in punctul a (respectiv la stanga in punctul b).

g :s” g ;
1. Sa se studieze derivabilitatea functiilor in punctele specificate:
a) f:R-> R, f(x)=X|X—1|, X, =1
b) f:R >R, f(x)=max(4x+2,x-1), x, =-1.
Solutie
. —x"+x,x<1
a) Functia f are legea de corespondentd: f(x) :{ , )
X°—-x,x>1
Calculam derivatele laterale in punctul x, =1. Avem:

_ o2
f's(l)— 1mf(x) f(l)— jm > X lm(—x)=—1,
- X~ - X- ot
_ 2
£ (1)=hmf(X) f(1)=limx =limx=1
o X~ o X- 1

Deoarece f' (1)=f} (1), rezultd ca f nu este derivabila in punctul x, =1.
x—-1,x<-1

b) Legea de corespondenta este: f(x) = .
4x +2, x> -1

f(x)-f(-1) .. x+1

f's(_l):Hm =lim>=—==1;

2t ox+l x4+ 1
fy (_1):hmw=limw:4
wa x+l ol x+1

Deoarece f! (-1)=f! (-1), rezulta ca f nu este derivabild in x, = -1.
X 2. Sa se studieze derivabilitatea functiei f : (—oo, 0] U [2, + oo) -> R,
f(x)=vx"-2x, in punctele x, =0, x, =2.
Solutie

* Studiul derivabilitatii functiei in x, =0 revine la studiul derivabili-
tatii la stanga punctului x, =0.
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Avem:
— 2_ 2_ —
f'(0)=f's(0)=1imf(x) £0) _ i, v 2":1111{— = 22X}=lim{— X 2}:_00.
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X

x<0 x<0 x<0 x<0

Deoarece f' (0)=—o, functia f nu este derivabila in x, =0.

Vx? = 2x
-2

c ()=t (2) = tim L EE)

=lim =+ . Rezulta
x—2 X -2 x—2 X -2 \x — 92
x>2 x>2 x>2

ca f nu este derivabild in x, =2.

INTERPRETAREA GEOMETRICA A DERIVATELOR LATERALE

Sa consideram functia f: (a, b) —-> P six, e (a, b).

* S-a aratat ca daca f este derivabila in punctul x,, atunci imaginea
geometricd % a graficului functiei admite tangentd in punctul M, (x,, f(x,))
a carei panta este m=f'(x,) (interpretarea geometrica a derivatei intr-un
punct), iar ecuatia tangentei in acest punct este: y —f (XO) =f '(XO)(X - xo).

* Daca functia este derivabila la stanga (sau la dreapta) in punctul x,,

atunci se foloseste notiunea de semitangenta la stanga (sau la dreapta).
In cele ce urmeazid vom considera cd functia f:(a,b)—>R este

continud in punctul x, € (a, b).
Pentru derivatele laterale ale functiei f in punctul x, pot exista
urmatoarele situatii:

1.|f' (x,) existd|In acest caz, %, admite semitangenta la stanga in punc-

tul M, (XO, f (xo)) s1 anume semidreapta [MOT cupanta m =f' (x,), (figura 1).

A A A
T M y M, Yt M
|\\\ L I’N T
I\ N\ s : AN
; . o i N Figura 1
T: 'MO M |/ | T : I]_\/‘[0
i i i | i |
! : : : : :
O] x X x Ol x X, X O x Xg X
f'a(xg) eR f'.(xg)=+o0 f'(xg)=—
Semitangenta [MoT este sub  Semitangenta [MoT este deasupra
punctul Mo, MoT || Oy punctului Mo, MoT || Oy

225



M Elemente de analizd matematica  Ill. FUNCTII DERIVABILE

2. |f', (XO) exista.| In acest caz, %, admite semitangenta la dreapta in

punctul M, (x,, f(x,)), anume semitangenta [M,T cu panta m=f',(x,),

(figura 2).
y A ylk
Figura 2
0 0 x
fla(xg) =+ f'a(x¢) =0
Semitangenta [MoT este deasupra Semitangenta [MoT este sub
punctului Mo, MoT || Oy punctul Mo, MoT || Oy

Folosind interpretarea geometrica a derivatelor laterale se pot pune in
evidenta cateva puncte remarcabile ale graficului functiei.

PUNCTE DE iINTOARCERE

+* DEFINITIE
Fie functia numerica f: D — R.
*Punctul x, €D se numeste punct de intoarcere al functiei f daca

functia este continua in x, si are derivate laterale infinite si diferite in
acest punct.
Punctul M, (xo, f (xo)) €Y, se numeste punct de intoarcere al grafi-

cului functiei, iar in acest punct semitangentele la curba %, coincid, (figura 3).

y A y A
Figura 3

Ry

0)

KRy

0) X,

f'o(xq) = —0, £'3(x4) =+ £'5(xg) = +o0, £'3(x) = —0

(X, = punct de intoarcere) (x, =punct de intoarcere)
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Problemds reyolvalic
Fie functia f:R >R, f(X) ={

V-x,x<0
\/;,XZO .

Sa se arate ca x,=0 este

punct de intoarcere al functiei f.
Solutie
Avem ca: limf(x) =lim+-x =0, limf(x) =lim+x =0 si f(O) =0.
0 <0 0 0

Asadar, f este continua in x, =0.

. -X
f '(0)21{%1 " =1§?— (—X)2 = —o0;
, . 1
£, (O)zhm—zh — =4
W X o VX Figura 4

Astfel sunt intrunite toate conditiile pentru ca punctul x, =0 sa fie
punct de intoarcere al functiei.

In figura 4 se observa ca axa Oy este semitangenta verticala a grafi-
cului in O(O, 0).

PUNCTE UNGHIULARE
+* DEFINITIE
Fie functia numerica f: D — R.
*Punctul x, €D se numeste punct unghiular al functiei f daca f este

continua in x,, are derivate laterale diferite in x, si cel putin o derivata
laterala este finita.

Punctul M, (xo, f (xo)) €9, se numeste punct unghiular al graficului

functiei, iar semitangentele in acest punct la curba ¢, formeaza un unghi

propriu, (figura 5).

Yy y y Figura 5
T
T
T\( /T M,
T
: MO : MO ]

0 X, X 0 )}0 X 0 X, X

£'3(xg), £'a(x0) € R £'3(xq) = -0, £'3(x9) € R f'i(xg) e, £'3(x4) =—0

(punct unghiular) (punct unghiular) (punct unghiular)

A Tema
Reprezentati si alte situatii in care apar puncte unghiulare.
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Problemdi regolvalic

X  Sa se arate ca punctul x, =0 este punct unghiular al functiei:

2
f:R>D f(x):{x"’KO .
sinx, x>0
Solutie y 1
Functia f este continua in x,=0
3 _ _ 2
deoarece 1XI£I(;1f(X)—O—f(O). y=x oy
_ 2 ,
f'S(O):limM:limx—:limx:O; y =sinx
W x=0 XD >
B . y=0 0] T X
f'd(O):limf(X) £0) _ iy sinx .
i?oo x—=0 1?00 X igura 6

Asadar, conditiile ca punctul x, =0 sa fie punct unghiular sunt indepli-
nite. Punctul M, (0, 0) este punct unghiular al curbei %,. Dreptele y =0, y =x

sunt semitangente in stanga, respectiv in dreapta, in origine, (figura 6).

PUNCTE DE INFLEXIUNE

+* DEFINITIE
Fie functia numerica f: D — R.
*Punctul x, €D este punct de inflexiune al functiei f daca functia este

continua in x,, are derivata in punctul x, (finita sau infinita) iar functia
este convexa (concava) de o parte a lui x, sl concava (convexa) de
cealalta parte a punctului x, .

Punctul M, (x,, f(x, )) este punct de inflexiune al curbei 4, iar

semitangentele la curba in punctul M, sunt semidrepte opuse.
Dreapta suport traverseaza curba %,, (figura 7).

y Y 4 y4 Figura 7
T
M, P
|
|
:
: 9) >
0 X, X %o X 0 Xy X
£1.(x0) = £'q(x) = +e0 £'5(x0) = £'a(x) =0 £l (%) =f'q(%0) € R
(punct de inflexiune) (punct de inflexiune) (punct de inflexiune)
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Sroblomé @W
[x] Sa se arate ca punctul x, =0 este punct de inflexiune pentru functiile:

a) f:R->R f(x)=¥x; b) g:R >R, g(x)=x".
Solutie

¥x
a) Pentru functia f avem: limf(x)=0=£(0) si f'(0)= ~lim*> =lim
x—0 x—0 X x—0 \/7

Asadar, f este continua in x,=0 si are derivata infinitd in acest

punct, deci x, =0 este punct de inflexiune.
: : . X,
b) Pentru functia g avem: lim g(x)=0=g(0) si g'(0) =lim— =limx* =0.
X x—0

Coreland cu aspectul curbei %, (parabola cubica) din figura 8,
rezulta ca x, =0 este punct de inflexiune pentru functia g.

Punctul O(O, 0) este punct de inflexiune al parabolei

cubice si dreapta y =0 este tangenta la curba. Figura 8

EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE

El. Sa se arate ca functia f:D —> R are 1
. A ’ . c) f (x) =
derivata in punctul specificat, pre- 9
cizand de fiecare data domeniul d) f(x ) COSX, Xy = 0;
maxim de definitie D: ¢

a) f(x) =2x2+1, Xy = 3; e) (X)
f = 2/, =-2.
b) f(X)=4X3+1, X, =—1; f) (X) ‘X+ ‘ X0

.
b

=lnx, x,=1;

c) f(x) 1 x, = 0; E3. Sa se determine functia derivata
x+3 f'a functiei f:D — R precizand do-
d) f(x)=Vx+1,x4=1; meniile de definitie D si D; in ca-
e) f(x) =¥5x+3,x,=1; zurile:
a) f(x)=3x+4; b) f(x) =5x2+1;

f) f(x)—51nx, X, —g

g) f(x) =25, x,=-1;
1

h) f(x):\/m,xo

c) f(x)=x3—3x+2; d) f(x)=

b

1
X

e) f(x)=2006; ) f(x)=sinx+2.
=1.

E4. Sa se studieze continuitatea si deri-

vabilitatea functiilor f:R >R, in
E2. Sa se studieze derivabilitatea functiei

f:D—> R in punctul specificat, pre-

cizand multimea D: a) f(x)=x"-x+4;

a) f(x)=3x+4, x, =-2; 2 43x, x<0

b f _ 2 =1 b) f(X) = H
) £(x)=—x"+x, %=1 -x3+3%,x>0

punctul x,=0:
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E5.

E6.

E7.

E8.

c) f(x):x—‘x‘;

2
d) f _Jx +2,xs0.
) (X) {5x+1,x>0

Sa se arate ca functia f:R-5 R,

xsinl x#0
f(X): x’
0, x=0

este continua

in x,=0, dar nu e derivabild in

acest punct.

Sa se calculeze derivatele laterale
ale functiei f:D — IR in punctul spe-
cificat gi sa se precizeze daca f este
derivabila sau nu in acest punct:

)f() 3x+4, x<1 1
a X)= s Xo =15
-x?+5%,x>1 0

2
X x<1
b) f(x)= ’ T, x,=1;
) () {2x—1,x>1’ 0o
)f() 3x-1,x<-1 1
c X)= s X =—1;
x%-3, x>-1 0

d) f(x)=‘2x—1‘+x, X, =%;
e) f(x):‘x+3‘—2, X, =-3.

Sa se calculeze panta tangentei la gra-
ficul functiei f:R — L, in punctele

indicate:

a) f(x) = x> +1,x, € {—2, %, 3};
b) f(x) =-x3+x, X, € {—1, 0, 2};
c) f(x) =1-sinx, X, € {g, g, n}.

Sa se scrie ecuatia tangentei la curba
% pentru f: R —> R in punctele date:

a) f(x): x2, X, =3;

Al.

Folosind definitia derivatei, sa se
determine derivata f' a functiei
f:D—> R, precizind multimile D si

Dy, daca:

_xX+2

a) f(x)=8"+x  b) £(x)=2"s
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E9.

b) f(x)=x2+x, x,=-1;
c) f(x) =x>-2x, Xy =—3;
d) f(x)=cosx, x,=m;

e) f(x)= m, Xo =—43

f) f(x)=(2—3x)2,x0 =1.

Sa se verifice daca x=0 este punct
unghiular pentru functiile f:R—-> R,
stiind ca:

x*+1,x<0_

a) f(x)={ )

b
e*, x>0

b) f(x) = max(x, x3);
°) f(x)z{xz, XSO.

. ’
sinx, x>0

d) f(x)="¥x.

E10.Sa se verifice daca pentru functia

f:R > R punctul x, este punct de

intoarcere, stiind ca:

V1-x,x<1
2 f(X)= Vx-—1 X>1,

b) f(x)=1/‘x—3‘, X, = 3.

Xo=1

E11. Sa se arate ca punctul x, este punct

APROFUNDARE

de inflexiune pentru functia f:R—>KR
daca:

)=x*

b) f(x)=2%x, x, = 0;

c) f(x)=5x3, x, =0;

d) f(x)=3x+2, Xy =-2

o) f(x)= el d) f(x):ln(x2 —4);
sinx

9 )= 1 e

f) f(x) =x? - 9x.



B Elemente de analizd matematica ® Ill. FUNCTII DERIVABILE

A2.

A3.

Ad.

Fie functia f:R> R, f(x) =ax?+h.
Sa se determine a,be R astfel incat
sa fie verificate conditiile:

f(1)=-1 si f'[%] =3.

Sa se scrie ecuatia tangentei la
curba reprezentativa a functiei
f:D—> R in punctul specificat:

a) f(x)=m, Xy =23

b) f(x)=x2+sinx, Xy =0;

c) f(x):x3+x+ex, Xo=1;
ln(x2+4x), xe(O, 1]

d) f(x)=
(X) g(x—1)+ln5, xe(l, +oo)

Sa se studieze continuitatea si deri-
vabilitatea functiilor f in punctele
de legatura, stiind ca:

VxZ+6x,x€e (0, 2)

2 f(X)= éx xe[2 +oo)’
4 9 b
ln(x2—3x), x & (-0, 1]
b) £(x)=121n16-5(x+1) (14 );
= " xe(-1+o

4

rlx?' -2x, x & (-, 2]
c) f(x) = ;

; h) f(x)=4l‘x3 +x‘;

i f x) =min(x2 -2, 4x+10);

,Xg=1.

A5.

A6.

AT.

k) f(X)z{cos(x—2), xs2.

‘x—2‘+x—l, x>2

2% —4, x<2
sin(x—2), x>2

Vax®-2x+1, x € [—oo, %]

D) £(x) ={

m) f(x) =

2 [1 ]
—arcsin2x, xe|—,+®
T 2
3 . 1
n) f(X) _ (X—].) Sln;, X # 1‘
0, x=1
Sa se determine punctele de deriva-
bilitate pentru functiile f: R > R,
daca:
4
x°, xe@Q
a) f(x)=1, ;
x“+2,xeR\Q
4 [
b) f={**C
%2, xeR\Q
Sa se determine a,be R astfel incat

functia f:R >R sa fie derivabila
in punctul de legatura, daca:

2) f_(X):{auub,xsl.

b)

f(X)={(a+1)e""1, x<1

sin(x-1)+bcos(2x-2),x > 1;

2 b
x“+1L,x>1

2-a)x’-b, x<2
c) f(x)=( )x =
2ax®—x%+4a,x>2
Fie functia f: R > R,
2ax+ b, x<0
f(x)= - .
(X) X2 13,X>0
X"+

mine a,beR daca f'(0)cR.

Sa se deter-

A8. Se da functia f:R-> R,
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x3+(a+1)x+3, x<0
f(x): 3 .
2a+b+1n(1+x ),x>0
Sa se determine a,b e R astfel incat

sa existe f'(O) e k.
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A9. Sa se determine a,b,ce R astfel incat
functia f: R >R,

x2+(a+1)x+b, x>0

f(x)= :
«[1—2abx+(cx) ,x<0

sa admita tangenta In x,=0 si

2£(-1) = £(2).

A10. Se da functia f:(0,+0) >R,

In? x?%, X e (0, e]
f (x = ) .

ax® +Bx+4, x e (e, +o)
Sa se determine o, f €IR astfel incat
f sa aiba tangenta in x, =e gi sa se

scrie ecuatia tangentei.

Al11.Sa se determine punctele graficului
functiei f:R >R, f(x) =x*+4x>-11n
care tangenta este paralela cu dreapta
3x—y+1=0. Sa se scrie ecuatia tan-
gentei.

Al2.Functia f:R >R, f(x)=x'-8x+1
admite tangenta de ecuatie y =24x—

—47. Sa se determine coordonatele
punctului de tangenta.

Al13.Tangenta la graficul functiei
2x” + 2

x+1
formeaza cu axa Ox un unghi cu

f:R\{-1} >R, f(x)=

- n - .
masura 1 Sa se determine coor-

donatele punctului de tangenta si
ecuatia tangentei in acest punct.

Al14.Sa se precizeze daca exista puncte
pe graficul functiei f:R\{-1} >R,

x-1
f(x)= x+1

panta egala cu m =tg30°sin60°.

in care tangenta are

A15.Se considera functia f:R->R, f(x)=

=e* —ex. Exista puncte ale grafi-

cului in care tangenta sa formeze cu

axa Ox un unghi obtuz? Dar in care

sa fie paralela cu axa Ox? Aceeasi
5
problemi pentru g:R— K, g(x):xg—

3
—2%+x—2007.

A16.Se dau functiile f, g:R> R,
f(x) =x®+ax?+h, g(x) =3x% +cx+1.
Sa se determine a,b,ceR pentru
care curbele reprezentative sunt
tangente in punctul cu abscisa
x=1, iar tangenta comuna este

paralela cu prima bisectoare a
axelor de coordonate.

A17.Sa se verifice daca punctele speci-
ficate sunt puncte unghiulare:

a) f:R> R, f(x)=[x*-4,x, € {0,-2};
b) £:RSR, £(x)=1 L xy=1
TR = \/x—l,XZI’Xo_ ’

c) f:R->R f(x):‘x2—5x+6,xoe{2, 3};
df:R-oR, f(x)=x++22,xoe{—2, 0};

X
, 0,1

¢) £:[0, +o0) >, £(x) = [’:] xel01)
x -1, xe[1,+oo)

X, =1.

A18. Sa se determine a, b € R pentru care
functiile f,g:R >R nu au puncte
unghiulare, in cazurile:

a) f(x) = x‘x—a‘;

b) g(x):x‘x—a‘ﬂx—b‘.

A19.Sa se determine punctele de intoar-
cere pentru functia f: R - R, daca:

a) £(x) =, [|x" -9 b)f(x)=|3-x*.

A20.Sa se determine punctele unghiulare
ale functiei f: R >R,

— 2
f(x)=lim>, —**6

noo x% 4 4 4 x"
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@ DERIVATELE UNOR FUNCTII ELEMENTARE

Sa consideram functia f:D — R, o functie derivabila pe multimea D.
lim f(x+h)-f(x)
h—0 h

este domeniul de derivabilitate al functiei f. Cu ajutorul acestei formule
vom determina derivatele catorva functii elementare pe domeniul de deriva-
bilitate corespunzator.

Derivata sa este functia f': D, > R, f’(x) = ,unde D,

1. FUNCTIA CONSTANTA

Functia f: R >R, f (x) =c este derivabila pe R si are derivata egala cu
functia nula: f'(X) =0,Vxelk

Se mai scrie ‘C'=0, YV x e\D.‘

Demonstratie
f'(X)zlimf(X+h)_f(X) —1imE=—1im0=0. m
h—0 h h—>0 | h—0

Astfel, dacd f(x)=4,V xeR, atunci f'(x)=0, xR sau 4'=0.

2. FUNCTIA PUTERE CU EXPONENT NATURAL

Functia f:R >R, f(x)=x", neN este derivabild pe R si derivata sa
este data de relatia:
f'(x)=nx"", ¥ x eR. Se scrie

—_

x“)’:nx“’l,v xel.

Demonstratie
- T gn 1_n-1 2 n-21.2 n
f-(x):hmwzhm(wrh) X i CoXh+Cx™h* 4 +h"
h—0 h hs0 h e h

=lim (Cix“’1 +Cx"*h+...+ h“’l) =Clx""'=nx"",VxeR B
—0

I Exemple
a) Derivata functiei identice f (X)=X, V x €lR este functia definitd prin

f’(x) =1, V xeR. Scriem x'=1.
b) Daca f(x) =x”, V x e R, atunci f'(x) =2x,Vxelk. Scriem(xz)' = 2x.
c) Daca f(x) =x', V x e R, atunci f'(x) =7x°% V x € R. Scriem (x7)' =7x°.
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3. FUNCTIA PUTERE CU EXPONENT REAL

Functia f:(0, +0) >R, f(x)=x",reR este derivabild pe intervalul
(O, +oo) si f'(x) =rx"',xe (O, +oo).

Se scrie: (xr)' =rx"',V x>0.

Demonstratie
x" Kl + hj - 1}
_ r_ gt X
f’(x) =lim fx+h) - fx) =lim (x+h)" -x = lim
h—0 h h—0 h h—0 h

Notand 2=y, rezultd £'(x)=x" -lim S5 =1 i v 5o, m
X y-0 Xy

I Exemple
s , 3 21 3 -1 31
a) f(x)=x*,x>0, f(x)zzx4 :Zx4=2-§,x>0
b) £(x) = Jx f K) =y Lot 2
=Jx,x>0, f'(x)=(Vx) =(x?)'==-x2 =——,x>0
) f(x)=+x,x (x)(x) (x?) 5 X 2\/;x

Sa retinem ca (\/g)' = m,

< OBSERVATIE
« Functia radical f:[0, +») >R, f(x)= Jx nu este derivabild in x,=0

deoarece f'(0) = +o.

c) f(x)zi, x #0, f'(x):(ljlz(xl)':—xz :_Xl_z’ vV x#0.

X
1 1
d) Dacd r=—,neN \{1}, atunci xr =x» =12/x . Se obtine:
n
L U O 1 .
X" | ==.x» =———, pentru x > 0 daca n este par, sau x € R daca n este
[ J n nnlxn—l

impar.

(1 RETINEM!

1 . ..
({‘/g)' = pentru x > 0 g1 n par sau x # 0 $1 n impar.

nvx
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4. FUNCTIA LOGARITMICA

Functia f:R—> R, f(x)=Inx este derivabild pe intervalul (0, +w) si

f'(x)zi, x (0, + ).

Se scrie: | (In)'(x) 21, vV x>0.
X

Intr-adevar, pentru oricare x > 0 avem:

h
In(x +h)~Inx 1. (x+h IH(HXJ
f'(x)=lim =lim —ln( leim—z
h—0 h 50 h X h>0 h

—_ X

X
Ly 2AY) L

X y20 y X

> 0BSERVATIE

* Fie functia f:(0,+») >R, f(x)=1log, x, a >0, a#1. Folosind formula de

. . . . 1 .
schimbare a bazei logaritmului, log, x = ln_x, se obtine:
na

1
x-lna

(log,)'(x) = ,Vx>0.

5. FUNCTIA EXPONENTIALA

Functia f:R—(0,+x), f(x)=a",a>0,a=1, este derivabila pe R i

f'(x)=a"-Ina, xeR.

Se scrie ‘ (a¥)'=a*-lna,Vxe ID.‘

Intr-adevar, pentru oricare x €lR avem:

x+h _  x X h _
£'(x)=lim &% _jjp 8@ D
h—0 h h—0

(e)'=ex V xel|

=a*-lna.

in particular,

6. FUNCTIILE TRIGONOMETRICE SINUS SI COSINUS

Functiile f, g : R > R, f(x) = sin x, g(x) = cos x sunt derivabile pe R si
pentru orice x € R avem:
a)| (sin)'(x) =cosx,V xe |D;| b)|(cos)'(x) =—ginx,V xelR
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Demonstratie
. h 2x+h
. sin(x+h)—sinx ,, 2SIM5005—
a) Pentru orice x e R, f'(x)=1lim =lim =
h—0 h h—0 h

] 2 -Iim cos(x +Ej =1-lim cos(x +£j =1 cos(lim(x +£D = COS X.
h—0 h h—0 2 h—0 2 h—0 2

2
b) Tema ®

< OBSERVATIE
* Trebuie facutd distinctie clard intre numerele f'(x,)si (f(x,))'. Astfel,

f'(x,) reprezinta valoarea derivatei f' in punctul x, (atunci cand exista),

1ar (f(xo))'reprezinté derivata constantei f(x,) si este zero.

I Exemple
e In2)=0; (In)'(2) =% ; [Singj’ =0; (sin)‘(gj =cosg = g
A4 Tema

Aplicand formulele pentru derivatele catorva functii elementare, sa se

calculeze derivatele functiilor:
5

A. 1. f(x) = x4, xeR; 2. f(x) = 2001, xeR; 3. f(x)=xg,x>0; 4. f(x)=‘x‘/§,x>0;
5. f(x)=g/;,x¢0; 6. f(x) = log, x,x>0; 7. f(x) = 3%, xeR; 8. f(x) =x/§, xelR;

9. f(x) =sing , xeR; 10. f(x) =cos5§n, xeR;11.f(x) =ez*,x e R.
B. Calculati si comparati:
1. sin)[ %) si [—sin®) 5 2. cos)y [ 3| si [c0s2® ] ; 3. (n €)' si (In)'(e).
6 6 4 4
C. 1. Pentru functia f(x) = 5%, si se calculeze f£'(0), (f(0))', £'(-1), f'(log;3);

f'(-log; (In5)).
2. Pentru functia f(x) =¥x, sa se calculeze f'(l),(f(l))'; f'(8),(f(8))';

£(-1), (£(-1)"

@ OPERATII CU FUNCTII DERIVABILE

Tehnica de determinare a derivatei unei functii pornind de la definitie se
dovedeste a fi destul de anevoioasa pentru functii obtinute pe baza
operatiilor cu functii (adunare, inmultire, compunere, inversare, ...). De
aceea se vor gasi niste reguli practice care permit determinarea derivatei
unei functii oarecare intr-un mod cat mai simplu.
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4.1. DERIVATA SUMEI SI A PRODUSULUI

& TEOREMA 3
Fie functiile f, g:D —> R si x, € D punct de acumulare al lui D.
Daca functiile f si g sunt derivabile in punctul x, € D, atunci functiile

f + g si fg sunt derivabile in punctul x,, si au loc urmatoarele reguli de
derivare:

a) (f+8)'(x,)=1f'(x,)+&'(x,); b) (£8)'(x0) =1"(x,) 8(x) +£(x,) - &'(x0)-

Demonstratie

a) Pentru x # x, avem

E+e)) - E+eg)(x,) _ fx)-fx)  gx)-gx,)
X — X, X —X, X —X,
Prin trecere la limita cand x — x, in aceasta egalitate si folosind
faptul ca f si g sunt derivabile in x, se obtine:
€+ g(x,)— tim EFOO-Er6) _ f00-f5) |\ 809 —g(s)
X% X—X, o% X —X, % X —X,
=f'(x,)+g'(x,), ceea ce trebuia demonstrat.

(f2)(x) - (fg)(x,) _ f(x)g(x) —f(x)g(x,) _

b) Pentru x # x, se obtine:

X — X, X — X,
_ f®)e(x) —£(xy)g(x) + f(x,)g(x) — f(x,)g(x,) _ f(x) - f(x,) o(x) + f(x )g( X) ~8(%)
X—X, X—X, o -X,

Trecand la limita cand x — x, in egalitatile de mai sus si folosind
faptul ca fgi g sunt derivabile in x, sicd limg(x)=g(x,), se obtine:
X — XO X=X X=X X — XO
=f'(x,)-g(x,)+{(x,)-2'(x,), ceea ce trebuia demonstrat. B

<> OBSERVATII

1. Daca functiile f g1 g sunt derivabile pe D, atunci si functiile f + g si fg sunt
derivabile pe D si au loc urmatoarele reguli de derivare:

(E+g)=f"+g|si|(fe) =f'g+fg|

2. Cele doua reguli de derivare pentru suma si produs se pot extinde la

¢-£)(x,)=lim

cazul a n functii, f,, f,, ..., f derivabile pe multimea D. Avem:

(f+f,+..+f) =f +f +..+f

(£, £) =L £ +£6..f +.  +fEf..f =if1f2f £ 0t £
k=1

Pentru f =f,=f, =...=f =f seobtine |(f")'=n-f""-f"
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3. Alegand g = ¢, ce R, regula de derivare a produsului conduce la formula
(ch)' =cf+cf'=0-f+cf =cf', (constanta trece in fata derivatei).
Pentru g =—1 se obtine (f)' =—f",iar f—g)'=(f+ (-g))'=f"—-g"

O RETINEM!
c-f=c-fsi|f-g=f"-g\

é{) :g.. !‘ s

1. Sa se determine derivatele functiilor f i valoarea f'(x,) a derivatei

in punctele specificate:
a)f: R > R, fx)=x% + x+cosx, X,=0;

b)f: R > B, fx)=Yx+ =, x, = 1;
X

) f: (0, +0) > R, f(x) = In x + 25— sing, x, = 1.

Solutie
a) Functia f este derivabila pe R ca suma de functii derivabile pe R si
f'x) = (x3)'+x'+ (cos)'(x) =3x2+1—sinx, VxelR,f'(0)=3-0+1—-sin0=1.

b) Functia f este derivabild pe R ca suma de functii derivabile pe R’,

f’(x)=(§/§)'+(i2j': 1 +(x)'= 1 -2x°,Vx#0;
X

3.Yx* 3x?

1 5
fl(1)==-2=-2.
(1) 3 3

c¢) Functia f este derivabild pe (0, +o0) fiind exprimatd ca suma de
functii derivabile pe (0, +o) si f'(x) = (In)'(x) + (2%)' — (sin gj = l+2" In2-0,
X
vV x>0,f'(1)=1+2In2.

2. Folosind regulile de derivare a sumei si a produsului, sa se determine
legea de corespondenta a functiei f', daca:

a)f: (0, +0) > R, f(x) = x%n x +X\/;;
b)f: R - R, f(x) =xsin x — 2 cos X.
Solutie

a) f'®) = (x2 Inx)' +(xvx)'= x2' In x + x2 (In)'(x) + x'Vx +x(Vx)'=

=2xlnx+x2-l+ 1~\/;+XL= 2xlnx +x + %\/;,VX>O.

X 2\/§

b) f'(x) = (x sinx)' — (2 cosx)' =x' - sin X + X - (sin)' (X) — 2 (cos)'(X) =sin X +
+ xcos X + 2sinx =3sin X +xcos X,V x elR.
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4.2. DERIVATA CATULUI

= TEOREMA 4

Fie functiile f, g : D - R si x, € D, punct de acumulare al lui D.
Daca functiile f si g sunt derivabile in x, si g(x,) # 0, atunci functia cat

— este derivabila in punctul x, si are loc egalitatea:

g
[f}'(xo) _ ) gx) ~£(x,)-g'(x,).
g g (x,)
Demonstratie

Din conditia g(x,)# 0 si g continud in x,, rezulta ca g este nenula pe o
vecinatate a punctului x, si deci are sens derivabilitatea catului in x,. Avem:

(Hoo-(FJow TS
(fj (x,) =lim 8 ) im 8% 8 _y
g

XX

1 1) 8(x) — £(x,) - 8(%) _

X — X, % (x-X,) - 8(x) - 8(x,)
i £ 8(x0) — £(x) - 8(x,) +£(x0) - 8(x) ~ £(x,) - 8(x) _

7o (x —x,)-g(x)-g(x,)
= i 00 — G20 8(x,) ~ [860) — g () _
(x —x,)-g(x)-g(x,)
=1in{f(x) t (CO RSN Rt ‘f(xo)] 1

— x— g()-8(x,)

X — XO XX

Xy

, ceea ce trebuia demonstrat. B

1 \l 1
= [f (Xo) ’ g(xo) -8 (Xo) ’ f(Xo)] TN
g (x,
Demonstratia teoremei arata totodata ca daca functiile f si g sunt
derivabile pe multimea D si functia g nu se anuleaza pe D, atunci functia cat

— este derivabila pe D si are loc regula de derivare a catului:
g

(fj'_ fvg_fgv

g g

1. Fie functia f: B — {(2k+1)g | kel},f(x)=tgx.

Atunci (tg)'(x) =

_ Vx=@k+ D)=, kel
cos” X 2
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(sin)'(x) - cos x — sin x - (cos)'(x) _

Intr-adevar, (tg)'®) = ( S x j =
cos X

_sinx+cos’x 1

cos® x

cos® x

2. Fie functia f:

Atunci (ctg)'(x) =—

cos® X

LV x# (2k+1)g,ke7l.

R —{kn| keZ}—> R, f(x)=ctg x.

kel

(cos)'(x)-sinx —cosx - (sin)'(x) _

Avem (ctg)'(x) = ( C?S X) =
sin x

sin® x
22 2
—sln” X —cos” X -1
= — =———,Vxzkn kel.
sin” x sin” x
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
E1. Sa se determine derivatele functiilor f c) f:R >R, f(x)=(3sinx - 1)(2 - 5 cos x),
si sa se calculeze f'(x;),unde x, este 21
Xy = —3
specificat pentru fiecare functie: 3
a)f:R->R,fx)=/3+x*+x° —x*, dDf:Ro>R,fx)=Fx+1)d+x*-x),
Xg=-2; X, =-8;
b) £:R° >R, fx) =i4+i2_i0+1n5’ e) f: (0, +0) - R, f(x) = 3ln x + x)(4 - x),
X X X Xy = 1;

x, =-1;
O £: (0, +0) 5B, ) = Vx +¥x - Yx+
+35, x, =1;

d) f:R >R, f(x) =-sin x + cos x—sing+

+cosm, x)=—

e) f: (0, +0) > R, f(x) =In x +log, x- lg x,

Xy =2;
) f:R >R, f(x)=5-e% x,=0.

E2. Sa se determine derivatele functiilor f

si f'(x,) in punctul x, specificat:

a) f:RoR,f(x) =4x4+3x3-2x2+x -1,
X, =-1;

b) f:R >R, f(x) =(2x+ 3)2+4x3(x- 1),
xy =05

) f:(0,+x) >R, f(x) =xInx, x, =¢;
g) I:R->R,f(x) =ex (x2+5x-1), x, =-1.

E3. Sa se calculeze derivatele functiilor
f: D —> R, precizand domeniul de

definitie si domeniul de derivabili-

tate:

DI0=_—i D= T

c)f(x)—ﬁ—%'

@) 60 =+ + 5

O =225 pi= X114

g) fx) =X T 253 gy =X 73X,
x+5

l)f(x)—% )()-L1
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k) f(x )_i
lnx X
D f(x) =
X+x
m) f(,g:ﬂ;
x-2
n) £(x) =251nx—.3eosx .
3 +sinx
0) f(X) — XSsimmx ;
1-cosx

Al. Sa se rezolve ecuatia f'(x) = 0, pre-
cizind domeniul maxim de defi-
nitie si domeniul de derivabilitate
al functiei f:

a) f(x) = x* - 4x3;

b) f(x) = 2x3 — 15x2 + 24x + 5;
c) f(x) = x4 - 4x3 + 4x2;

d) f(x) =x3 - ex;

e) f(x) = sin3x + cos?x;

f) f(x) = x2- Inx;

g) f(x) = ex(x2 + 6x — 15);

h) f(x) = x+1 .
) fx) (x+1)%*+1’
. _ 1 .
M@= e
N _X —3x+3;
) fx) x2—5x+17
k) f(x) = Xf
+1’
(3x 1) sinx
Dfx)= ———F—— = ;
) =) = 4 +12x41° m) f(x) = 1+tgx’
n)f(x)=2+SinX; 0) f(x) = sinx )
Cos X cosx+1

4.3. DERIVAREA FUNCTIEI COMPUSE

APROFUNDARE

p)()-tg"“,
tgx -1

2 .
sin2x+1’
4
s) f(x)="_+1;
e

r) f(x) =

t) f(x) =log; x + log, 3;
w) f(x) = (ez)" +5%

A2. Fie functiile f, g : R - R, astfel incat
f(x) = (x2+2x + 2)-g(x), VxeR, iar
g este derivabilainx=1,g (1) =1 si
g'(1) = 0. Sa se calculeze f'(1).

A3. Fie functiile f, g : R — R, astfel incat:

fx) = 2ex - g(x) + 22,
x“+1

vV xelR,

g este derivabila in x = 0 si
g' (0) =-1. Sa se calculeze £'(0).

g (0)=3,

A4. Sa se scrie ecuatia tangentei la gra-
ficul functiei f : D - R in punctul
specificat, daca:

a) f(x) = x4, x, =-1;
b) f(x) =x1n x, x;, = e;

o fx) =2t 5 =
x> +3

e) f(x) = tgx, x, =§;

f) f(x) = (x+1)ex, x,=0, x, =1.

In paragraful anterior s-a observat ca aplicand operatiile algebrice
functiilor derivabile se obtin tot functii derivabile. In continuare vom intalni
un alt mod de a genera functii derivabile. Pentru simplitatea exprimarii,
functiile vor fi considerate ca fiind definite pe intervale de numere reale.
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= TEOREMA 5

u f
Fie I si J intervale de numere reale si functiile I - J —R.
Daca u este derivabila in punctul x, €1, iar f este derivabila in punctul

u(x,)=y, €J, atunci functia compusa (fou):I—>R este derivabild in

punctul x, si are loc relatia: (£ou)'(x,)=f"(u(x,)) u'(x,).

Demonstratie
f(y)-f
| W -f@) o,
Fie F:J >R, F(y) = V=Y, .
f'(yo)’ Y=Y
f(y)-1f(y,)

Deoarece limF(y)=1lim =f'(y,)=F(y,), functia F este

Yy—=Yo y —-Y

continua in y,.

Din egalitatea F(u(x))- ul) ~ ¥, = fue) = £(yo) , (1)

X —X, X — X,

prin trecere la limita, se obtine:

X—>Xq X — XO XX XX X — XO

=F(u(x,))-u'(x,) =F(y,)u'(x,) =£'(y,)-u'(x,) =£'(u(x,)) - u'(x,). W

(o) () tim SR CD L CED O )t B0 0)

<> OBSERVATII

1. Utilizand aceasta teorema si definitia derivatei unei functii pe o multime,
se obtine urmatorul rezultat general:

Fie I, J intervale de numere reale i I-—>J Se
Daca functia u este derivabila pe intervalul I si functia f este derivabila
pe intervalul J, atunci functia (f ou) este derivabila pe I si are loc

urmatoarea regula de derivare:
(fou)' = (f’ou)-u‘.

2. Teorema se poate extinde la un numar n, n > 2 de functii derivabile care se
pot compune. Astfel, daca f, u, v sunt trei functii care determina functia
fouov pe un interval I, iar daca v este derivabila in punctul x, €, f este

derivabila in punctul u(v(x,)), atunci functia compusd fouov este
derivabila in punctul x, si are loc egalitatea:

(fouov)'(x,)= f’(u(v(xo)))-u'(v(xo))-v'(xo), sau mai general:

(fouov)'=(flouev)-(uv)-v'"
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3. Teorema de derivare a functiilor compuse impreuna cu derivatele functi-
ilor elementare deduse pana acum conduc la urmatorul tabel de formule:

Functia . Functia .
L Derivata L Derivata
elementara compusa
¢ (constanta) 0, xelR
X 1, xelR u u'
x", neN’ nx*-1, xelR u”, neN’ nur- L u'
x', relR rx*~ 1 x € (0, +o) u, relR rut-!-u'
1 1
e L xe (0, +0) S v
2Vx 2Ju
1 x € (0,+), npar 1
I L Eet o .
n n-1 3 n n-1
n¥x xelR, nimpar niyu
1 1
].nX —, XE(O,+OO) ]_nu —u
X u
1 1 |
log, x,a>0,a=#1 , X (0, +o0) log, u ‘u
xIna ulna
ex ex, xelR eu ev-u'
a‘,a>0,a=1 a*-lna, xelR av a'-Ilna-u
sin X cosx, xelR sin u cosu-u'
CoS X —sinx, xelR cos u —sinu-u'
1 1 :
tg x —,cos X #0 tgu > u
cos” X cos” u
. 1 |
ctg x ————,sinx=0 ctgu -——-u
sin” X sin”u

4. Daca u, v : I >R sunt functii derivabile pe I si u(x) > 0, xel, atunci
functia u® este derivabila pe I si derivata ei este:
(uv)'zv-uv'1 -u+u'lnu-v'

Intr-adevar, avem succesiv:

(Obs.3

oy (v} Y ) 1 avinu [ o u')y u'
(u ) —(e ) = e .(v 1nu) =e (V Inu+v uj—u (v Inu+v uj

=u'-lnu-v'+v-u'-u'. Fe _ gt

Folosind regula de derivare a functiilor compuse, sa se determine

derivatele functiilor:
a) h: IR -5 R, h(x) =(3x2 - 2x)% b) h : R— (0, +x), h(x) = In2 (x2 + 5);

c¢) h:(0, +0) >R, h(x)=x".
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Solutie

a) Sa consideram functiile u, f : R—> R, u®) = (3x2 — 2x), f(u) = u?,
functii derivabile pe R, pentru care u'(x) = 6x — 2, V xeR si f'(u) = 5u’,
u € R. Rezulta ca functia fou este derivabila pe R.

Observam cd (fou)(x)= f(u(x)) = (?;x2 —2x)5 =h(x), xeR Asadar, h
este derivabild pe R si h'(x)=(fou)'(x)= f'(u(x)) u'(x)=5u’(x) u'(x)=
= 5(3){2 —ZX)4 -(GX —2), x el

b) Consideram functiile R->(0, +oo)i>\l2£>(0, +0), v(x) =x2+ 5, u(v) =lnv,
f(u) = u? derivabile.

Avem (fouov)(x)= f(u(v(x))) =In’ (x2 + 5) =h(x),xeR

Rezulta ca h este functie derivabila pe R si

h(®) = FOEE) - 1EE) - V(E) = 20WE) % V(%) =2In(x +5)- X%rf) 9x =

4x 9
e -ln(x +5).
c) Aplicam regula de derivare din Observatia 4:

(Xx)’z(ex'lnx)'ze"l” ((xInx)' =" -(x'Inx +x-In'x) = "™ -(lnx+x-lj=

=x"(Inx +1).

4.4. DERIVAREA FUNCTIEI INVERSE

In acest paragraf vom stabili o noua modalitate de a obtine functii
derivabile si totodata un nou procedeu de determinare a derivatei pentru
anumite functii.

= TEOREMA 6
Fie I si J intervale oarecare si f: I — J o functie continua si bijectiva.
Daca functia f este derivabila in punctul x, €I s1f'(x,) # 0, atunci functia
inversa f':J — I este derivabild in punctul y, = f(x,) si
1

(fil)'(y0)= f'(Xo).

Demonstratie
Bijectivitatea functiei f asigurd existenta functiei inverse f. Vom

1 (y)-f"(y,)
y_YO

determina limita raportului cand y > y,, YV # ¥,-
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Fie x = ' (y). Deoarece y # y,, rezultd ca x = x, si

FO-) _ T E) - E =) - x-x, 1 )
Y-, f(x) - f(x,) f(x)-f(x,) f(x)-f(x,)’

X —X,

Functia ™ este continud in punctul y, = f(x,).

Rezultd cd limf'(y)=f"(y,) =x,. Se deduce astfel ca pentru y —y,,
Y—=Yo

f(y) > f'(y,), adici x - x,. Trecand la limitd dupa y —y,,in relatia (1),

-1 -1
se obtine : lim £ W-f &) = 1 !

S yoy, g fO- ) ()
X—X( X — XO

In concluzie, functia ' este derivabild in punctul y,=f(x,) si
1
£y = .
t)'(y,) Fx)
<> 0BSERVATII

1. Daca in enunt se ia f'(x,) =0, atunci (f)'(y,) = +oo in cazul in care functia

f este strict crescatoare pe I si (f’l)'(yo) =—oo In cazul cand functia f este

strict descrescatoare pe I. In concluzie, daca f '(x,)=0, atunci functia
nu este derivabila in punctul y,, dar are derivata infinita in y, .

Din punct de vedere geometric, in punctul (y,, x,) graficul functiei
Inverse are tangenta verticala.

2. Folosind derivabilitatea unei functii pe o multime, teorema anterioara se
poate extinde astfel:
Fie I g1 J intervale oarecare sif: I — J o functie continua si bijectiva.
Daca functia f este derivabila pe intervalul I si f'(x) # 0, Vxel, atunci
1

fr(f)

f':J — I este functie derivabila pe intervalul J si (f )=

X  Fiefunctia f: R — (1, ), f(x) = 9+ 3x+ 1.
Sa se arate ca functia f este inversabila pe R si si se determine (f7)' (3).

Solutie
Functia f este strict crescatoare pe R, fiind exprimata ca suma de functii
strict crescatoare pe IR, deci este injectiva.

De asemenea, este functie continua pe R,lim f(x)=1,lim f(x)=+w,

deci Im f = (1, +w), ceea ce inseamna ca f este surjectiva. In concluzie,
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functia f este bijectiva, deci inversabila. Ca urmare exista f: (1, +0) > R,

derivabila pe (1, 40) si (f7)'(3) = f'(l % unde f(x,)=3si x,=0. Se obtine
XO
1 1
a(f")@)=—=——.
@ )@ =50 3ma

DERIVATELE FUNCTIILOR TRIGONOMETRICE INVERSE

1. Functia arcsinus
Functia f :{—g, g} — [-1, 1], f(x) = sin x este bijectiva, continua si
R, T
derivabila si f'(x) =cosx,cosx#0,V x € (_E’ 5}

Functia inversa este f':[-1, 1] > [—g, g} , f(y)=arcsin y careia i se

poate aplica teorema de derivare a functiei inverse pe intervalul deschis (-1, 1).
Pentru y e (-1, 1) se obtine:
1111
f'(x) cosx J1-sin®x B \/l—y2 .
Asadar, functia arcsin este derivabila pe intervalul deschis (-1, 1) si

1
V1-x2

Pentruy =-1, avem x= —g, iar f'(—gjzo_

(arcsin)'(y) =

(arcsin)'(x) = ,V xe (—1, 1).

Conform observatiei (1), (arcsin)'(—1) = +o g1 (arcsin)'(1) = + oo.

2. Functia arccosinus

Rationand in mod similar sau aplicand relatia arccos x =" _ arcsin X,
V xe [—1, 1], rezulta ca functia arccos este derivabila pe intervalul (-1, 1) si

(arccos)'(x) =— ¥V xe(-1,1).

1
V1 -x2

Pentru x =—1 sau x = 1, (arccos)'(x1) = —o.

246



M Elemente de analizd matematica ® Ill. FUNCTII DERIVABILE

3. Functia arctangenta

Functia f : (—g, gje R, f(x) = tg x satisface conditiile de derivare a

functiei inverse pentru I= (—g, g) sid =R

Rezulta ca functia inversa f': IR —>[—g, gj, f'(y)=arctg y este deriva-

. . . 1 1 1
bila in orice punct y € R, y = tg x si (arctg)'(y) =—— =cos’ x = = .
p y y = tg x si (arctg)'(y) 0 Trtgx 113

Asadar se obtine formula (arctg)'(x) =1%, Vxel.
+x

4. Functia arccotangenta
Procedand ca pentru functia arctg, sau folosind relatia arcctgx=

T arctgx, V x € R, obtinem ca functia arcctg este derivabila pe R si

1
arcetg'(x)=———,V xekR.
1+x

> O0BSERVATIE
* Daca u este o functie derivabild si u(x)e (-1, 1), atunci:

1 . -1
-u'l si |(arccos)'(u) = -u'.

(arcsin)'(u) = ﬂ —

Daca u este o functie derivabila, atunci:

‘u.

(arcctg)'(u) =

— e

1
(arctg)'(u) = S-u'ls
1+u

In concluzie, teoremele 3-6 din acest paragraf dau modalitati de

derivare pentru diferite functii care sunt rezultat al:
— unor operatii algebrice cu functii derivabile (adunare, produs, cat);

— unei operatii de compunere de functii derivabile;
— unei operatii de inversare a unei functii derivabile.

1+u?

Reguli de derivare

(f+g) =f'tg' (f-g)=f'g+f-g' (c-f)'=c-f',ceR
£y flg—f.g' Ty 1
i (GO RO R G e =
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EXERCITII SI PROBLEME

El. Folosind regula de derivare a func-

tiilor compuse, sa se calculeze deri-
vatele functiilor indicaAnd domeniul
maxim de definitie si domeniul de
derivabilitate:

a) f(x) =(x2 + x)%; b) f(x) = sin(4x + 2);
©) f(x) = sin? 2x; d) f(x)=cos’x+cos2x;
e) f(x) = tg2 2x; f) f(x) = x ctg 2x;

g) f(x) =v/4x +1; h) f(x) = V9x*+8x—1;
i) fx) =35~ 1; j) fx) = (“ZJ
2

k) f(x) =In (6x2+x); 1) f(x) = lnx;;
x+3

m) f(x) =In(x + V9 + x2) ;
n) f(x) = e+

o) f(x) = 22 +3%%;

2
e +1
p) f(x) = [ +1],

+e ¥

r) f(x) = sin?(3x? — 4x+1);
-_1 .
S) f(X) = (XZ N 2)4 ’

t) f(x) = arcsin(x? + x);
2
u) f(x) = arctg i* X

v) f(x) = arccos(x2- 2x);

Al.

Folosind regula de derivare a functi-
ilor compuse, sa se calculeze derivata
functiei f: D - R, precizind D si D,

a) f(x) = (x2+1)3 . (x3 - 3x + 2)5;
x(1+ x%) 1+x2

9 fx= ;
J1-x2 1-x°

d) £2) = \xxdx 3

e) f(x) =x(a’-x) -m;

Vx® - X
X

i =— 5=

g) f(x)=\3lx3 -3x-2.

b) f(x) =

248

EXERSARE

E2.

APROFUNDARE

IL

II1.

w) f(x) = arcctg e2x;
x) f(x) = x
y) f(x) = xV* ; z) f(x) = (sin x)*.

Sa se rezolve ecuatia f '(x) = 0
pentru functia f : D >R, unde D
este domeniul maxim de definitie al
functiei f:

a) f(x) = (2x2 - x*)5;

b) f(x) = (x - 1)% - (x - 2)%

o) f(x) =V2x-x2; d) f(x) = x¥x +1;

lnx

e) f(x) =+/x -Inx; f) f(x) =
g) f(x) = cos 2x + x; h) f(x) = 4ex + e %

D £ = [ 2S00 ) 60 =20
k) f(x) = L” 1) f(x) = arctg (x2— 4x);

1
f(x) = *tgPx— LtgPx;
m) f(x) = 2 2’x 5%
n) f(x) = sin2 3x;

0) f(x) = darctg ‘2" :

p) f(x) = arctg ’l—oosx , xe(O, n).
1+ cosx

a) f(x) = cos?(3x + 1) - sin(3x +1);
b) f(x) = sin3((x2 + 1)3);
¢) f(x) = sin (cos?x) - cos(sin2 x);
d) f(x) = tg (cos (In x));

CcoS X
e) f(x —flnt =
) £(x) 2 2sin®x

2

a) f(x) =1 ;

) f(x) n2 2

b) £(x) = In | L= 95X,
1+sinx’

¢) f(x) = In |1 t8%X,
1+tg2x
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_ 4x” +3x b) f(x) = 28X & :L;
DI =Iny e fioe T

x—-2 _ b-¢ 1.
e) f(x) =log,,, x; f) f(x) = Ig =

—_— c) f(x) = arctg ———— ,x, = ——

x2+1 1++1-x2 ’ 2
o @) £69=In, [ 1 arceos (sin 39,
4x® +1 2-tgx

IV. a) f(x) = e'¥*3 ; b) f(x) = e*- ;
a) f(x) = e ) f(x) = e 1 _,
Xy =
L 4’
— aVX (2 2 _ _9). _
c) f(x) =e"*(x2 +4x2 -2x-3); o) f(x) = x+1 arctgz 1

L M B

d) f(x) = ex - x*-sinx?;

In(x*-1) Xy =1;
f(x) = x
e) flx)=e f) f(x) = In 41”‘ L arctex, x, ==
-x 2 2
cosx x+1 2 _
V. a) f(x) = x™%; b)f(x)= [ - ), g) f(x) = }; 31+lnx/1+x2+arctgx,
X
i x,=1
o) f(x) = x"**V; d) f(x) = T
Inx
= Xi — yarcsin x
e) f(x) = (Inx)* 3 B fx) =x : A3. Fie functia f: |:%,+00] - [—i, +oo) ,

f(x) = x2 — x. Sa se arate ca f este
VI a) f(x) = aresin v9-x2; inversabila si sa se calculeze (f1)'(2)
si (£1)'(20).

b) f(x) = arcsin 1 2x 5 + 2arctgx;
x

&1 A4. Fie functia f:IR > R, f(x) = x3 + 3x2 +
c) f(x) = arccos 1+ <20 ; + 4x — 2. Exista (f_l)' (6)? in caz afir-
2 mativ sa se calculeze.

d) f(x) = arccos 1- X2 + arctg x;

A5. Fie functia f:(0, ©) —» (1, ), f(x) =2 +
1 —arctg x%; + x2 + x. Sa se verifice daca f este
1 bijectiva si sa se calculeze (f1)'(4).

<
e) f(x) =arctg —;
X
1-V1-%*
f) f(x) = ar@gix; A6. Se considera functia f: (1, ©) >R,
f(x) =In(x-1) + x.

2
g) f(x) = 2arctg X\/_Z +1n X2 +V2x+1 ; a) Sa se arate ca f este inversabila.
x* —/2x +1 b) Sa se calculeze (£1)'(2), (£1)'(e + 2).
_ 4sinx
h) f(x) = arcetg - A7. Fie functia:

_ 3x-x%, xe(-%,0]
A2. Sa se calculeze f'(x,), pentru: f: R->R,f(x) _{3x+ %2, xe(0,0) :

a) f(x) = arcsin# , Xp =13 a) Sa se arate ca f este inversabila .
Vx+1 b) Sa se arate ca (f1)'(-4) = (£1)'(4).
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@ DERIVATE DE ORDINUL I

Sa consideram functia polinomiald f: R - R, f(x)=x"-2x" +1.

Functia f este derivabila pe R si derivata ei este functia f':IR > R,
f'(x) =3x" —4x.

Ne punem problema daca noua functie f' este functie derivabila si in
caz afirmativ care este derivata ei?

Raspunsul este urmatorul:

e functia f' este derivabila pe R ca suma de functii derivabile, deci
are derivata. Derivata functiei f'se numeste derivata de ordinul II a
functiei f si o vom nota f".

Astfel avem: f": R > R, f(x)=(f")'(x)=6x-4.

Fie f:D — R o functie oarecare, derivabila pe multimea DcR.

Derivata functiei f este functia f':D;,, > R, D;, €D numita derivata
de ordinul I sau derivata intai a functiei f.

Derivata de ordinul I se determina folosind regulile de derivare si
derivatele functiilor elementare.

In continuare se va pune problema derivabilitatii functiei f' intr-un
punct sau pe o multime, precum si problema existentei derivatei acesteia.

+ DEFINITII

* Functia f:D —> R este de doua ori derivabila in punctul x, e D'nD
daca existd o vecinatate Ve 7 (x,) astfel incat:
a) f este derivabila in orice punct al vecinatatii V;
b) functia derivata f': V — IR este derivabila in punctul x, € V.

* Derivata functiei f' in punctul x, se numeste derivata de ordinul II
(sau derivata a doua) a functiei f in punctul x, si se noteaza f"(x,).

Asadar, £9(x,) = lim =)
XX X_XO

xeVe” (xq)
Functia f este de doua ori derivabila pe multimea D, c D daca functia f este
derivabila de doua ori in orice punct al multimii D,.
Functia (f")': D1 - R se numeste derivata de ordinul II a functiei f (sau

derivata a doua) si se noteaza f"sau f®.

<> OBSERVATIE

* Daca functia f este derivabila numai in punctul x, (sau pe o multime care nu
are pe X, punct de acumulare) nu se poate defini derivata a doua in x, .
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Asadar, orice functie derivabila de doua ori in punctul x, are derivata
intai f' definita pe o intreaga vecinatate a lui x,.

1> Exemplu
x2, xeQ
*—x%, xeR\Q

« Functia f:R->R, f(x) :{ este derivabild numai in

punctul x, =0.

Rezulta ca pentru aceasta functie nu se poate pune problema derivabilitatii
de ordinul ITin x, =0.

Sa se arate ca functia f este de doua ori derivabila si sa se determine
functia f" in cazurile:

a) f(x)=2x"-x+1,xel;

b) f(x)=sinx, x €l

c)f(x) =ln(x2 +1),Xe|D.

Solutie

a) Functia f este derivabila pe R ca suma de functii derivabile si
f'(x)= (2x2 —X+ 1)' =4x -1, x e R. Functia f' este derivabila pe R ca suma
de functii derivabile si derivata acesteia care este derivata de ordinul II a
functiei f este data de: f"(x)=(f")'(x)=(4x-1)'=4, xeR.

b) Functia sinus este derivabila pe R ca functie elementara si
derivata de ordinul I este f'(x)=cosx, x € R. Functia f' este derivabild pe
R ca functie elementara si derivata acesteia care reprezinta derivata de
ordinul IT a functiei f este f"(x)=(f')'(x)=-sinx, x e R.

c) Functia f:R >R, f(x)= ln(x2 + 1) este functie derivabild pe R ca
o compunere de functii derivabile. Avem:

: (2 1

f (X)z(ln) (X +1)= =1

Functia rationala f' este derivabila pe R fiind un cat de functii deri-

vabile pe R. Derivata derivatei de ordinul I este derivata de ordinul II a
functiei f, anume:

() =(£) ()

-2x, x €.

= x €R.

9% j _ 2(x* +1)-2x-2x B 2(1—x2),
(x2 +1)2 (1+x2)2

x2+1
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APLICATII. RADACINI MULTIPLE ALE ECUATIILOR
POLINOMIALE

Fie f:R>R, f(x)=a,x"+ax"" +..+a, x+a, ofunctie polinomiala

de gradul n.

+» DEFINITIE

* Se numeste ecuatie polinomiala de gradul n ecuatia f(X) =0, unde f
este functie polinomiala de gradul n.
Exemplu de ecuatii polinomiale:
1. ecuatia polinomiala de gradul 1: ax+b =0, a #0;
2. ecuatia polinomiald de gradul 2: ax® +bx+c=0, a #0;

3. ecuatia polinomiald de gradul 3: ax® + bx”> +cx+d =0, a #0.

+ DEFINITIE

e Fie f o functie polinomiald de gradul n,neN.Numirul x,cR se
numeste radacina multipla de ordinul m, m e{l, 2, .., n} a ecuatiei
polinomiale f (x) =0 daca exista o functie polinomiala g de gradul n—m
astfel incat: a) f(x)=(x-x,)" -g(x), V xeR; b) g(x,)=0.

Numarul m se numeste ordin de multiplicitate a radacinii x,.

Daca m=1, 2, 3, ..., numarul x, se numeste radacina simpla, dubla,
tripla etc.

& TEOREMA 7
Fie f o functie polinomiala de gradul n, n e N". Daci numarul real x,
este radacind multipla de ordinul m al ecuatiei polinomiale f(x) =0,

atunci ea este radacina multipla de ordinul (m—l) pentru ecuatia

polinomiala f'(X) =0.

Demonstratie
Din definitia radacinii multiple de ordinul m rezulta ca exista functia

polinomiala g astfel incat f(x)=(x-x,)" g(x), g(x,)#0.
Avem f'(x)=(x-x, )mfl [mg(x) +(x— Xo)g'(x):l =(x-x, )m*1 -h(x).
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Deoarece f'(x,)=0 si h(x,)=mg(x,)=0 rezulti ci x, este radacina
multipld de ordinul m —1 pentru ecuatia f'(x)=0.m

Aceasta teorema da posibilitatea formularii conditiilor in care un
numar X, € R este radacina dubla, tripla sau de un ordin mai mare.

Astfel:
* X, este radécina simpla daca f(x,)=0 si f'(x,)=0
* X, este radécina dubla daca f(x,)=0, f'(x,)=0 si f ( X,) # 0;

0
e x, este radicina tripla daca f(XO)=O, f'(x,)=0, £"(x,)=0 si x,

este radacind simpla pentru f "(x) =0.

Problome rogoluate

1. Sa se determine ordinul de multiplicitate al radacinii x, =1 pentru
ecuatia x* -x’ -3x* +5x-2=0.
Solutie
Considerdm functia polinomiala f(x)=x"'-x"-3x*+5x-2, xeR.
Avem: f(1)=0, f'(x)=4x>-3x*-6x+5 si f'(1)=0.
f"(x) =12x"-6x-6 si f"(l) =0, iar " (x) = (x —1)(12x + 6).
Asadar, f(1)=f'(1)=f"(1)=0 si x,=1 este rddicind simpld pentru
ecuatia f"(x)=0.

Rezulta ca x, =1 este radacina tripla.

2007 223

2. Sa se determine numerele a, belR pentru care ecuatia 2ax™"" +bx™ +
+32=0 are radacina dubla x, =1.
Solutie

Fie functia polinomiala f(x)=2ax™" +bx** +32, x eIR.

Din conditiile f(l) =0 si f'(l) =0 se obtin relatiile 2a+b+32=0 si
4014a +223b =0.

Se obtine a=2 si b=-36 si se aratd ca pentru aceste valori £"(1)=0.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
E1l. Sa se calculeze derivata de ordinul II ) f(x) ,x20;
pentru functiile: .
a)f(x)=x4—2x3+5x2+3x—1,erD; d) f(x):xe »xeR;
N .
b £(x) S e) f(x)= ( )arctgx, xel;
xX+2 H f(x)=In (x +1) arcetgx, x € R.
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E2.

E3.

Sa se rezolve ecuatia f "(x) =0 pentru

functiile f:D > R, preciziand mul-
timea D, daca:

a) f(x): X —4x> +5x—-2;

b) f(x) =xXVx+3;

©) f(x)=x+ 2arctgx;

d) f(x) =x+sinx;

e) f(x)=In(2+sinx); f) f(x)= et
g) f(x)=vx*+4+ 31n(x+ Vx® + 4);
1-x7

1+x2

h) f(x) =

+

Sa se arate ca functia f verifica
identitatea data:

a) f(x) =5x% +4x—2, x2-f"(x)+f'(x) =
=2[x+f(x)+4], x el

b) f(x) = ¥, (4x” + 1) (x) - 2£'(x) -
—f"(x):O,xeD;

c) f(x) = e** cos4x, f"(x)—4f'(x)+
+8f(x)=0,xelR;

Al.

A2,

Sa se studieze daca functiile f: R >R
sunt derivabile de ordinul II:

sinx, x<0
a) f (x) = ;

arctg x, x>0

arcctgx, x<0
by £(x) - {20 X5

b
x° - X, x>0

c) f(x)=‘x—3‘3.

Sa se determine a, b, ce R pentru
care functia f:R > R,

f(X)={2sinx+(a—2)cosx, x>0

sa fie de doua ori derivabila in
punctul x; =0.

bx?+ex+1, x<0

E4.

E5.

E6.

APROFUNDARE
A3.

A4.
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d) f(x)=xVx—4x x£1(x)+/xf"(x)-9x=

_ 10f(x)+3x, x> 0;

Sa se determine functia polinomiala
de gradul 2, f:R—> R, stiind ca:

£"(10)=-6, £'(2)=-8, £(0) =5.

Sa se determine numerele a,be R

pentru care ecuatia are radacina
dubla indicata:
a) x* +(a+1)x* -3x+2b=0, x, = -3;

b) 4x* -2ax® +5x* -bx+1=0, x, =1;
2

c)x* —(a2 —a—l)x3 +(a-3)x+2b-1=
=0, xy,=1.

Sa se determine ordinul de multi-
plicitate al radacinii date:

a) x' -9x* —4x+412=0, x, =-2;

b) 5x* +3x®> -8x2—5x+1=0, X, =—1;
1
3
d) 2x?'-5x®+3x>+x-1=0, xo =1.

c) 3x' —4x®+7x* -5x+1=0, x, =

9

Se da functia f:R > R,
( ) x3+(m—1)x2+nx+2p,x<2
X) = .

arctg(x-2), x>2

Stiind ca f este de doua ori derivabila
pe R sa se determine m, n, pe R si

£1(2).

Fie functia f:R—> R,
X4+(3—a)X2—4X+b,X<0

f(x): -2, x=0.
x®-5x>+ex+3-d, x>0

Pentru ce valori ale parametrilor a,
b, ¢, d functia f este de doua ori
derivabila in x,=0?
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A5. Sa se studieze existenta numerelor
f"(O) si g"(3) pentru functiile

~ X x<0
date prin: f(x):{xz+1,x< ,
X, x>0
lnz(x—Z),x23
g(x): 2 *
(x—3), x<3

A6. Sa se determine functia polino-
miala f de gradul 3 daca: £(0)=5,

£'(0)=3; £"(0)=-8 si £"(2)=4.

A7. Fie functia f: (—1, + oo) ->R, f(x) =
= 1n[(x+a)(bx+c):|, a,b,ceR. Sa se
determine f '(1) stiind ca f(O) =In2,

3 5
£1(0)=2, £7(0) = -2,
0)-2.(0)=-3

A8. Fie functia polinomiald f:R >R,
f(x)=9x4 —ax’+bx’—cx+d. Sa se
determine numarul f'(-1) stiind
ca ecuatia polinomiala f(x)=0 are

2

radacinile duble x; =1, x, = 3

A9. Sa se determine coeficientii ecua-
tiilor polinomiale stiind ca au pe
x =1 radacina de multiplicitate doi:

TESTE DE EVALUARE

a) ax'’ +bx’ +2=0;
b) (a+1)x™" —2bx"! +x"? +1=0.

A10.Sa se determine a,b,ce R stiind ca
ecuatiile polinomiale 2xt - (3a + 2) x5+

+9x%>-bx+4=0 si x*-12x+c=0 au
o radacina reala dubla comuna.

A11.Sa se determine functia polinomiala
f:R—>R de grad n,n>1 cu pro-
prietatea:

a) f(x):f'(x)~f"(x),xel2;
b) 4f(x)«f'(x)=f"(x“_2), xelR.

Al12.Se considera functia polinomiala f
de gradul n, f(x)=(x-a,)(x-a,)..
..(x-a,), xeR sifunctia g definita

1 1 1

prin g(x)= + ot ,
x—a, xX-a, x-a

n

x#a;,i=1n
Sa se arate ca:
a) g'(x)< 0,V xeD,;

b) g(x) = f'(x)’ xe€Dy;

£(x)

o) (£'(x)) 2 £(x)-£"(x), xe D,.

Testul 1

Q1. Seda functia f:R> R, f(x) = Q’/x2 +(m—2)x+2—m, melR.
a) Sa se determine m e R astfel incat f sa fie derivabila pe R.
b) Pentru m=0 sa se determine f'(-1) si £"(0).

Q2. Sase calculeze f'(x) si £"(x) pentru functiile f: D - R, daca:

sinx

a) f(x) =

2 +sinx

; b) £(x) = 1n(1+M); o) £(x) ={

x +sinx, x<0

2x+ln(1+x2), x>0
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Q3.

0O4.

O1.

Q2.

Q3.

O4.

o1.

Q2.

Q3.

Pe graficul functiei f ‘R SR, f(x):iz sa se determine punctul A(a, b)
b4

astfel incat tangenta in A sa fie paralela cu dreapta BC, unde B(1, 1), C[Z, %]

Sa se determine ordinul de multiplicitate al radacinii x=-2 pentru ecuatia
polinomiala 3x* +12x% +11x*> -4x-4=0.

Testul 2

Sa se calculeze derivatele de ordin I si II, pentru functiile date de:

In(x+1) e~ +x2, x<0
a) £(x)=(3x-1)e*™*?% b) f(x)= 2. o) £(x) = .
()=(-1) 3= R Mo

Sa se arate ci pentru orice neN" si xelR\ {1} are loc egalitatea:
nx"" —(n+1)x" +1
1+2x+3x% +...4+nx"! = ( 2)
(x-1)

Sa se arate ci nu exista nici o functie polinomiala f: R — R astfel incat:
f(x) = 1n(1+ x), Vxe [0, + oo). (Universitate, Buc., 1985)

Fie functia polinomiala f: IR > R, f(x) = x* + ax* - bx® —cx* +dx+3 si a=3a-b-
—c+2d. Daca ecuatia f(x)=0 are x, =1 si x,=-1 radacini de multiplicitate
de ordinul doi, atunci a este egal cu:
a) 9; b) 3; c)-1; d) 0.

Testul 3

Se considera functia f:D > R, f(x)= X(X?—l)w/ﬁ—;ln(x+my
a) Sa se determine multimile D si Dy..

56" (—2)
f'(x/i)+f'(—x/7)‘

b) Sa se calculeze

Sa se determine punctele unghiulare ale functiei f:R > R, f(x) = arccos ek
+x

1n(3—x), x<2

Se da functia f:D—)ID,f(x):{ N (2a-b) 5
ax>-x(2a-b)+c, x>

a) Sa se determine a,b,ce R astfel incat f sa fie de doua ori derivabila in x = 2.

b) Pentru a= —% si b=c=0, sa se scrie ecuatia tangentei la grafic in punctul

cu abscisa egala cu 18£"(0).
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Q4. Fie functiile f,g: R >R, f(x)=x’ +x+1, g(x)=f(x)+6x” +11x + 7.
a) Sa se arate ca f este bijectiva.
b) Sa se arate ca functia f' este derivabila in y,=3 si s se calculeze

(£71)'(3)-

c) Ce ordin de multiplicitate are x = -2 pentru ecuatia polinomiala g(x) =0?

a FUNCTII DERIVABILE PE UN INTERVAL

7.1. PUNCTE DE EXTREM

Notiunea de punct de extrem a fost intalnita inca din clasa a IX-a (mai
mult intuitiv) in legatura cu studiul functiei f: IR —» R, f(x) =ax2+bx+c,a =0,
a,b, celR. S-a aratat ca:

. . A . A
1. Dacd a > 0, atunci f(x)2—4—, Vx e, egalitatea realizdndu-se
a

b
pentru x; =—-—.
2a

.. b A e e s . .
Valoarea functiei f (—2—j:—4— reprezinta minimul functiei (cea
a a

D C b .
mai mica valoare a functiei), iar punctul x, = “on reprezinta punctul de
a

minim al functiei.

Punctul V(—ZL, —fj al parabolei asociate, reprezinta punctul de
a a

minim al acesteia.

. . A . .
2. Daca a <0, atunci f(x)< i Vx eR, egalitatea avand loc pentru

a
b .. b A .
X, =——_ Valoarea functiei f|-—|=—— 1in acest caz, reprezinta
2a 2a 4a
maximul functiei (cea mai mare valoare a functiei), iar punctul x, = “on
a
reprezintd punctul de maxim al functiei.
b A . . .
Punctul V(—2—, —4—} reprezinta punctul de maxim al parabolei
a a

asoclate.
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+* DEFINITIE
e Fie functia f:D >R, DcR.

Un punct x,€D se numeste punct de YA Figura 1

maxim relativ (local) al functiei f dacd f(xo) ____ A(xo, f((x0))
existd o vecindtate V a punctului x,, astfel f(x)

incat pentru oricex € VN D, are loc relatia:

I
I
I
I
I
I
|
o  xx,

I
\ |
]
f(X)Sf(XO). (1) :, ! .
Valoarea f(x,) a functiei in punctul de X x
maxim relativ se numeste maximul relativ Vv
(local) al functiei, iar punctul A(x,, f(x,)) de pe x, punct de maxim relativ

curba asociata graficului functiei se numeste punct de maxim relativ al
acesteia.

< DEFINITIE 4 Heura 2
e Un punct x, € D se numeste punct de minim
relativ (local) al functiei f dacd existd o f(x) \ E
vecindtate V a punctului x, astfel incat pentru (o)==t~ A i
orice x e VN D, are loc relatia: R I
£(x)2f(x,). © 0 e

Valoarea f(x,) a functiei in punctul de minim x, punct de minim relativ

relativ se numeste minimul relativ (local) al
functiei f, iar punctul A(x,, f(x,)) de pe curba asociata graficului functiei se

numeste punct de minim relativ al acesteia.
Punctele x, de maxim relativ sau de minim relativ ale unei functii se

numesc puncte de extrem relativ ale functiei.

Valorile functiei in punctele de extrem relativ se numesc extremele
relative ale functiei.

Punctele de maxim relativ gi punctele de minim relativ ale curbei
asociate graficului functiel se numesc puncte de extrem relativ ale
graficului.
ya Figura 3

< OBSERVATII

1. O functie poate avea mai multe puncte de
extrem relativ, iar un minim relativ poate fi
mai mare sau egal decat un maxim relativ.
Acest fapt justifica folosirea cuvantului
yrelativ®, (figura 3).

258



M Elemente de analizd matematica ® Ill. FUNCTII DERIVABILE

2. E posibil ca o functie sa nu aiba puncte de extrem, (figura 4).

15" Exemplu YA
« £:(1,2) > R,f(x) =x, (figura 4). ; Figura 4
«&* DEFINITII L
* Un punct x, e D este punct de maxim absolut al :
functiei f dacd f(x)<f(x,), VxeD. B .
* Valoarea f(x,) reprezintd maximul absolut al O 12 x

functiei.
Orice punct de maxim absolut este si punct de maxim relativ (local),
dar reciproca nu este in general adevarata.
O functie poate avea mai multe puncte de maxim absolut.

15" Exemplu YA Figura 5
¢ Fie functia f: R - R, f(x) = cos x.

Multimea {2kn|k el} reprezinta mul- 1
timea punctelor de maxim absolut, iar —n /2, \n/Z

f(2kn)=1keZ inta imul ab- ; ' ’ ’ x
( TC) , . e 'reprezm a maximul a \_i/ 0 \_{/ x
solut al functiei cosinus. CoTTTTTT[ Lyt

+* DEFINITII
* Un punct x, €D se numeste punct de minim absolut al functiei

f:D—>R, daca f(x)>f(x,), VxeD.

* Valoarea f(x,) reprezintd minimul absolut al functiei.

Orice punct de minim absolut este si punct de minim relativ, dar
reciproc nu este in general adevarat. R
O functie poate avea mai multe puncte de minim absolut. In figura 5

multimea punctelor de minim relativ este {(2k+1)1c |ke7l},iar minimul

absolut al functiei cosinus este f(2k +1)=-1, x e Z.

Punctele de maxim absolut si de minim absolut se numesc puncte de
extrem absolut.

7.2. TEOREMA LUI FERMAT

B TEOREMA 8 (Pierre Fermat 1601-1665)
Fie functia f: [a, b] > Rsi x, €(a, b) un punct de extrem al functiei.

Daca f este derivabila in punctul x,, atunci f'(x,)= 0.

Demonstratie
Sa presupunem ca punctul x, este punct de maxim din interiorul

intervalului [a, b]. Atunci exista o vecinatate V a punctului x,, Vc [a, b],
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astfel incat f(x)<f(x,) sau f(x)-f(x,)<0, vxeV. Din faptul ca f este
derivabila in x,, rezulta ca:

£1(x) = £'.(x) = lim SO E0) S 0 iy = £ x,) = lim L =F0)

N XX, % X=X
Rezulta ca f'(x,) =0 si teorema este demonstrata.
In cazul in care X, este punct de minim se procedeaza ca mai inainte,
sau se observa ca x, este punct de maxim pentru functia g = —f. Conform
primei parti a demonstratiei avem g'(x,) =0, adica f'(x,)=0.H

.. YA Figura 6
e Interpretare geometrica
Teorema lui Fermat arata ca intr-un punct de
extrem din interiorul unui interval, tangenta la
graficul unei functii derivabile este paraleld cu axa Ox
(panta este zero), (figura 6).

<> OBSERVATII

1. Conditia ca punctul de extrem x, sa fie in interiorul

intervalului [a, b] este esentiala. Daca x, ar fi una din extremitatile
intervalului, este posibil ca functia f sa fie derivabila in x,, iar derivata
sa sa nu se anuleze in acest punct.
I Exemplu
e Functia f: [1, 2] > R, f(x) = x% are minim in punctul x, =1 ¢i maxim in
punctul x, =2.

Derivata f'(x) = 2x, x €[1, 2] nu se anuleazi in intervalul [1, 2]. ,
Figura 7

2. Reciproca teoremei lui Fermat nu este, in general, y

adevarata.
Din faptul ca functia f este derivabila in punctul x;si ol /'~ x?
f'(x,) =0 nu rezulta intotdeauna ca x, este punct de extrem. 7 o

1> Exemplu
¢ Functia f: R - R, {(x) =x3 este derivabila in x, =0, £'(0) =0,

insa punctul x, =0 nu este punct de extrem, (figura 7).

.- . - SN Fi 8
3. Conditia de derivabilitate a functiei in punctul x, nu este con- y eura

ditie necesara pentru ca punctul x, sa fie punct de extrem.

I Exemplu
e Functia f:R >R, f(x) = |x| are x, =0 punct de minim

d
=

interior domeniului de definitie, fara ca f sa fie derivabila in
X, =0, (figura 8).
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4. Daca functia f : [a, b] - R este derivabila, atunci zerourile derivatei f'
din intervalul deschis (a, b) se numesc puncte critice ale functiei.

Teorema lui Fermat afirma ca punctele de extrem ale unei functii
derivabile sunt printre punctele critice ale functiei.

(g) :s.. g :

[x] 1. Fie functia f: R > R, f(x) = —x2 + 4x + 5. Sa se arate ca x = 2 este

punct de maxim al functiei f.

Solutie
f(x)=—(x2—-4x—-5)=—[x—-2)2-9]=—-x-2)2+9 < 9=1(2), Vxe .
Rezulta ca x, = 2 este punct de maxim al functiei.

2. Fiea>0sia*>x+1,V xelR. Sa se arate ca a =e.

Solutie

Relatia din ipoteza este echivalenta cuax—x—1> 0,V xeR.

Fie f: R >R, f(x) = ax — x — 1. Din ipoteza Figura 9
avemca f(x) > 0,V xelR. Y

Deoarece f(0) =0sif(x) > 0=1(0),V xelR, y=x+1
rezulta ca x, =0 este punct de minim al lui f. A0, 1)

Aplicand teorema lui Fermat se obtine ca £'(0) = 0.
Dar f'(x) =a*-Ina -1 gidecif'(0) =lna— 1. 10 x
Rezulta ca a = e.
Pentru a proba ci ex > x + 1, V x e€lR, consideram graficul functiei
g(x) = e, x elR, (figura 9).
Ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul A(0, 1) este y — e° =
=g'0)-(x—0)sauincay=x+ 1.
Din lectura grafica se obtinecaex > x+ 1,V xelR.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Fief:R-> R, f(x) = 3x2-6x + 10. c)f:[-2,1] » R, f(x) =—x32
Sa se arate ca x,=1 este punct de d)f:[-2,4] > R, f(x)=|x2-1];
minim al functiei si sa se determine e) f:(-3,2) >R, f(x) =—x;
minimul functiei f. f)f:(0,0) > R, f(x) =x1.

E2. Sa se determine punctele de extrem ([ g3 Se dau functiile f, g: R > R,
ale functiilor date, relativ la dome- ’

3/
niile lor de definitie, precizind f(x) = ‘Xz -4, g(x) =3x%.
totodata si extremele functiei: Sa se studieze aplicabilitatea teo-

a)f: Ro>R,f(x)=-2x2+10x-1;

remei lui Fermat pe [—3, 3].
b)f: Ro>R, f(x) =x2+4x - 2;
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E4.

Sa se determine punctele critice
ale functiilor f: D - R, daca:

a) f(x) = x3 - 3x;

b) f(x) = 2x3 - 15x2 + 24x - 1;

c) f(x) =In (x - 3) - In (x2 - 5);

d) f(x) = (x3 + 3x2) - eX;

e) f(x) = cos’ 2x;

Al.

A2.

A3.

Se da functia f: R>R, f(x)=x"-
—(a+1)x+b,a,beR.
Sa se determine £'(0)-f(0)stiind ca

x=-1 este punct de maxim local al
functiei si valoarea maxima a func-
tiei este 6.

Sa se determine functia polinomiala
f: R>R, f(x)=ax’+bx*+cx+d
stiind ca f are un maxim local egal
cu -1 in punctul x=1 si un minim
local egal cu -2 in punctul x=2.

Se considera functiaf: R> R,

f(x) = 65+ ax— 14x— 15%, a > 0.

a) Sa se calculeze f(0) si £'(0).

b) Sa se determine a astfel incat
f (x) >0, xel.

7.3. TEOREMA LUI ROLLE

APROFUNDARE
A4.

A5.

A6.

AT.

AS8.

4x+3

VxZ+1 ’

f) f(x) = arctg

2
X

Ix|+2°
h) f(x) = tgx + ctgx;

. . X
i) f(x) =xva’ - x* + a® - arcsin=.
a

g) f(x) =

Se considera functia f: (-2, 2) - R,

_ 2m '
f(x) = [x_m2+1j .

Sa se determine m e R astfel incat
functia f si aiba un minim in
punctul x = 1.

Sa se determine a > 0, stiind ca ax+12>
> 3+ 4%, pentru orice xe R.

Sa se determine a >0 daca ax+ 2x >
> 3%+ 4%, pentru orice x e R.

Sa se determine a > 0 daca:
In(x-1)<ax-2),Vxe (1,x).

Sa se arate ca daca (1 +x)3 > 1 +
+mx, V x >-1, atunci m=3.

Teorema lui Fermat da conditii suficiente pentru ca o functie sa aiba
derivata nula intr-un punct, dar nu si conditii necesare. Un alt rezultat care
da numai conditii suficiente pentru ca derivata unei functii s se anuleze
intr-un punct il reprezinta urmatoarea teorema:

Fief:[a,b] >R, a <b. Daca:

a) functia f este continua pe intervalul inchis [a, b];
b) functia f este derivabila pe intervalul deschis (a, b);

c) f(a) = f(b),

atunci exista ¢ € (a, b) astfel incat f'(c) = 0.

E TEOREMA 9 (Michel Rolle 1652-1719)
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Demonstratie
Deosebim urmatoarele situatii:
a) f este constanta pe I =[a, b]. Atunci f'(x)=0,V xel;

b) f nu este constanta pe 1.

Deoarece f este continud pe I=[a, b], ea este marginita si isi atinge
marginile pe acest interval. Astfel, existd punctele u, vel astfel ca f (u) <f (V),
Vv x el. Deoarece f nu este constanta avem f(u) < f(v).

Punctele u si v sunt puncte de extrem pentru functia f. Avand
f(u)<f(v), atunci cel putin unul dintre punctele u si v este interior

intervalului [a, b].
In caz contrar am avea f(u)=f(a)=f(b)=f(v), ceea ce nu se poate.
Fie ue(a, b). Atunci, din teorema lui Fermat rezulta ca f'(u)=0 si

selac=u. N

INTERPRETAREA GEOMETRICA A TEOREMEI LUl ROLLE

R Figura 10
In conditiile cuprinse in teorema lui Rolle, Y1

rezultd cd existd cel putin un punct ce(a, b) astfel

incat tangenta la graficul functiei in punctul

C(c; f(c)) este paraleld cu axa Ox, (figura 10) sau f)

este chiar axa Ox.

o T
KRY

O a Ic

X7, xe[—l, \/E}r\@
x', xe -1, \/E]m(lp\'l})'

<> OBSERVATIE

 Fie functia f: [—1, ﬁ} >R, f(x)=

Pe intervalul [—1, \/5] nu se verificd nici una din conditiile a), b), c)

ale teoremei lui Rolle. Totusi f'(0)=0. Asadar, ipotezele teoremei lui Rolle

sunt numai suficiente pentru anularea derivatei.

CONSECINTE ALE TEOREMEI LUI ROLLE

Fie f:1 >R o functie oarecare, IcR interval de numere reale.
Solutiile reale ale ecuatiei f(x)=0 se numesc zerourile (rddécinile) functiei f

pe intervalul I.
Teorema lui Rolle conduce la cateva referiri privind zerourile unei
functii numerice.
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= CONSECINTA 1
Intre doua zerouri ale unei functii derivabile pe un interval I se afla cel
putin un zero al derivatei.

Demonstratie
Fie f:I1 >R o functie derivabila pe I si a,bel, a<b zerouri ale

functiei, f(a) = f(b) = 0.
Aplicand teorema lui Rolle pe intervalul [a, b], rezultd ca exista

ce(a, b) astfel incat f'(c)=0, deci c este zero al derivatei. B

E CONSECINTA 2

Intre doua zerouri consecutive ale derivatei unei functii derivabile pe
un interval I se afla cel mult un zero al functiei.

Demonstratie

Fie f:1— R o functie derivabila pe I si x,, x, €I, x, <x, doua zerouri
consecutive ale derivatei f'. Presupunem prin absurd ca in intervalul
(x,, X,) exista a, b astfel incat f(a) = f(b) = 0, a<b.

Aplicand teorema lui Rolle functiei f pe intervalul [a, b], rezulta ca
existd ce(a, b) astfel incat f'(c)=0.

Rezulta ca x, <c<x, in contradictie cu faptul ca x,, x, sunt zerouri

consecutive ale functiei f'. Asadar, presupunerea facutd este falsa si
afirmatia din consecinta este demonstrata. ®

Problome rogobuate

1. Se considera f :[0, 1]—)\!2, functie derivabila care verifica relatia
f(0)=£(1)=0. S& se arate ca exista ce(0, 1) astfel incat f'(c)+f(c)=0.
Solutie

Pornim de la ideea cid expresia f'(c)+f(c)=0 poate reprezenta

valoarea derivatei unei functii in punctul c.
Astfel, definim functia g:[0,1] >R, g(x)=f(x)-e*. Aceasta este

derivabild pe [0,1] ca produs de functii derivabile si g(0)=g(1)=0.
Conform teoremei lui Rolle, existd ce(0,1) astfel incat g'(c)=0, ceea ce
este echivalent cu f'(c)+f(c)=0.

2. Se da functia polinomiald de gradul 4, f:R—->R, f(x)=x"+2x"+
+6x° +ax+b. Sa se arate ca ecuatia f(x)=0 nu poate avea 4 solutii reale

distincte.
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Solutie

Presupunem prin absurd ca ecuatia are f: X, X, X, X,
solutiile reale distincte x,, X,, X,, X, astfel NN\ NS
incat x, < x, < X, < X,. Conform consecintei 1, f" X' X X
ecuatia f'(x)=0 are trei solutii reale distincte NSNS

X, 'e(x,%,), X,'€(x,,X,), X;'e(xy,%,). Apli- £ X X,

cand aceasta consecinta functiei derivate f':IR — R, derivabila pe R rezulta
cd ecuatia f"(x)=0 are doud solutii reale distincte, x, "e(x,',x,'),
X,"e(x,", x,"). Dar f"(x)=12(x2+x+1), xelR si ecuatia f"(x)=0 nu are
doua solutii reale. Aceasta contradictie arata ca ecuatia f (x) =0 nu poate

avea 4 solutii reale, distincte.
3. Sa se rezolve ecuatia exponentiald 3" +2* =8* + 3.
Solutie
Se observa ca x, =0 si x, =1 sunt solutii ale ecuatiei. Sa aratam ca
ecuatia nu mai are si alte solutii reale.
Fie functia f: R —> R, f(x)=3""+2" -8 -3 derivabila pe R.

Ecuatia f'(x)=0 se scrie sub forma 3*'In3+2*In2=8"In8 sau
3(§j ln3+(lj In2=1In8. (1)
8 4

Functia g:R—> R, g(x)= 3(%) 1n3+(ij In2 este strict descrescé-

toare pe IR si in acest caz ecuatia (1) are cel mult o solutie reala, deci si

ecuatia f'(x)=0 are cel mult o solutie reald. Asadar, ecuatia f(x)=0 are

cel mult doua solutii reale. Rezulta ca 0 si 1 sunt singurele solutii reale ale
acestei ecuatii.

EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
E1. Sa se verifice daca se poate aplica m
teorema lui Rolle functiilor: e)f: [_Z’ 1} -k
a)f:[-3,2] >R, f(x) =x2+x- 6;
b) f:[-1,1] > R, f(x) =x5-15x2 + 14x;
c)f:[-2,2] » R, f(x) = [4x2 - x*]|;

9

tgx, x € [—g, 0}
-x, xe(0,1]

£) f: [—g 1]—> )

f(x) =

d) f: [—1, E] N
2
x+1, xe[-1, 0)

i = 1-sinx, x e |:0, g] : fx)=

2cosx-1,x € [—g, 0)

1-x2, x [0, 1]
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E2.

E3.

Sa se determine constantele a, b,ceR
astfel Incat sa se poata aplica teore-
ma lui Rolle functiilor:
a)f:[-2,1] - R,
2 -
fx) = ax”+bx+c, x e[-2, 0);
2x, x €0, 1]
b)f:[-1,1] > R,
f(x) _ x*+(@a-1)x+b, x<0
(c-Dx>+3x—-5,x2>0

sa se aplice efectiv teorema.

si apoi

Fie functia f: [—2, 1] >R, f (x) =x>+

+3x% —4. Exista puncte ce R astfel

Al.

A2.

A3.

Ad4.

Sa se determine a,b,ce R pentru
care se poate aplica teorema lui Rolle
functiilor si sa se aplice aceasta, daca:
a)f:[-3,3] - R,
fx) = ax’-Tx+b-3, x [-3, 0) .
x2+(c+Dx+1, x [0, 3]
b)f:[-1,e-1] > R,
2
f(x) = ax“+bx+c, x €[-1, 0) '
In(x+1), xel[0,e-1]
(ASE, Buc., 1995)

Sa se determine punctele in care
tangenta la grafic este paralela cu
Ox pentru functiile:

a) f:[—2, %]—)IQ, f(x)=\/10+x—2x2;
b) f:[-1,3] > R,

£0) ={—Zx2 +xX+2, x<1'
X -5x+5, x>1

Fie functia f: [0, 1] > R derivabila
si £ (0) = 0. Sa se arate ca exista

ce (0, 1), astfel incat £'(c) = f©)

1

Fie functia f: [1, 2] - IR derivabila
si f (1) = 2 f (2). Sa se arate ca exista

ce (1, 2), astfel incat f'(c) = _f© .
c

E4.

E5.

APROFUNDARE
A5.

A6.

AT.

AS8.

A9.
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incat tangenta la graficul functiei in
C(c, f (c)) sa fie paraleli cu axa Ox?
Sa se determine ce(-1,1) astfel

incat tangenta in punctul cu abs-
cisa ¢ de pe graficul functiei

f:[-,1]->R, f(x)=V1-xX* sa fie
paralela cu axa Ox.

Sa se arate ca derivatele de ordinul
I ale functiilor f:R >R au numai
zerouri reale:

a) f(X) = (X—2)(X+3)(X—4);
b) f(X) = (x2 —1)(x2 +x—6);

c) f(x)=(4x2—1)(9—x2).

Fie f, g : [0, 1] > R* derivabile,
astfel incat f(1) - g(0) = £(0) - g(1).
Sa se arate ca exista ce(0,1),
f'(c) _g'(o)

astfel incat = .
f(c) g(o)

- - . £3

Sa se arate ca pentru orice m, neN,
o m-2

. T ., SINTTx

exista xe| 0, —- | astfel incat —— =

2 cos" °x

n

—

Fie f: [a, b] > R o functie derivabila
sif'x)#0,Vxe (a, b). Sa se arate ca
f(a) = f(b).

Fie f : R>R o functie derivabila care
are n zerouri distincte. Sa se arate
ca derivata f' are cel putin (n-1)

zerouri distincte.

Fie f : R>R o functie polinomiala de

graduln, neN".

a) Sa se arate ca f are cel mult n
zerouri reale.

b) Daca f are n zerouri reale si dife-
rite, atunci f' are toate zerourile
reale si distincte.
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A10.Fie f:R >R o functie polinomiala axelor in trei puncte distincte. Sa se
nenula. Sa se verifice daca f are arate ca 3 c e R astfel incat £"(c) = 0.
toate zerourile reale, atunci si

functia f+ mf' are toate zerourile [ A12.Sa se rezolve ecuatiile exponentiale:
reale, meR. a) 3%+ 23 Z6X 4 5;

All.Fie f:R >R o functie polinomiala, b) 3%+ =2t _3.922x 17,
astfel Incat curba reprezentativa
intersecteaza prima bisectoare a

7.4. APLICATIE. SIRUL LUI ROLLE

NE REAMINTIM!
Fie IR un interval de numere Criteriul Cauchy-Bolzano
reale si f:1 — R o functie numerica. Fie f : I — I o functie continud pe

intervalul Isi a,b el, a<b. Daca

Daca f este functie continua, crite- . :
f(a)-f(b) <0, atunci ecuatia

riul Cauchy-Bolzano da conditii suficiente
ca ecuatia f(x)=0 si aiba solutii reale pe |/ (x)=0 are cel putin o solutie

intervalul I. ce(a b). =

O alta problema legata de solutiile ecuatiei f(x) = 0 o reprezinta
separarea solutiilor acesteia.

Separarea solutiilor ecuatiei f(x) = 0 presupune:

a) determinarea numarului de solutii reale ale ecuatiei;

b) precizarea intervalelor in care sunt situate aceste solutii.

Teorema lui Rolle, consecintele acesteia si criteriul Cauchy-Bolzano
conduc la o metoda de separare a solutiilor reale ale unor ecuatii de forma
f(x) = 0, unde f este o functie derivabila, metoda numita sirul lui Rolle.

Etapele sirului lui Rolle

a) Se fixeaza intervalul I de studiu al ecuatiei f(x) = 0 si se defineste
functia f:I — R, derivabila pe 1.

b) Se calculeaza f' si se determina solutiile x,, x,, ..., X, € ale ecuatiei
f'(x) = 0 din intervalul I, x, <x, <...<Xx,.
c) Se formeaza sirul o, f(x,), f(x,), ..., f(x,), B, unde o si B sunt

valorile functiei la capetele intervalului I, sau limitele functiei f la capetele
intervalului L.

d) Rezultatele anterioare se organizeaza intr-un tabel cu liniile x, f'(x),
f(x) s1 0 linie in care se trec semnele valorilor a, f(x,), ..., f(x,), B.

Acest sir al semnelor valorilor functiei f se numeste sirul lui Rolle.

Concluzii desprinse din analiza sirului lui Rolle

1°. Daca in sirul lui Rolle apar doua semne alaturate identice, atunci
in intervalul corespunzator nu exista nici o solutie reala a ecuatiei f(x) = 0.
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Intr-adevir, si considerdm intervalul I, = [Xys X, ] pentru care
f(x,)-f(x,,)>0:

* daca in I, exista doua sau mai multe solutii ale ecuatiei, atunci se
contrazice consecinta 2 a teoremei lui Rolle;

* daca in I, exista o singura solutie ¢ a ecuatiei, cum f(x,)-f(x,,,)> 0,
atunci c este punct de extrem al functiei f, deci f'(c) = 0, contradictie cu faptul
ca x,, X,,, suntzerouriconsecutive ale derivatei.

2°, Daca in sirul lui Rolle apar doud semne consecutive diferite,
ecuatia f(x) = 0 are o singura solutie in intervalul corespunzator I, .

Intr-adevar, sa presupunem ca f(x,)<0, f(x,,,)>0. Conform conse-
cintei 2 a teoremei lui Rolle, ecuatia f(x) = 0 are cel mult o solutie in I, iar
conform criteriului Cauchy-Bolzano rezulta cd exista cel putin o solutie a
ecuatiei in I, . Asadar, se obtine unicitatea solutiei pe I, .

3°. Daca in girul lui Rolle apare ,zero“, de exemplu f(x,)=0, atunci se
considera ca x, este radacina multipla a ecuatiei.

4°, Numarul schimbarilor de semn si al zerourilor din sirul lui Rolle
determina numarul solutiilor reale ale ecuatiei f(x) = 0.

g@/wé/qme/@}ahwé
1. Sa se separe solutiile reale ale ecuatiei 3x* — 8x3 — 6x2 + 24x — 1 = 0.
Solutie

Consideram functia f:R—> R, f(x) = 3x* — 8x3 — 6x2 + 24x — 1
derivabila pe R.

Derivata este functia f'(x) = 12x3 — 24x2 — 12x + 24 = 12(x — 2)(x2 - 1) si
are solutiile: x, =-1, x,=1, x,=2.

Avem o =}£n}of(x) =+, f(1) = 12, f(2) = 7, f(-1) = -20, B :grg f(x)=+o.

Alcatuim tabelul:

X —o0 -1 1 2 +o0
f'(x) 0 0 0
f(x) +00 —20 12 7 +o0
Sirul lui Rolle | + - + + +

Se observa ca in sirul lui Rolle sunt doar doua schimbari de semn.
Ecuatia data are doua solutii reale x, € (-0, —1) 51 X, € (-1, 1).

2
X

2. Sa se discute numarul solutiilor reale ale ecuatiei In (x2 + 1) — o

-m=0, melR.
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Solutie

2

Consideram functia f: IR —» R, f(x) =In(x2 + 1) —XE —m derivabila pe R.

x(1-x%)

Derivata functiei f este f'(x) =—
X +1

cu solutille x, =-1, x,=0, x,=1.

Avem o = lim ()=, f-1) = f(1) = In2-—-m, £0) = -m,

B =lim f(x) = —oo.

Se observa ca valorile functiei calculate

in solutiile derivatei depind de m.

Alcatuim tabelul de semn pentru aceste valori:

m —00 0 In2-0,5 +o0
—m+ln2—% ++++++++++0 - - - - =
-m +++ 0- - — — — — - - - - - -

Tabelul asociat studiului cu ajutorul sirului lui Rolle are structura:

X ® — 1 0 1 *0 | Separarea
m X —0 -m+In2-05 —-m —m + 1n2 -0,5 —o0 solutiilor
X1 € (~o, —1);
m e (o, 0) N * * + B x2 € (1, )
X1 € (-0, -1);
m=0 - + 0 + — |x2=0, dubla
x3 € (1, )
X1 € (—o0, —1);
me (0,ln 2 — x2 € (-1, 0)
-0,5) - " - " ~ |xse (0,1);
x4 € (1, 0)
=In2-05 0 0 x1=-1, x2 =1,
memeh " " ~ | duble
me (In2-0,5,0)| — — - — — xed
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE

El. Sa se separe radacinile reale ale
ecuatiilor:
a)x3-3x-7=0;
b) 4x3 - 15x2+ 12 x - 3 = 0;
c)xt-4x3-5=0;
d) 2x3 - 21x2 + 72x — 65 = 0;
e) 6x5 + 15x% - 40x3 - 30x2+ 90x =-1;
f) 3x2 - 7x + 2In x +1 =0;
2
) In(x2 + 2)-%-4:0;

E2.
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h) x- e2x 5% | g = 0;
i) sin3x - 3sinx -1 =0, x € [0, 2x].

Sa se discute radacinile reale ale
ecuatiilor:

a) x3 - 3x + m =0;

b) x3 + 3x2=-m;
¢)In(x2+1)-m=0;

d) x2-2ln x=m.
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APROFUNDARE
Al. Sa se arate ca ecuatia: A3. Sa se discute dupa meR solutiile
E+DE+2)(x+3) +(x+2)(x+3)(x+4) + reale ale ecuatiilor:
+E+DE+IE+H+x+DE+2)E+ a) ex— mx2 = (; b) ex —mx = 0;

+4)=0

2
. c) e *X+m=0; d)sinx+x-m=0;
are toate solutiile reale.

e)sinx-cos?x=m;f) Inx-mx=0.

A2. Sa se discute dupa valorile parame- | A4. Fief:[0,1] >R,
trului m solutiile reale ale ecuatiilor: on
a) x4 — 8x3 + 22x2 — 24x - m + 2 =0; fx) = xsin—, xe(0, 1]
X) = x .
b) 3x4 + 20x3 - 36x2 + 2m = 0;

c) 2x3 - 15x2 + 36x — 6 + m = 0; 0, x=0
d) x4-8x3+16x2-9+m=0; Sa se arate ca f satisface conditiile
e) x®+mx® —x+5=0. teoremei lui Rolle si exista un sir

(c,) pentru care f'(c,)=0si limc,=0.

7.5. TEOREMA LUI LAGRANGE

In continuare, vom folosi teorema lui Rolle pentru demonstrarea unui
rezultat important in analiza matematica, cunoscut sub denumirea de
teorema cresterilor finite sau teorema lui Lagrange.

E TEOREMA 10 (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813)
Fief: [a, b] >R, a <b. Daca:
a) functia f este continua pe intervalul inchis [a, b],
b) functia f este derivabila pe intervalul deschis (a, b),

atunci existd cel putin un punct ¢ € (a, b) astfel incat w =f'(c). (1)
—a

Demonstratie
Relatia din concluzia teoremei se poate scrie si sub forma:
f(b)-f
f'lc)—k =0, unde k = M.
—a
Se observa ca f'(x) — k se obtine prin
derivarea functiei g : [a, b] - R, g(x) = f(x) — kx.
Functia g este derivabila pe (a, b), continua

Joseph-Louis LAGRANGE
pe [a, bl, iar g(a) = g(b) = L@ =D 4o de. S (1736-1513)
b-a matematician $i astronom
plineste conditiile teoremei lui Rolle. francez
Atunci exista ¢ € (a, b) astfel incat g'(c) = 0. A pus bazele mecanicii
Din aceasta relatie rezulta f'(c) = k g1 teorema analitice si ale caleulului

~ variatiilor.
este demonstrata. B
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Formula (1) se numeste formula lui Lagrange sau formula creste-
rilor finite sau formula mediei pentru functii derivabile.

Interpretarea geometrica a teoremei lui Lagrange

* Daca graficul functiei f admite tangenta in fiecare punct, eventual
cu exceptia capetelor intervalului [a, b], atunci exista un punct pe grafic in
care tangenta este paraleld cu coarda care uneste extremitatile acestuia,
(figura 11).

Intr-adevir, daca A(a, f(a)), B(b, f(b)) sunt extre- Vi Figura 11
mitatile graficului, atunci panta segmentului [AB] B

o f(b) —f(a)

>

est , lar panta tangentei in punctul C(c, f(c)

f(c)) este f '(c). Formula lui Lagrange arata tocmai
egalitatea celor doua pante.

Problome regoluate

E 1.Fief:[-1,3] > R fx) = {

4x + 3, Xe[—l, 1)
2X2+5,XE[1, 3] .

Sa se verifice aplicabilitatea teoremei lui Lagrange si sa se determine
un punct in care tangenta la grafic este paraleld cu coarda care uneste
punctele de pe grafic de abscise —1 si 3.

Solutie

Functia f este continua si derivabila pe [-1, 1) U (1, 3].

Deoarece f(1-0)=7=f(1+0) si £ (1)=4=f,(1) rezulta ca f este con-
tinua si derivabila in x =1.

Asadar, se poate aplica teorema lui Lagrange si existd ¢ € (-1, 3)

astfel incat f'(c) =w =6.

+1
4, -1,1) . . .

Deoarece f'(x) = xel ), din egalitatea f'(c) = 6 se obtine ¢ = 1,5.
4x,x €1, 3]

Folosind interpretarea geometricd a teoremei lui Lagrange, rezulta ca
. 19) . . .. .
tangenta in punctul C(%, Egj indeplineste conditia ceruta.

2. Sa se determine a, b € IR, astfel incat functiei f: [-1, 1] - R,

ax +e”*, x e[-1, 0)
f(x) = \

x*+3-b,xel0, 1]
sa se aplice aceasta.

sd 1 se poata aplica teorema lui Lagrange si apoi
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Solutie

Functia f este continua si derivabila pe multimea [-1, 0) U (0, 1], avand
in vedere operatiile cu functii derivabile. Impunem conditiile de continuitate
si derivabilitate in x = 0. Functia f este continua in x = 0 daca si numai daca
f(0 — 0) = f(0) = f(0 + 0). Rezulta b = 2. Functia f este derivabila in x = 0 daca
si numai daca f',(0)=f",(0) € R.

ax +e”* -1 e -1

Dar f',(0)=lim———=a+1lim 2=a+2.
<0 X - 24X
2 J—
£,0)=lim* =1 _ 0. Din £,(0)=1",(0)=0, se obtine a =-2.
x> X
x>0
Aplicand teorema lui Lagrange rezulta ca exista ¢ € (-1, 1) astfel incat
f(1)-1f(-1) 1
f'lc)y=——~=——-.
© 2 2¢”
—2+2e™, xe[-1,0 2 _
Deoarece f'(x) = [ ), rezulta: c =lln de 5 1 e (-1, 0).
2%, x [0, 1] 2 4e

3.Fie0<a<bsif:[a,b] > R, f(x) =1n x.
Sa se aplice teorema lui Lagrange functiei f s1 sa se arate ca:

b-a b b-a
<ln—«< .
a a

Solutie
Functia f este continua si derivabila pe [a, b]. Aplicand teorema lui
Lagrange rezulta ca exista ¢ € (a, b) astfel incat:

£(c) = Inb-Ina sau lzlnb_lna,deundec= b-a .
b-a c b-a Inb-Ina

. b-a . . .
Deoarece a < ¢ < b, se obtinea <W< b si relatia ceruta este
nb-Ina

imediata.

Daci a=nsib=n+1, se obtine <1n(1+lj<l,Vne N,

n) n
Inn+1) Inn > 1.
n+1 n

n+1l

4. Sa se calculeze limita girului: a, =n [

Solutie Inx
Consideram functia f: [1, ) - R, f(x) =—— . Se observa ca:
X
a, = n[f(n +1) — f(n)].
Deoarece f verifica conditiile teoremei lui Lagrange pe I = [n, n+1],
rezulta ca exista c(n) € (n, n +1), astfel incat: f(n +1) — f(n) = f'(c(n)).
1-Inc(n) n 1-Inc(n)

(cm)) om)  c(n)

Rezultaca a, =n-f'(c(n))=n
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Dinn <c(n) <n+1 rezultd ca limi) =1, si astfel:

1-Inc(n) 0
c(n) -

lima, =lim

n—owo n—oo

EXERCITII S1 PROBLEME

E1l.

E2.

Sa se aplice teorema lui Lagrange

functiilor:

a)f:[-2,2] > R, f(x)=2x3+4x +1;
2x |

1+x2’

o) f:[-2,2] > R, f(x) =v/9-x%;

d)f:[1,e] > R, f(x)=x+1Inx.

b)f:[-1,1] - R, f(x) =

Sa se studieze daca se poate aplica
teorema lui Lagrange functiilor,
iar in caz afirmativ sa se aplice:
a)f:[-1,2] » R,
fx) = x*-38x>+2, xe[-1, 0) ;
x>-x+2,x€l0, 2]
b) g [-2,0] > R,
x> +2x+6, xe[-2, -1]
gx) =y , ;
x°-3x+2, xe (-1, 0]
c)h:[-4,4] - R,h(x) =x- |x|;
d)j:[4,3]-> R,

Al.

Sa se determine a,beR pentru

care se poate aplica teorema lui
Lagrange functiilor:

a) £:[0,4] > R,

f(X)={ln3(x+1), xe[O, e—l) )

(a+1)x+b,xele-1, 4],

b) g: [—1, ﬂ SR,

ae* ™, xe [-1,0)

g(x)= (a2 —2) sinx+bcosx, x e [0, g}

n—»o C(n

EXERSARE

E3. Sa se determine a,belR,

E4.

APROFUNDARE
A2.

A3.

273

VX +5, xe[—4, —1)
&= X+9, xe(—l, 3] '

astfel
incat sa se poata aplica teorema
lui Lagrange functiilor:
a)f:[0,3] > R,
2

fix) = x“+bx+2a+1, x e[O, 1);

(a+3)x+b+1, xe[l, 3]
b)g:[-2,0] - R,

ax+e¥*? xe[-2,-1)
gx) =4 , .
x“+2ax+b, x e[-1, 0]

Fie functia f:[-1, 2] >R f(x):x—4x3.
Sa se arate ca exista un punct in
care tangenta la graficul functiei

este paralela cu coarda care uneste
punctele A(—l, 3) si B(2, - 30).

Se poate aplica teorema lui La-
grange functiei f: [—4, 4] ->R,

f(x) = max(x2 -2x+3, 3x— 3)?

Dar functiei g=1f /[ ;;?

Se da functia f:R—> R,

V2x+1,x>0

mine un punct A pe graficul
functiei in care tangenta este
paralela cu coarda care uneste
punctele de pe grafic de abscise
x;, =—2 si x, =4.

2
+x+1,x<0
f(x) = {X X *>7 Sa se deter-
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Ad4. Aplicand teorema lui Lagrange func- || A7. Fie functia f: [3, 6] >k f(t) =t*, xelR.
tiei f(x) =In x pe intervalul [n,n+ 1],

- < a) Sa se aplice teorema lui Lagrange
sa se demonstreze ca:

11 1 pe intervalele [3, 4] si [5, 6].
a) sirul (a,), a,=1+_+_+..+— 5 .
2 3 n b) Sa se rezolve ecuatia 3 +6* =4"+5"
este divergent;
. 11 1 A8. Sa se rezolve ecuatiile:
b) sirul (b,), b, —1+§+§+...+;—ln n a) 3% + 5% = 2% + 6%

este convergent si limb, (0, 1). b) 9% + 6% = 14x + 1.
n—»w

A5. Sa se demonstreze inegalitatile: A9. Sa se compare numerele:

a)n.(b_a).an—1<bn_an<n,(b_a), a)%+§/§ §i %/Z‘l‘é/ﬁ;
-bn1, 0 <a<b; b) ¥9+%5 si ¥4 +%10.
b) 2P < tga—tah< 2=P 0<a<h<T;
cos” b cos” a 2 A10.Sa se calculeze limitele de siruri:
cosa i1
c) (b— a) -tga<lIn cosh < (b—a)-tgb, a) ,lli_?;n[e“ _ en+l];
0<a<bx< g; 1 1
. 2| an _ an+l
d) |sinx-siny| £ [x-y|,X,yelR; b) 1111—>nolon [e e+J.
e) ee>2x+1, xek; f)tgi—g>1+%.
All.Fie f: [0, 1] - R o functie de doua
A6. Fie functia f: (—1, + oo) >R, 1
’ ori derivabila si numerele f(0), f| - |,
f£(t)=In(1+t). 2
a) Sa se aplice teorema lui Lagrange f(1) in progresie aritmetica. Sa se
pe intervalul [0, x], x> 0. arate ca exista ¢ € (0, 1), astfel incat
b) Sa se demonstreze ca: £"(c)=0.

x<(x+1)ln(1+x)< x(x+1).

7.6. CONSECINTE ALE TEOREMEI LUI LAGRANGE

Din teorema lui Lagrange se obtin cateva rezultate foarte importante
in analiza matematica. Astfel, urmatorul rezultat permite sa decidem daca
o functie are derivata intr-un punct.

m CONSECINTA 1 (derivata unei functii intr-un punct)
Fief:T1—> B, Ic Run interval si x, €.

Daca: a) f este continua in x,; b) f este derivabila pe I \ {x,},
c) existd limf'(x)=/ ek,

atunci functia f are derivatd in x,si £'(x,)= /.

Demonstratie
Aplicim teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul [x, x,]c I, x <x,.
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Rezulta ca exista c(x) € (x, XO) astfel incat: fo0 1) f'(c(x)).
X — X,

De aici rezulta ca f'(x,)=lim -2~ i pre(x)) = ¢, deoarece
iz;)[()(] X — 0 X—Xq

din x < c¢(x) <x, se obtine limc(x)=x%,. In mod analog, f',(x,) exista si este

egala cu /.
Asadar, functia f are derivatd in x, si f'(x,)= /e R. Daca /e,
atunci f este si derivabila in x,.
e@ 54 9 % 5\/
9 . s .. x7, x<1
Sa se studieze derivabilitatea functiei f: R >R, f(x) =
x+lnx, x>1

folosind consecinta teoremei lui Lagrange.
Solutie
Functia f este derivabila pe (—o, 1) U (1, o).
Deoarece f(1 — 0) =1 =1f(1 + 0), functia f este continui in 1.

2x, x<1 1
Avem f'(x) = 1 , Iimf'(x)=lim2x =2 ¢i limf'(x)=lLm|1+— |=2.
1 +—,X> 1 i?ll x—1 i?% x—-1 X
X

Din consecinta 1 rezulta ca functia f are derivata in x = 1 i f'(1) = 2,
deci f este derivabila siin x = 1.

< OBSERVATII
1. Aplicarea consecintei 1 fara verificarea tuturor ipotezelor poate duce
la concluzii gresite.

> Exemplu
+1,x<0 . . .
* Functia f:IR >R, f(x)= xrLx este derivabild pe R\ {0}si pentru
x+2,x>0

oricare x e R\ {0}, f'(x) = 1, iar lxiir(}f’(x) =1.

Concluzia ca £'(0) = 1 este falsa.
In acest caz nu se poate aplica consecinta 1 deoarece f nu este continua in x = 0.
Problema derivatei in punctul x = 0 se face pornind de la definitie si se obtine:

£,(0)=tim L =EO) _yp xe11

<0 X w X
£ (0) = tim L) =EO) gy xw201
d X_60 X x—:)() X

Functia f nu are derivata in x = 0.
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2.  Consecinta 1 a teoremei lui Lagrange da o conditie suficienta pentru
existenta derivatei unei functii intr-un punct (f sa fie continua in punct si sa
existe limita derivatei in punct). Conditia nu este insa g1 necesara.

I Exemplu
x® -cosl x=0
e Fie f:R-> R, f(x) = x’ . Functia f este derivabild in x = 0,
0, x=0

. f(x)-f(0) 1 e . 1 .1 .

deoarece: im————~* =limx-cos— =0. Dar limf'(x) =lim| 2xcos—+ sin— | nu exista.
x—0 X x—0 X x—0 x—0 X X

3. Din demonstratia consecintei se obtine: daca f este continua la stanga in

X, slexista lim f'(x) = ¢, atunci exista f'(x,) si f'.(x,)= ¢ In mod similar

X—>Xq
X<X,

se obtine f',(x,) .

= CONSECINTA 2 (Caracterizarea functiilor constante)
Fie f: [a, b] > R o functie derivabila pe [a, b]. Atunci f este constanta daca
si numai daca f' = 0.

Demonstratie

Daca f este constanta pe [a, b], atunci se stie ca f' = 0.

Reciproce, fie f'(x) =0, V x € [a, b]. AplicAm teorema lui Lagrange pe
intervalul [a, x], X € (a, b]. Rezulta ca exista ¢ € (a, x) astfel incat f(x) — f(a) =
=(x —a) - f'(c) = 0, de unde se obtine f(x) = f(a), V x €[a, b].

Asadar f este constanta pe intervalul [a, b].

= CONSECINTA 3
Fie f, g: I —» R, functii derivabile pe intervalul I, astfel incat f'(x) = g'(x),
Vxel
Atunci exista c elR, astfel incat f — g = ¢. (Functiile f g1 g difera printr-o
constanta.)

Demonstratie

Fieh:I >R, h(x) = f(x) — g(x). Functia h este derivabila pe I s1 h'(x) =
=f'(x) — g'(x) =0, V x € L. Din consecinta 2 se obtine ca h(x) = ¢, V x e I,
deci f(x) —g(x)=c,Vx € L

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se studiez? derivabilitatea functii- x*—x+15, %<0
lor f: R > R in punctele specificate, a) f(x) = ,
folosind consecinta teoremei lui La- x(x"-4)+3(x+5), x>0
grange: xo=0;
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b) f(x) =x.arccos( XZ), X, = £1;

1+x

¢) f(x) =¥x*(x-1), x, € {0, 1};
Vx?-8x+2, x<1

A fx)= 4 5 KT XS =
—Jx?+3x-4,x>1

e) f(x) =‘x—1‘1n(x2 —2x+2), x,=1.

E2. Sa se determine parametrii reali,
astfel incat functia f sa fie derivabila:
a)f: Ro> R,

2 b

e —5x+p, x=20
b)f: R>R,

2
f(x) = x“+ax+b, :
sinx+3cosx, x<0

{x2+(m—1)x+3, x<0
f(x) = ;

x>0

c)f:[1, e >R,

Al. S4 se demonstreze ca functia

£:(-L 1) >R, £(x) - arctg 15 +
X

1+x
+ arctg 1

este functie constanta.

A2. Fief,g: R" >R,
In|x|+1,x<0

f(x)={ x| :
Inx+2, x>0
In(—=x)+2,x<0

g(x) = (=) .
Inx+1, x>0

Sa se arate ca f si g au aceeasi
derivata, si totusi ele nu difera
printr-o constanta.

A3. Sa se demonstreze ca au loc egali-

tatile:
1-x?
a) arccos 5 = 2arctgx , x € [0, +o);
1+x
b) 2arctg x + arcsin x _|® xell, 9 .
142 |-m xe(oa-1]

A4. Sa se determine intervalele pe care
diferenta f — g este functie cons-
tanta, daca:

APROFUNDARE

1+In’x, xe[l, e)
f(x)= .
(2a-3)x +b?, x e, €%]

E3. Sa se arate ca urmitoarele functii
sunt functii constante:
a) f: [-1, 1] » R, f(x) = arcsin x +
+ arccos x;
b)g: R—> R, g(x) =arctg x + arcctg x.
E4. Se dau functiile f,g:[-1,1] >R,
f(x) = arccos x, g(x) = arccos(-x). Sa se
arate ca f si g difera printr-o constanta
si sa se gaseasca aceasta.

E5. Se dau functiile f, g:(0, +©) >R,

f(x) = arctgx, g(x) = arctg[— l] Sa se
x

arate ca f- g este functie constanta.

a) fs g: [_13 1] d Da
f(x) = arcsin (3x — 4x3),
g(x) = 3arcsin x;

b) fa g: [_1, 1] g Da
f(x) = arcsin (2x V1 - x2 ) si

g(x) = 2arcsin x.

A5. Sa se determine functiilef,g: R > R
derivabile, care verifica relatiile:
a) f'(x) =f(x), x € R.
b) g'(x)+2g(x)=1 x e R.

A6. Fief, g: [a, b] » R, functii continue
pe [a, b] si derivabile pe (a, b). Sa
se arate ca daca g'(x) = 0, V x €[a,b],
atunci exista un punct ¢ € (a, b)
astfel incat:

f(b)-f(@) _f'(0)
g(b)-g(a) g'(c)
(Teorema lui A. Cauchy)
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DEZVOLTARE
D1. Fie f:1I > R o functie derivabila pe nu existd nici o functie F:I->R
intervalul I. Sa se arate ca functia derivabila astfel incat F'(x) = f(x),
derivata f' a functiei f are proprie- Vx el
tatea lui Darboux.
(Teorema lui Darboux) D4. Fie functia
D2. Fief:I— R o functie derivabila pe ¢ f) = x2 sinl, x#0
intervalul I. Sa se arate ca daca ‘RoR, f(x)= X
functia f'#0 pe I, atunci f' are 0, x=0
semn constant pe 1. Sa se arate ca f este derivabila pe
R, derivata f' este discontinua si
D3. Fief:I— R. Sa se arate ca daca f nu v ietatea 1 Dl b maa st
are proprietatea lui Darboux, atunci are proprietatea ul Larboux.
Frangois
L’HOSPITAL
1
@) REGULILE LUl L'HOSPITAL o
. matematician
In operatiile cu limite de functii s-a observat |4 francez
ca deseori se ajunge la nedeterminari de forma Contributii in cadrul
0 0 1% 0 analizei matematice in
6) ;a 0- ®, 0 —x, 0 ’ 1 , 007, calculul limitelor de
functii. /4

In aceste situatii este necesar un studiu direct
pentru a stabili daca limita exista sau nu existd. Metodele care au fost
folosite in astfel de situatii nu au avut un caracter unitar, iar de multe ori,
gasirea limitelor presupunea o experienta deosebita sau chiar inventivitate
in organizarea calculului. In acest paragraf va fi prezentatd o metodda mai
simpla si unitara care, cu ajutorul derivatelor, permite rezolvarea cazurilor
de nedeterminare % si 2 intr-un numir destul de mare de situatii.

e 0]
Celelalte cazuri de nedeterminare se pot reduce cu usurintd la cele doua
cazuri mentionate anterior.

Metoda poarta numele de regula lui I'Hospital dupa numele matemati-
cianului francez Frangois 1'Hospital (1661-1704) care a publicat-o in anul 1696.

E TEOREMA 11 (Regula lui 'Hospital pentru cazul %)

Fie functiile f, g : I >R, I interval si x, un punct de acumulare al acestuia.
Daca: a) lim f(x) = lim g(x) = 0; b) fsi g sunt derivabile pe I\{x,};

c) g'(x) # 0 pentru V x € I \ {x,}; d) exista lim EX; € E,
X—)XO g X
atunci functia f are limita in x, si im——= ) =lim 16
g on g(x) o0 g'(x)
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Problemdi reyolvalic

e™ -1
[x] Sa se calculeze lim .
x—0 th

Solutie
3 2x T T .
Fief (x) = e** -1, g(x)=tgx,xe(—§,§j s x,=0.

Avem 1in01 f(x)=0, 1in01 g(x) =0, deci limita data este in cazul —

Functiile f si g sunt derivabile pe intervalul I = (—g 5] si

g(x)=——=#0,Vx el
cos” X
Deoarece lim % = lin(} 2-e™ .cos’ x = 2, aplicand regula lui I'Hospital
x—0 g X X—
rezulta ca lim —= f&) =2.
x—0 g(x)

E TEOREMA 12 (Regula lui 1'Hospital pentru cazul =)
0

Fie functiile f, g: I > B, I < R interval §1 x, un punct de acumulare
al acestuia.
Daca: a) lim [f(x)| = lim |g(x)| = + «;

b) f si g sunt derivabile pe I \ {x,};

c) g'(x) =0, pentrux € I\ {x,};

d) Tim =% exista in B,
XX g (X)

atunci functia £are limita in x, s1 lim ——= fx) =lim f'(x) .
g o g(x) % gl(x)

Problemdi regolvalic

Sa se calculeze limln—x.
X—0 X
Solutie
Fie f(x) = In x, g(x) = %, xe(0, ). Avem limlnx =+, limx=+00.

X—>0 X—>00

Functiile f si g sunt derivabile pe (0, o), 1ar g'x) =1 # 0, V x € (0, o).

Deoarece lim ——— (n X) — =0, cu regula I'Hospital se obtine lim —= fx) =0.
X—®© x' D ¢ X—>®© g(X)
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<> 0BSERVATII

1. Daca functiile f si g au derivate de ordin superior si functiile derivate ale
acestora satisfac conditiile teoremei lui 1'Hospital, atunci se poate aplica

' "

repetat regula lui I'Hospital pentru —,— pand la indepartarea
g g

nedeterminarii.

I Exemplu

2x

. .e
« Sa se calculeze lim

X—o© XZ ’

Solutie
Functiile f(x) = €™ si g(x) = x* sunt derivabile de orice ordinn e N .
Cu regula lui I'Hospital se obtine succesiv:
2x 2x 2x
. e . 2-e . de
lim —-= lim = lim

X0 Y X0 2% X—0

= +o0,

2. Regula lui I'Hospital poate fi folosita si pentru calculul unor limite de siruri.

=" Exemplu
2

*Sa se calculeze lim nn

Solutie
. .. ... In®’x
Consideram functiile f(x) = In2 x, g(x) = x, x € (0, ). Atunci lim =
X—00 X
—tim 22X _jim 220,
X—00 X X—00 X

Din definitia cu siruri a limitei unei functii, pentru x, =n,rezultd ca

2
fim 270 £(0)

=0.

Alte cazuri de nedeterminare
Fie f, g: I >R, I c B, interval i x, punct de acumulare al acestuia.

Cazurile de nedeterminare O - oo, 0o — oo, 00, o9, 1 pot fi aduse la unul din

. 0 0
cazurile — sau —.
o0

Fie limf(x)=0 si lim g(x) =+w. Putem scrie f - g =f :(lj, daca g(x) # 0
X‘)Xo g

X=X

sauf-g=g¢g :[%), daca f(x) # 0, x € I \{x,} si se obtine cazul % sau cazul =2
o8]
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SProblomdr @W
[x] Sa se calculeze lim x - e*.

X—>—0

Solutie
. . < . X . 1
Avem succesiv: limx-e*= lim—= lim =0.
X—>—0 x>-0 @~ X—>—0 _e_x

Daca lim (f(x) - g(X)) este in cazul c — oo, folosind scrierea:

fx) —gx) = [ 1 J :[ 1 J , se obtine cazul de nedeterminare % .

1
g(x) () f(x)-g(x)
Problema regyolvalic
(x] Sa se calculeze lim (ctgx - l} .
x—0 X

Solutie

o . 0
Avem cazul oo — . Acesta se transforma in cazul 6 astfel:

. cosx 1 . XCOSX—sInx . —xsinx
lim| — -~ l=lm—— =lim— =
=>0{siInxXx X x>0 X-slnx x>0 gIn X + X COS X
. —sSInX—XCOSX
=lim =0.

x>0 2c0SX — X SIN X

‘ Cazurile 0 oo 17 ‘
In aceste cazuri folosim relatia f% =e®™" si se obtine unul dintre cazurile
de nedeterminare anterioare.
Sa se calculeze: a) limx*; b) lim (1- x) )
x—0 x—0

x>0 x>0

Solutie

. . . . lim xIn x
a) Avem cazul 0° Rezulta succesiv: lim x* = hn([)l (e" n ") = e .
x—0 X—>
x>0 x>0

Pentru lim xIlnx suntem in cazul O - oo.

x—0

Se obtine: lim (x - Inx) =lim 12X = Tim (~x) =0.
x—0

x>0 1 x>0
x>0 x>0 — x>0
X

Asadar lin(r)l x* =el=1.

x>0
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1 In (1-x)

o . . ~ - . . In(1-x
b) Avem cazul 1”. Rezulta ca (1-x)*"* = e *"* | iar hm¥:
=0 sInx
1
. -1 . sin x 1
=lim——— =-1. Agsadar lim (1-x) =e'=-—.
x20 (1 —X)-cosx 0 e
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
El. Sase calculeze urmatoarele limite: [[ E3. Sa se calculeze limitele de functii:
6 _ <5
a) lim> ; b) lim -32, a) lim (sin x - In x); b) lim (x% — 4)ctg 2 ;
x—1 X — x—>2 X — ]_6 §_>)00 x—>2 2
x®—4x?+2x + 7
¢) lim——M————— . 9 X
)H_lx +x3-2x-2 ©) lim (x" -x-2)tg -3
d) lim x" : €) lim 4+4x+x> -5 : d) }(1_)m0 xctg x; e) 11(1_1)51 sinx-In(sinx);
x>l x™M -1 x—>-17 x2—49 x>0
. 3px-7-2 . Yx+¥Yx-2 1 1
) lim————; ) lim 2 ; li x.lnx: li 1).ex+1:
x3 3% _9x_9_1 -1 x2-1 f)xirgle ‘Inx; g)x_l)r_lil (x+1)-ex+l;
Vx+6-Yx+24 . 1l-cos3x x>0 x>
h)lim—————; i) lim————; n
x—3 x/x+13 2 20 x"-x h) lim[x—fjtgx .
. 1. COS2X —cos4x x7 2
j) im——— 2
x>0 x-tg3x
X E4. Sa se calculeze limitele de functii:
2 2sin—-1 1 1
k) li M; ) lim— 2 a) lim[—— - )
x>0 cos3x—1 T 1-2cosx x~>0{X sInx
3
x*-1 sinx X b) lim |:x+1—1n(x2 +1)] H
-1 . 3 —-e€ X
m) llmi; n) lim——5———;
x>1 x% +3x -4 x>0 x“+x 1 1
1 c) lim( n ——);
x x—1 —-1 x-1
. (1+x) -e
o) lim———. ) 1
x>0 b4 d) lim|x—x"-In| 1+—|].
X X
E2. Sa se calculeze urmatoarele limite:
3x? —x+Inx E5. Sa se calculeze limitele de functii:
a llmi' . x-1, : x+1 sin x ,
) e x4x a) lim(x=1)"'s b) lim (3" -3)"™ *;
. In(e*+x) x> 1
b) im———; ¢) lim——; 1
xo @¥ P+x+1 x> |n (ex - X) - nx
2 c) lim [——arctg x] H
) lim In(x"+e") x| 2
x> |n (X + e2X) ’ O 1i (1 2 )tg(ﬁ—x)
im(1-2sinx)"\6 /3
e) lim tgVx? +1-tgVx+1 x—%
x>1 tg (x2 -1) ’ )2
. Inx . In(sin2x) e) lim(sin\] 3D 1im(ln(1+x)) .
lim ——; g) lim ———. X2 2 x>0
x>0 ctgx x50 ln(51n 4x) x<2 x>0
x>0 x>0
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E6. Sa se calculeze limitele de functii:
1

a) lim (x2 +2x + 1)2x;
X—®

b) lim (x2 - 3x + 2)2x°+1;
X—»00

x-1
X

li — H
c) X11r1r11[tg 2]

1
d) lim (Inx)*;
X—

2
¢) lim x“+3x+1

X—>0

x>-x+4

=

d) lim (cosx)*® *;

e) llm(x51nx+e )

x<1 cosx
1 cos2x
2nx \x
e) lim| tg ;
x—)w[ 4x+1] 1+sinx
g) lim
1 arccos x x>0\ 14+ sin 2X
) linll <1 H )
X -
A By lim| 10X [
1 x-o | In(x+1)
. x? +sinx |*
g lim| ———— . E8. Sa se calculeze lima,, daca:
x—=o| X+ SInXxX n—-o
E7. Sa se calculeze limitele de functii: a) a, =7/cos 2 nr T
2 n+
2 X 1
-1 —_ 2
1 . i _ x-3. n
a) }(1_1)2 X2 2] 5 b) 1}(11}31(4 X) ’ b) a, = [g_arctgnZ] .
APROFUNDARE
Al. Sa se calculeze limitele de functii: 1-2x2 - cosx
n  _son d) Iim———;
. x"—-sin"x *30 4
a) lim————; X
x—0 Xn+ 1 1
e) lim| ————|[;
b) ]lmw; ) x>0 (x arctng
x>0 xIn(1+x) x>0
- . .- . 1-cosx-cos®2x-...-cos” nx
°) lim1 cosx coszx cosnx; f) lim - .
x—0 X x—0 X
Testul 1
4-x’
Q1. Seda functia f:R-> R, f(x)= 5— Daca s este suma patratelor punctelor
X
critice ale functiei f, atunci:
a) s=0; b) s=9; c) s=3; d) s=4
3
+ax+b,x<2
Q2. Se da functia f:[1,3]> R, f(x)= X rax * careia i se poate aplica
x> +bx+c, x> 2

teorema lui Rolle.
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Q3.

Q5.

O 3.

Daca a=a+b+c si B este punctul intermediar rezultat din teorema lui
Rolle, atunci:

a) a=+26; R\ Q; b)oc=+26;[3=?; c) a=-26;pecR\Q; d) a+p=1.

Fie functiile f, g : R\ {-2}, f(x) = arctgﬁ; g(x)=arctg(x+1) si h:[-1,1] >R,
h(x) = f(x) - g(x). Atunci:

a) h(x)= —%; b) h(x)=0; ¢) h(x)= g; d) h nu e functie constata.
Ecuatia polinomiala x' —4x® - 2x*+12x+8=0 are n solutii reale pozitive.
Atunci:

a) n=1; b) n=2; c) n=3; d) n=4.

x® —sin® x

0 . Daca L=1Inl, +1,, atunci:

1
Fie 1, =lim(1-x+sinx)x" si 1, =lim
x—0 x—>0 X

7

o @ Lnu exista. (invatamant tehnic, Buc., 1986)

a) L=§/€+%; b) L=1; ¢) L=

Testul 2

Fie functia polinomiala f:R - R, f(x)= 2x® — ax” + bx - ¢, a,b,ce R. Functia ad-

mite pe x=1 ca punct de maxim, si pe x=2 ca punct de minim, iar maximul
lui f este egal cu 6. Daca a=2a-b-c, atunci:

a) o =>5; b) a=T; c) a=12; d) a=9.

Valorile lui m e R* pentru care ecuatia mx® +12x% +9x—4 =0 are toate solutiile
reale, sunt in intervalul:

a) [—oo, %}; b) (-28, 0); o) [—28, ?}\{o}; d) R.

2
ae***, x<0

si ae(0, +w),

Se da functia f,g:[—l, E}—)D,f x) =
2 (x) (ag—z)sinx+bcosx,x>0

care satisface conditiile teoremei lui Lagrange. Suma absciselor punctelor
de pe graficul functiei in care tangenta la grafic este paralela cu coarda care
uneste extremitatile graficului functiei f este:

T n—2 1
a) S=Z; b) se d; c) s= , 5 d) s:—E.

Fie f,g: [—%, %] >R f(x)= %arcsinx, g(x) = —arctg, /:—i si h=f-g Daca
h 1 = ¢, atunci:
1 :

T n n
a) c 1 ) c c)c 3 ) s 2

284



B Analizé matematica e lll. FUNCTII DERIVABILE

O05. Fie L < lim& SIDX—X . x’—In*(1-x)
) T xs0 sin(sinx) x>0 X

a) L=1; b) L=e-1; c) L=¢ d) L=e-2.

. Daca L=1, -1,, atunci:

@ ROLUL DERIVATEI INTAI iN STUDIUL FUNCTIILOR

9.1. DETERMINAREA INTERVALELOR DE MONOTONIE

O aplicatie utild a derivatei unei functii o constituie determinarea
intervalelor de monotonie pentru o functie data.

&= TEOREMA 13
Fief: I — R o functie derivabila pe intervalul I. Atunci:
a) functia f este monoton crescatoare pe intervalul I daca si numai
dacaf'(x)>0,Vx el
b) functia f este monoton descrescatoare pe intervalul I daca si numai
dacaf'(x)<0,Vxel
Demonstratie
a) ,=“ Presupunem ca f este monoton crescitoare pe I. Atunci pentru
F0-£(x,) .

X —X,

oricare X, X, €I, x # x,, avem

Rezulta ca hmM
X—>Xq X — XO

>0, deci f'(x,)20,V x, € L.

»=" S& presupunem ca f'(x) >0, V x € I 51 fie x,,x,€ I cu x,<x,.
Aplicand teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul inchis [x,, x,] rezulta
ca exista ¢ e(x,, x,) astfel incat f(x,)—f(x,) = (x,—x%,)f '(c). Deoarece
¢ e(x,, X,), rezulta ca f'(c) > 0 si cum x,—x,> 0, se obtine ca f(x,)—f(x,)>0,
ceea ce conduce la faptul ca functia f este monoton crescatoare pe intervalul 1.

Cealalta afirmatie a teoremei se demonstreaza analog sau se consi-
dera functia monoton crescatoare g =—f. &

© OBSERVATII SI PRECIZARI

1. Daca functia f este derivabila pe intervalul I si f' este strict pozitiva
(respectiv strict negativa) pe I, atunci functia f este strict crescatoare
(respectiv strict descrescatoare) pe I.

2. Daca f este strict crescitoare pe intervalul I, nu rezultd in mod necesar ca
f'®>0,vVxel
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IS° Exemplu
« Functia f : IR > IR, f(x) = x5 este strict crescatoare pe R, dar f'(x) = 5x4 se
anuleaza in x = 0.

3. Daca f este derivabila pe I \ {x,} si functia f' y Figura 1

este pozitivd sau negativd pe I\{x }, se poate
intampla ca f sa nu fie monotona pe I.

1 N
> Exemplu 1 (‘&/\
xe[-1, 0) —L 0

-x-1
o f:[-1,1] > R, f(x)= ’ . < V1
FL = B 1) {X+L x [0, 1] )

Din lectura grafica, figura 1, concluzia se impune.

R

Pentru a indica monotonia functiei f pe intervalul I, cu ajutorul
semnului derivatei se utilizeaza un tabel de monotonie de tipul:

< | ————r x | ————AL_
f'x|++++ ++ (1) f'x) | - - — = = — (2
f(x) A7 fi(x) N\

O RETINEM!

Pentru determinarea intervalelor de monotonie ale unei functii f: D —» R
se procedeaza astfel:
a) Se calculeaza derivata f' a functiei pe domeniul de derivabilitate D, < D.

b) Se rezolva ecuatia f'(x) =0,x € D,,.

c) Se determina semnul functiei f ' pe intervalele pe care nu se anuleaza.
Pentru aceasta se descompune domeniul de definitie D in intervale dis-
juncte, astfel incat pe nici unul dintre acestea functia f ' nu se anuleaza.
Punctele care delimiteaza intervalele sunt punctele critice, punctele in
care functia nu este derivabila sau extremitatile intervalelor in cazul
functiilor definite pe reuniuni de intervale.

Pentru determinarea semnului pe un interval se poate folosi pro-
prietatea functiilor continue de a pastra semn constant pe intervalul pe
care nu se anuleaza.

d) Se stabilesc intervalele de monotonie in functie de semnul derivatei.

(g) :sn % ;

1. Sa se determine intervalele de monotonie pentru functiile:
a)f: P>k, f(x)=2x3+3x2—-12x—1;
b) f: (0, +0) > R, f(x) = x2 - 2]ln x;
Of: RoR, f(x) = ——>
2+ cosx
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Solutie

a) Calculul derivatei: f'(x)=6x2+6x—-12,x € R.
Rezolvarea ecuatiei f'(x) = 0: 6x2+ 6x—12=0= x,= 1, X,

=-2.
lim f(x) = o0, lim f(x) = 4o f(-2) = 19; f(1)=8
Se determina semnul derivatei pe tabelul urmator:
X —o0 —2 1 +o0
f'®x) |+ + + 0 — 0 + + 4+ o+
fx) |- 719 N

-8 el +00
Asadar, pe intervalele (-0, —2] si [1, o), functia f este strict cresca-
toare, iar pe [-2, 1], functia f este strict descrescatoare.

b) Functia este derivabila pe (0, + oo) sif'(x) =2x —z, x > 0. Ecuatia
f'(x) = 0 are solutia x,=1 € (0, +).
lirgl f(x) =400, limf(x)=+w0, f(1)=1.

x>0

Tabelul de monotonie a functiei f este:

In concluzie, functia f este

X 0 1 oo strict descrescatoare pe intervalul

f'e | ———- 0+ + + (0, 1] si strict crescatoare pe inter-
fx) | +0o 0 1 7+ valul [1, o).

c) Functia este periodica, cu perioada principala T = 2.

Se recomanda efectuarea studiului doar pe un interval de lungime egala
cu perioada principald, apoi rezultatele se extind la tot domeniul de defi-

nitie (adaugand multiplu de 27 la capetele intervalelor de monotonie).
Efectuam studiul pe intervalul [0, 2x].
£i(x) = 2cosx+1

———; f'(x) =0 = cos x =—l. Solutiile din [0, 2x] sunt
(2+cosx) 2
2n 4an
X = —

1

, X, = —.
37 7% 3
Tabelul de monotonie:

X 0 2n/3 4r/3 2n
f'(x) +++++ 0

—————————— O++++++++
fx |0 ? . —g e
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In concluzie, f este strict crescitoare pe intervalele de forma [0 + 2km,

%+ 2kn] si [% + 2km, 21 + 2kn], ke 7 si strict descrescatoare pe intervalele

de forma [%’H ok, % +okn]. k e 7.

X 2. Sa se determine parametrul real m, astfel incat functia f :IR - R,
f(x) = (x2 — 3x + m)e?* sa fie monoton crescatoare pe R.
Solutie
Domeniul de definitie este interval si functia f este continua pe R. Este
suficient sa punem conditia f'(x) >0, V x €lR.
Obtinem succesiv: (2x2—4x +2m —3)e2x >0, Vx e R < 2x2 —4x + 2m —

-320,Vxe R < A=16-8(2m — 3) <0 de unde se obtine m e {%, +ooj.

9.2. DETERMINAREA PUNCTELOR DE EXTREM

Pana la acest moment, determinarea punctelor de extrem se poate
face pentru o clasa destul de restransa de functii numerice.

Folosind semnul derivatei intai vom putea determina punctele de extrem
pentru o clasa extinsa de functii numerice.

I=° Exemple
. L . -2x,x < 0
1. Sa consideram functia f: R —» R, f(x) = {

x%e™, x> 0

Functia f este continud pe R si derivabild pe R\ {0}, deoarece fs'(O):

—9x \ xZe ™ -2,x <0
=lim—=-2; f, (0)= lim =0.Pentrux € R\ {0}, f'(x) = N .
E?OO X i;}o X (ZX—X )e X,X> 0
Tabelul de monotonie a functiei este:
X —0 0 2 +o0
f'x) | — - — =2]0 + + 0 - — -
f(X) +o0 \ 0 / 4e2 \ 0

Din tabelul de monotonie a functiei f, cu ajutorul definitiel punctului de

extrem se observa ca:

* punctul x = 0 este punct de minim al functiei. Derivata f' este negativa in
stanga punctului x = 0 si pozitiva in dreapta acestui punct.

* punctul x = 2 este punct de maxim al functiei. Derivata f' este pozitiva in
stanga punctului x = 2 si negativa in dreapta acestuia.
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(1 RETINEM!
Fie functia f : D - R, x, punct de continuitate din interiorul lui D si
f': D, — R derivata functiei.
a) Daca pe o vecinatate a punctului x,, in stanga lui x,derivata f' este
negativa, iar in dreapta lui x, derivata f' este pozitiva, punctul x, este

punct de minim al functiei f.
b) Daca pe o vecinatate a punctului x,, in stanga lui x,derivata f' este

pozitiva, iar in dreapta lui x, derivata f' este negativa, punctul x, este
punct de maxim al functiei f.

2.  Siconsideram functia f: [-2, 2] » R, f(x) =4 -x>.

Avem: f'(x) = %, V x € (-2, 2). Tabelul de monotonie este:
4-x
X -2 0 2
f'(x) | + + + 0 — — — |
f(x) o 2 . O

Din tabelul de monotonie a functiei f, folosind si caracterizarea punctelor de
extrem ale unei functii se observa ca:

* punctul x = 0 este punct de maxim al functiei;

* punctul x = -2 este extremitatea stanga a unui interval, nu e extremitatea
dreapta a nici unui interval din domeniul de definitie al functiei f si este punct de
minim al functiei.

in dreapta punctului x = -2 derivata f' este pozitiva.

* punctul x = 2 este extremitatea dreaptd a unui interval; nu e extremitatea
stanga pentru nici un interval din domeniul de definitie al functiei f si este punct de
minim al functiei.

in stanga punctului x = 2 derivata f' este negativa.

(1 RETINEM!
a) Fief: D - B, x,€ D un punct de continuitate al functiei f, x,este

extremitatea stanga a unui interval I < D pe care f' nu se anuleaza si
X, u e extremitatea dreapta a nici unui interval inclus in D.

* Daca f'> 0 pel, atunci x,este punct de minim.

* Daca f'<0pel, atunci x,este punct de maxim.
b) Fief: D —» B, x, € D punct de continuitate al functiei f, x, este extre-
mitatea dreapta a unui interval I — D pe care f' nu se anuleaza si x, nu

e extremitatea stanga a nici unui interval inclus in D.
* Dacaf'>0 pel, atunci x,este punct de maxim.

* Daca f'<0pel, atunci x,este punct de minim.
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REZOLVAREA UNOR PROBLEME DE OPTIMIZARE

Numeroase probleme din domeniul stiintific (matematica, fizica,
astronomie...) precum si din activitatea practica (constructii, transporturi,
economie...) opereaza cu marimi variabile pentru care este util de cunoscut
anumite valori de maxim sau de minim (valori optime) in conditii impuse.

Exemplu: maximul sau minimul unei lungimi, unei arii, unui volum,
rezultantei unor forte etc.

In determinarea acestor valori optime se poate folosi derivata intai a
unei functii numerice asociata fenomenului in cauza.

SProblome reyolvate
1. Dintr-un carton dreptunghiular cu dimensiunile de 77 cm si 32 cm
se va confectiona o cutie fara capac. Cat este latura patratelor decupate de
la colturile cartonului astfel incat sa se obtina o cutie cu volum maxim?
Solutie
Fie x lungimea laturii unui patrat. <[
Dimensiunile cutiei ce se poate forma sunt:
x, 77 -2x, 32 - 2x, (figura 1). 32 —2x

Functia care modeleaza volumul cutiei este: ¢ e
77— 2
V: (0,16) >R, V(x)=x(77-2x)(32-2x). _ X

X
X

Figura 1
Avem V'(x)= 4(3x2 -109x +616) s1 se obtine urmatorul tabel de variatie

al functiei V:

X 0 7 16 In concluzie, cutia va
V® [+ + + 0 - - = avea volum maxim pentru
7938
AV x="7.
® || e max N

2. O ambarcatiune cu lungimea de 56 m navigheaza pe o retea rectan-
gulara de canale cu latimea constanta de 20 m.
a) Poate aceasta ambarcatiune sa intre pe A

: A i ) XA

un canal lateral perpendicular pe directia lui 90 |

[}

de mers? " i
v B._Ax

b) Care este lungimea maxima a unei am- D
barcatiuni pentru a putea face aceasta manevra?

(Se neglijeaza latimea ambarcatiunii) C¥E __{E
Solutie 20 m Figura 2

a) Considerand pozitia vasului pe
segmentul [AC] in figura 2 unde x=45° se obtine AC=2AB=2-202 m,

AC >56 m. Agsadar, ambarcatiunea poate efectua manevra.
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b) Fie I lungimea ambarcatiunii. Vom exprima 1 in functie de masura
x a unghiului facut de ambarcatiune cand se sprijina pe malurile celor doua
canale ca in figura 2.

Din triunghiurile dreptunghice ABD si BCE se obtine:

AB=-20 ,BC= 20 J(x)= 20 , 20 ,xe(o,g}

sinx cosX sinx cosx
Maximul lungimii ambarcatiunii este dat de maximul functiei 1. Se
obtine 1 =40v2 m.

A Tema de proiect
Aplicatii ale derivatelor in problemele practice de maxim si minim.

9.3. DEMONSTRAREA UNOR INEGALITATI

Rezultatele teoretice asupra monotoniei si punctelor de extrem ale
unei functii permit obtinerea unor inegalitati care, cu ajutorul metodelor
elementare ar fi greu de demonstrat.

Sa consideram functia f: I - R, I interval de numere reale.

¢ Daca m este minimul global al functiei pe intervalul I si m > 0,
atuncif(x) > 0, Vx e L.
e Daca M este maximul global al functiei f pe intervalul I si M < 0,

atuncif(x) < 0,Vx e L
Crercifie regolval
Sa se demonstreze inegalitatile:

a)x3—-3x2-9x—-5 < 0,V xe[-1, 3]; b) In

x+1 > L, vV x>0.
X 2x+1
Solutie
a) Definim functia f: [-1, 3] > R, f(x) = x3 — 3x2 — 9x — 5, derivabila cu
derivata f'(x) =3(x2—-2x-3),Vx e [-1, 3].
Solutiile ecuatiei f'(x) = 0 sunt x, =-1, x, = 3.
Tabelul de monotonie a functiei este:
Se observa ca functia are maximul
'X ! 3 global M = f(-1) = 0, ceea ce impune
f'&) 0——----0 inegalitatea f(x) <0, V x €[-1, 3] si astfel:
£(x) 0 T 32 x3-3x2-9x—-5<0,Vx e [-1,3]

b) Consideram functia f : (0, +x), f(x) =In x+l__ 2 a carei deri-
2x +1
vata este f '(x) = 1 -, Vx>0.
x(x+1)(2x +1)

liHOl f(x)=+00; limf(x)=0

x>0
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Tabelul de monotonie a functiei este:

X 0 to0 Din tabelul de monotonie se obtine
f'&®) | l=——=—————— ¢} marginea inferioara a multimii valo-
fx) |40 T 0 rilor functiei f este m = 0, ceea ce implica:

. x+1 2
f(x) >0,V x € (0, ) s1 astfel In - >0, Vx>0.
X 2x +1
EXERCITII SI PROBLEME
EXERSARE
El. Sa se stabileasca intervalele de b) f(x) =4x3-4x2-Tx-1;

monotonie ale functiei f pe dome- ¢) f(x) = <+ L.

niul maxim de definitie: <2’

a) f(x) = x32— 6x; b) f(x) =-x*+ 8x2; d) f(x) = 3/X2 ~1;

4x -1 f(x) =x( -1);
£ =L; e) f(x) =x(In x ;
©) £(x) x—1 f) f(x) = 2x + ctg x;
f(x) = x2 e-2x;
d) f(x) = x2x—x° ; g fx) =x"e N
X —oX
e) f(x) = 2x3e>; h) f(x) = V———.
1+Inx x“ +2x+1
f) f(x) = T;
£x) = si . E3. Sa se determine a e R* astfel incat

g) f(x) =sinx + cosx; functia f :R> R, f(x) = ax3 + 3x2 +

h) f(x) = arctg(x+ Ji- XZ); + (a- 2x + 1, s aiba puncte de

extrem.

i) f(x) =lnx - 2 arctg x;

j) f(x) =x + cos2x. E4. Sa se demonstreze inegalitatile:

X > .
E2. Si se determine punctele de extrem a)e*> x+1,x e B;
le £ ‘i £ d cul im d b)x2-2Inx > 1,x>0;

ale 1.11.10§1e1 pe domeniul maxim de ¢) arctgx < x, x> 0.

definitie:

a) f(x) = x2(2 + 2x - x2);

APROFUNDARE
Al. Sa se studieze monotonia functiei 1 x/3
f: D > R definite prin: h) f(x) = ﬁarctg 1 ;
-x
a) f(x) = (x—1W1-x2; x-1
2 x i)fx)=ex .
b) f(x) = x ;¢) f(x) = x3 In x;
b.¢ A2. Sa se determine punctele de extrem
d) f(x) = cos x — cos?x; ale functiei f: D - R definite prin:
X+2

@) f(x) = ~5 —-arctgx; a) f(x) = \2x(@-x)b) f(x) = | 222 |

x“+1 x+3

f) fx) = X1, ¢) f(x) = /3 cosx + sinx;

Vax® +3 d) f(x) = sin3x + cos?x;
) £(x) sinx 11 ¢ (n x) e) f(x) =In(x + 1) + arctg x;
x) = —=Intg| —-=|;
& 2cos’x 2 Bl 2 N f(x) = Y2x® - x*;
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A3.

Ad.

A5.

A6.

AT.

AS.

A9.

<2
g) f(x) = ?—sinx+xoosx;

h) f(x) = 12"7*)’; s 1) f(x) = (2x2 - 3x)e%;

j) f(x) =x*% k) f(x) = |3x+2]|ex.

Sa se determine m € R, astfel incat
functia f: R »> R, f(x) = 2x3 - 5mx2 +
+ 6x + 5 sa fie monoton crescatoare
pe R.

Sa se determine me R, astfel incat
functia f:R - R, f(x) = (x2-m) e* sa
fie monotona pe R.

Fief: R> R, f(x) = (x2 + ax + a) e2*,
Exista valori ale parametrului intreg

a pentru care f este strict monotona
pe R?

Fie functiaf: R - R, f(x)=(m-1)-
- arctg 2x — 3x.

Sa se determine valorile lui m pentru
care f nu este monotona pe R.

Cate puncte de extrem are functia:
I x|

f: R > R, f(x)= 25417

Fief: (-1, ®) > R, f(x) =1 + ax2 -
- In(1 + x). Sa se determine a € R,

pentru care f are doua puncte de
extrem.

Sa se determine parametrul me R,
astfel incat functia f : D > IR are
puncte de extrem:
a) f(x) = [x2- (m - 1)x + 3m - 2]e*;

2

b) f(x) = [x® — (2 + m)x?] ex.

A10.Fie functia f:R >R,

x> —3ax +4
\/x2+1

Sa se determine a € R, astfel incat

f(x) =

x = 1 sa fie punct de extrem al
functiei.

All.

Al2.

Al3.

Al4.

Al5.

Ale6.

Al7.

Al8.

Al9.
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Fief: R > R, f(x) = ax(x -b)(x - ¢).
Sa se determine constantele a, b, c,
astfel incat x = -1 este un punct de
minim, x = 1 este un punct de maxim,
iar maximul functiei este 4.

Sa se demonstreze inegalitatile:

a) (x+ 1) In(x + 1) > arctg x, x € [0, );
b) sinx<x,V x> 0;
¢)In(x+1)<x,V x e (-1, o)

d) arcsin x> x, V x € [0, 1];
e)ex>xe V x € [0, ©);

2 .3
f)eX21+§+X—+X—,Vx20.
1! 2! 3!
2 .1
= 0
Fief: R > R, f(x) = xsmx,x;t .

0,x=0

Sa se arate ca f nu este monotona
pe nici o vecinatate a originii.

Dintre toate dreptunghiurile cu
acelasi perimetru sa se determine
cel cu arie maxima.

Dintre toate dreptunghiurile care
au aceeasi arie sa se determine cel
de perimetru minim.

Doua forte ﬁl si E‘z au marimile
variabile cu suma de 20N, iar
suporturile lor determina un unghi
cu masura de 60°.

Sa se determine marimile celor doua
forte pentru care rezultanta este
minima.

Sa se determine cilindrul care are
volumul maxim inscris intr-un con
dat.

Sa se determine dreptunghiul de
arie maxima inscris intr-un cerc de
raza R.

Sa se determine dreptunghiul de
perimetru maxim inscris Intr-un
cerc de raza R.
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A20.Un triunghi dreptunghic are suma
catetelor egala cu a si se roteste in

A21.Un triunghi isoscel cu perimetrul
constant P se roteste in jurul bazei.

jurul unei catete.
Sa se determine valoarea maxima a || A22.Sa se determine paralelipipedul

volumului corpului generat prin
rotirea triunghiului.

Sa se determine triunghiul care
genereaza un corp de volum maxim.

dreptunghic de volum maxim cu
baza wun patrat, Iinscris intr-o
semisfera de raza r.

@ ROLUL DERIVATEI A DOUA iN STUDIUL FUNCTIILOR

10.1. DETERMINAREA INTERVALELOR DE
CONVEXITATE SI CONCAVITATE

La clasa a X-a au fost introduse notiunile de
functie convexa si functie concava pe un interval.
Reamintim aceste notiuni.

a) Functia f : I >R, I interval de numere (0]

reale, se numeste functie convexa pe intervalul I

YA Figura 1

daca pentru oricare x,, x, € I g1 oricare t € [0, 1]

are loc inegalitatea:
f[A-t)x, +tx,] < (1 —t)f(x,)+ tf(x,).

Semnificatia geometrica a functiei convexe pe intervalul I este aceea ca
pe orice interval [x,, x,]c I imaginea geometrica a graficului functiei se afla

sub coarda care uneste punctele cu abscisele x,, x,, (figura 1).

Y4

A

A

Figura 2

E——

X1

I

X

b) Functia f : I - R, I interval de numere
reale, se numeste functie concava pe intervalul I
daca pentru oricare x,, x, € I g1 oricare t € [0, 1] are
loc inegalitatea:

fla-t)x, +tx,]> (1 - t) f(x,) + tf(x,).

Din punct de vedere geometric, functia f este
concava pe intervalul I daca pe orice interval
[x,, x,] < I imaginea geometrica a graficului func-
tiel se afla deasupra coardei care uneste punctele cu
abscisele x,, x,, (figura 2).

In continuare vom da un criteriu practic de a stabili daca o functie (de

doua ori derivabild) este convexa sau concava pe un interval folosind semnul
derivatei a doua a functiei.
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E TEOREMA 14
Fie f: [a, b] > R,a <b, o functie care verifica conditiile:
a) f este continud pe intervalul inchis [a, b];
b) f este derivabila de doua ori pe intervalul deschis (a, b).
Atunci:
1) daca f"(x) = 0, V x € (a, b), rezulta ca functia f este convexa pe
intervalul inchis [a, b];
2) daca f"(x) < 0, V x € (a, b), rezulta ca functia f este concava pe
intervalul inchis [a, b].
Demonstratie
1) Fie a < x,< x,< b. Pentru fiecare punct x € (x,, x,) se aplica

teorema lui Lagrange functiei f pe intervalele [x,, x], [X, x,]. Prin urmare

existd ¢, € (x,, X), ¢, € (x, x,), astfel incat ~O LX) _pie
|
f(x,) - f(x)
———————— f' .
XZ —X (CZ)

Deoarece ¢, <c, sif' este o functie crescatoare pe intervalul (a, b) (aici
intervine ipoteza f"(x) > 0 pe (a, b)) rezultd ca f'(c,)<f'(c,), adica:

) ~f(x) _fx) =10 ;)

X —-X, X, —X

Din faptul ca x e(x,, x,), rezultd ca pentru orice t € (0, 1) avem
x=(1-t)x, +tx,.

Inlocuind pe x in relatia (1) se obtine f(x) < (1 —t) f(x,) +tf(x,) ceea ce
inseamna ca f este functie convexa pe intervalul [a, b].

Pentru demonstrarea punctului 2) se procedeaza analog sau se
inlocuieste f cu —f. B

< OBSERVATII
1. In conditiile teoremei:

e dacafesteconvexdpel = f"(x)>0,Vx el

e dacafesteconcavapel = f"x)<0,Vx el
2. Semnul derivatei a doua a functiei permite determinarea intervalelor pe

care functia este convexa sau este concava.

Modul practic de determinare a intervalelor de convexitate si
de concavitate ale functiei f: D - R este urmatorul:
a) Se calculeaza derivata a doua f" pe multimea de existenta D, < D.

b) Se rezolva ecuatia f"(x) = 0 pe multimea D,..
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c) Se descompune domeniul de definitie al functiei in intervale
disjuncte pe care f" nu se anuleaza (prin intermediul zerourilor derivatei a
doua si eventual al punctelor in care functia f nu este de doua ori derivabila).

d) Se determina semnul derivatei a doua pe fiecare interval obtinut la c).

e) *Dacaf" > 0 pe un interval = f este convexa pe acel interval.

*Daca f" < 0 pe un interval = f este concava pe acel interval.

Sa se determine intervalele de convexitate/concavitate pentru:
2
x" -1

a)f:Rok f(x)=2x3-3x% b)f: R\ {2} > R, f(x) = 5"
X_

Solutie
a) Avem: f'(x) =6x2—-6x,x elR; f"(x) =12x -6, x €lR.

) . 1 ) e
Ecuatia f"(x) = 0 are solutia x ZE. Tabelul pentru studiul convexitatii

sau concavitatii functiei este urmatorul:

X —o0 1/2 +00
f'"x) |- - — — 0+ + + +
f(x) —0 N -1/2 ~— +o0
(concava) (convexa)

A ) . .. 1] . -
In concluzie, functia f este concava pe intervalul (—oo, 5 s1 este convexa

pe intervalul {%, + ooJ.

x’ —4x+1 6 .
b) Avem: f'(x) =———, f"x) = ———— sif"x) #0, Vx e R\ {2}.
) =5 0= (g S @
Tabelul pentru studiul convexitatii/concavitatii functiei f este urmatorul:
X —0 2 +00
f'"x) |- - — - - | + + + + +
fx) | —o N —o0 | 400 ~— +00

Concluzie: f este concava pe (—oo, 2) si este convexa pe (2, +o0).

10.2. DETERMINAREA PUNCTELOR DE INFLEXIUNE

in paragraful 2, capitolul III s-a stabilit ca pentru o functie f: I - R,
punctul x,interior intervalului I este punct de inflexiune daca:

— f este continud in punctul x;
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— f are derivata in punctul x, (finita sau infinita);

—imaginea geometrica a graficului functiei este convexa (concava) de o
parte a lul x, si1concava (convexa) de cealalta parte a lui x,.

In continuare vom da un criteriu suficient pentru ca un punct x, sa
fie punct de inflexiune al unei functii folosind semnul derivatei a doua.

= TEOREMA 15
Fief:I— PR si x, un punct din interiorul intervalului I, astfel incat:

a) f este de doua ori derivabila intr-o vecinatate V a lui x,;
b) exista punctele a, b € V, astfel incat x, € (a, b);
o) £(x,) = 0;
d) f"x)<0,Vxe(,x,)sif"x)>0,Vxe (x,, b)
sau invers f"(x) >0, Vx € (a, x,) sif"(x) <0,V xe (x,, b).

Atunci x, este punct de inflexiune al functiei f.

Demonstratia rezulta din definitia punctului de inflexiune si din teorema
de caracterizare a functillor convexe, respectiv concave folosind semnul
derivatei a doua (teorema 14).

<> OBSERVATII

1. Conditia f"(x,)= 0 nu implica totdeauna ca x, este punct de inflexiune.

I Exemplu
Functia f: IR —» IR, f(x) = x* are derivata a doua f"(x) = 12x2, x € IR care se
anuleaza in x,= 0.

Se observa ca f"(x) > 0, V x €R\ {0}. Rezulta ca x,= 0 nu este punct de
inflexiune pentru functia f.

2. Conditia ca f sa fie continua in x, este necesara.

I Exemplu
x2+1,x<0

. Functia f nu e continua in x,= 0, deci
Inx, x>0

Fie f: R — ID,f(x):{

nu e derivabila in x,= 0.
2, x<0
f"(x): 1 0 f'"x)>0,vx<0 ¢i f"x)<0,Vx>0.

Cu toate acestea punctul x,= 0 nu se considera punct de inflexiune.
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EXERCITII S1 PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se determine intervalele de con- || E2. Sa se determine punctele de infle-

vexitate si concavitate ale functiei xiune ale functiei f: D > R, defi-
f:D — R, definite prin: nite prin:
a) f(x) = 4x3 - 3x2 - Tx + 2; a) f(x) =x3 - Tx%2+ 3x - 4;
b) f(x) = -2x4+3x3 + 21x2 - 1; b) f(x) = —x* + 5x3 - Tx% - x;
c) f(x) = 3x5 - 2x4 - 18x2 +x - 1; 2

- a3y Q=2 D=
D)= 5—; e fg= 0, 9-x x(x+2)

X:I X+ e)f(x)=vVx-x; N f(x) =x31lnx;
DI = 53 &)= ——; - 2x

XZ +4 XZ —4 g) f(X) arCtg 1- X2 s
h) f(x) =xIn (x + 3); _ sinx 33
b it = arctg v 1 b0 = 20T P =3

x)=arctgx—-x+1;
! & 1 j) f(x)=ex(x2—3x—2).
k) f(x) =sinx - 1 sin 2x;
D)fx)= 3| x>-1] .
APROFUNDARE
Al. Sa se determine intervalele de conve- || A4. Fief: R > R, f(x) = sin”x, n > 3.

A2.

A3.

xitate si concavitate precum si
punctele de inflexiune ale functiei
f: D > R, definite prin:

=x| 2|,
&) f) =x| = |3
b) f(x) = (x> -5x+6)e' *;
x*-1
C) f(X)= 2 M d) f(x):ex_e4x;
x“+1

1
e) f(x)= | x| -ex2;

) f(x) = arcsin X2
xX+2

arctg—, x>0
Fief: R > R, f(x)= |1 =0
2’
x+E, x<0
2

a) Este functia f convexi pe R ?
b) Are puncte de inflexiune?

X
va-x*
Sa se determine a € R, astfel incat f
sa admita x = -1 punct de inflexiune.

Fief: D> R, f(x) = ,ae R

A5.

A6.

AT.
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Sa se arate ca f admite un singur
punct de inflexiune x, [0, g) si sa

se calculeze limx, si limf(x,).
n—wo n—w

Fief: R »> R, f(x) = 3x% + 15x* - 10x3-
-90x2+ax +b.

Daca x;, x,, x; sunt puncte de infle-
xiune ale functiei f, atunci punctele
A(xl, f(xl)), B(XZ, f(x2)), C(xg, f(x3))

sunt coliniare.

Fie f: T — R, o functie convexa.

Sa se arate ca pentru orice x,y, z € I,
are loc inegalitatea:

f[x+;’+z]s f(x)+f(3y)+f(z).

Generalizare.

Sa se arate ca in orice triunghi ABC
are loc relatia:

33

—~

sin A + sin B+ sin C <
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CAPITOLUL IV. REPREZENTAREA GRAFICA A
FUNCTIILOR

@ ETAPELE REPREZENTARII GRAFICE A FUNCTIILOR

Fie f: D — R o functie reald de variabila reala si G, = {(x, f(x)) ‘ X € D}

graficul functiei f.

O serie de proprietati locale si globale ale functiei f pot fi evidentiate si
valorificate mai usor prin realizarea reprezentarii geometrice a multimii G,
in planul raportat la un sistem ortogonal de axe de coordonate xOy.

Reprezentarea geometrica a multimii G, se numeste curba repre-
zentativa a functiei si se noteaza %,.

Pentru reprezentarea grafica a functiilor elementare s-a folosit, in
general, metoda coordonatelor si unele proprietati ale acestor functii.

In cazul functiilor compuse se impune un studiu mai profund in
vederea reprezentarii grafice a acestora.

Pentru aceasta sunt necesare cateva etape:

1. Domeniul de definitie al functiei si domeniul de studiu

Domeniul de definitie este dat in mod explicit in enunt sau daca nu
este specificat trebuie determinat ca fiind multimea de puncte pentru care
au sens toate operatiile cu functii ce apar in descrierea functiei date.
Aceasta multime reprezinta domeniul maxim de definitie.

* Daca functia este periodica, atunci este suficient ca functia sia fie
studiata pe un interval de lungime egala cu perioada principala (daca
aceasta exista).

e Daca functia este functie para sau functie impara (f (—x)=1f(x),
respectiv f(-x)=-f(x),V xe D), atunci este suficient studiul functiei pe
D N (0,+). Axa Oy este axa de simetrie pentru graficul functiilor pare, iar
O(O, 0) este centru de simetrie pentru graficul functiilor impare.

2. Intersectiile graficului cu axele de coordonate

a) Intersectia cu axa Ox, (G, N Ox). Punctele de intersectie cu axa Ox
sunt punctele de coordonate (a, 0), unde a € R este solutie a ecuatiei f(x)=0.

b) Intersectia cu axa Oy, (G; N Oy). Daca 0 € D, punctul de intersectie
cu axa Oy are coordonatele (O,f (O))
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3. Asimptotele functiei
e Daca domeniul de definitie al functiei f are +oo sau —oo puncte de
acumulare, se determind limf(x) si lirpf(x). Dacé limf(x)=a, limf(x)=b,

a, beR, dreptele y = a, respectiv y = b sunt asimptote orizontale spre +oo,
f(x)

e Asimptotele oblice sunt dreptele y = mx + n, unde m =lim —~= gi

X—>1o0 X

respectiv spre —oo.

n=lim (f(x) - mx) daci meR sin e R.

X—>Fo0

* Asimptotele verticale sunt dreptele de ecuatii x = a, a € R, unde
lim f (x) = o0, sau cel putin o limita laterala f(a—0), f(a+0) este infinita.

X—a

4. Studiul functiei folosind prima derivata

In aceasta etapa se determina:

a) domeniul de continuitate al functiei;

b) domeniul de derivabilitate al functiei. Se pun in evidenta punctele
in care functia nu este derivabila si tipul acestor puncte: puncte unghiulare,
de Intoarcere, de inflexiune.

c) Se stabileste semnul functiei derivate f'. Pentru aceasta se deter-
mina solutiile ecuatiei f '(x) =0, intervalele pe care f' are semn constant si
semnul pe fiecare din aceste intervale. Se stabilesc intervalele de monotonie
s1 punctele de extrem local ale functiei.

5. Studiul functiei folosind a doua derivata
Se calculeaza f" si se determind domeniul de existentd al acesteia. Se
determina solutiile ecuatiei f "(x) =0 si se stabilesc intervalele de convexi-

tate si concavitate si punctele de inflexiune.
6. Tabelul de variatie al functiei

Rezultatele obtinute in etapele anterioare sunt sistematizate intr-un
tabel (tablou) numit tabelul de variatie al functiei cu aspectul de mai jos.

Pe prima linie se trece domeniul de definitie sau de studiu si valorile
remarcabile ale lui x: zerourile

derivatei intai si a doua, zerourile X

functiei etc. f'(x)
Pe a doua linie se stabileste f(x)

semnul primei derivate, iar pe a

patra linie semnul derivatei a doua. f”(x)

Pe linia a treia se trec: limitele
functiei la capetele domeniului de definitie (de studiu), monotonia functiei,
valorile functiei in punctele remarcabile etc.
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7. Interpretarea tabelului de variatie si trasarea graficului functiei

In sistemul ortogonal de coordonate xOy se reprezinta as1mpt0te1e
functiei, punctele de intersectie ale graficului cu axele, punctele de extrem
si punctele de inflexiune. Avand in vedere monotonia si forma graficului
(concava sau convexa) se unesc punctele remarcabile ale graficului printr-o
curba corespunzatoare.

e@/mé@md@w/m&ﬁi
Sa se traseze graficul functiilor f: D — R:
3

a) f(x)=2x3—3xz+5; b) f(x)zlx =3
-X
c) f(x)=3x3+x2; d) f(x)zsinx+cosx—1.
Solutie

a) Domeniul de definitie este D = IR

Intersectia cu axele de coordonate. Ecuatia 2x’ -3x*+5=0 are
solutia reala x, =-1. Intersectia cu axa Ox este punctul A(—l, O), 1ar cu
axa Oy este punctul B(0, 5).

Functia nu are asimptote fiind functie polinomiala.

Studiul cu prima derivata. Functia este continua si derivabila pe R,
iar f'(x)=6x" —6x. Solutiile ecuatiei f'(x)=0 sunt x, =0 si x, =1.

Tabelul de semn pentru prima derivata este:

X |—oo 0 1 +00
f'(x) ’+++++ 0 —— 0 +++++

Functia este crescatoare pe intervalele (—oo, 0] s1 [1, +oo) s1 descresca-
toare pe intervalul [0, 1]. Punctul x = 0 este punct de maxim, iar x = 1 este
punct de minim.

Studiul folosind derivata a doua

Functia este de doud ori derivabild pe R, iar f"(x)=12x-6. Tabelul

de semn al derivatei a doua este redat alaturi:
Functia este concava pe intervalul X ‘ —0 1/2 +00

(—oo, %} $1 convexa pe l:%,-i—OOj, iar £"(x) ‘ ______ O++++++

1 . .
X = 3 este punct de inflexiune.
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Tabelul de variatie a functiei
Rezultatele obtinute anterior sunt cuprinse in tabelul:

X |- -1 0 1/2 1 +00
f'(x) +++++++++++++ 0 - —————————— O ++++++
f(x) M 3)
—00/0/(5) 9/2 VT e
f"(x) ———————————————————— O +++++++++++++

Interpretand rezultatele din tabelul de variatie
obtinem graficul din figura 1.

b) Domeniul de definitie este D=R\{-1, 1} care

se scrie D =(—o0, —1)U(-1, 1) U(1, +). Graficul intersec-

teazd axele de coordonate numai in punctul O(0, 0).

-1/ 0|11 x
Asimptotele functiei ‘ 3
Avem: lim f(x) =+, lim f(x)=—0, deci f nu are
o o Figura 1

asimptote orizontale.
Pentru asimptotele oblice se calculeaza:

. f(x) . x? . . . X
m m m S1 n 1m( (X)+ X) lm(l_xzj

x>ty x—>t0 1 _ X2 X300 X—>Fo0

Asadar, dreapta y = —x este asimptota oblica spre +oo si spre —oo.

3 _ 3 _
Caleulam £(~1-0)=lim—>— = L =400 si £(~1+0)=lim—>— ==
al-x 0 Sil-x 0,

Rezulta ca dreapta x = —1 este asimptota verticala bilaterala.
Avem si f(1-0)=+o0, f(1+0)=-o, deci dreapta x = 1 este asimptota
verticala bilaterala.

Studiul folosind derivata intai si a doua

Functia este derivabila pe D si avem: f'(x)=
Ecuatia f'(x)=0 are solutiile xe{O, 3, \/§}, iar £(0)=0, f(—\/g) ==

£(V5) =23

2
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2x (X2 + 3)

Functia este de doud ori derivabild pe D si f"(x)= —. Ecuatia

(1-x°)
f"(x)=0 are solutia x = 0.

Tabelul de variatie:

X —© —\/g -1 0 1 \/§ +00
f'(x) |-———- O +++++ | +++++ 0 +++++|+++++0 —————
3.3 +00 M
(x) |\ 2 /™| o/ /=33 \
m - 2
£(x) +++++++++++ [ —-——- 0 ++++|———————————

Graficul este redat in figura 2.

> OBSERVATIE

Se observa ca f(-x)=-f(x),
Vv x €D, deci functia f este impara. 3*3\/§
Graficul admite punctul O(0, 0) 94

centru de simetrie, deci studiul se
putea face numai pe multimea 1+
[0, 1)U(1, + o). B

c¢) Domeniul de definitie —J3 -1 /0 1
este D = R. Limitele la capetele
domeniului sunt: lim f(x)=-c si

X—>—0

yl\

RY

lim f(x) =+, deci functia nu are 343

asimptote orizontale. Intersectiile cu 21 3
axele de coordonate sunt punctele
0(0,0) si A(-1,0). Functia nu
are asimptote verticale.

Avem: m =lim @ =1lim

X—>+o0 X

Figura 2

=1 si

n = lim (f(x) - x) = lim -1
o Hm,/x + x2 +X x? +x + x2 3

Rezulta ca dreapta y =x + § este asimptota oblica spre +o g1 spre —oo.
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Studiul folosind prima derivata

3x? + 2x

Avem: £'(x) = —> 12X
3x -3 x(x+1)

, xe R\ {-1, 0}.

Studiul derivabilitatii in x = 0 si x = 1 conduce la: f(0) =Ol=—oo,
)

1 1 1 1 . . 1w A

£, (0)= % =+, f1(-1) = o +o0, £} (—1) =+oo0, deci fnu este derivabild in x = 0
) )

si x = —1. Punctul x = 0 este punct de intoarcere, iar punctul x = —1 este

punct de inflexiune.

Tabelul de variatie (fara derivata a doua): Y
X —00 -1 —g 0 +o0 T 1
3 V/y=x+=
fix) [T FHt+++ 0 —————— FA 3
400 | 400 —0 | +o0
M 0 +00 *
f(x) - / 0 / ﬂ \ m /
3 Figura 3

Graficul este redat in figura 3.
d) Functia f este periodica de perioada principala T = 2x. Domeniul de

studiu este D = [O, ZTE].
Intersectia cu axele de coordonate
Solutiile ecuatiei f(x)=0 sunt x e {0, g, Zn}.

Functia este de doua ori derivabild pe D si se obtine:
f'(x)zcosx—sinx,f”(x)z—sinx—cosx. Ecuatiile f’(x)zO si f"(x)zO au

solutiile xe{z,S—n}, respectiv Xe{g—n,7—n}
4 4 4 4
Tabelul de variatie pe D =[0, 2n| este urmétorul:
< |0 d T 3 on i o
4 2 4 4 4
f'(x) +++++0-—————————————— = O ++++++++++++
£(x) o/M N0 N\ —1\(_\/5_1)/'—1 0
(vV2-1) o
f"(x) ———————————————— 0O +++++++++++0——————
7N i ~— 7 i 7 N\
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Graficul pe D = [0, 27:] este in figura 4.

y\
5 8 Bn 81 Tn
V2 - N 4 © 4 2 4 2n x
of = i
% i
/2 -1
Figura 4

@) REPREZENTAREA GRAFICA A CONICELOR

Conicele reprezinta sectiunile obtinute prin intersectia unei suprafete
conice cu un plan.

In functie de pozitia planului, sectiunea obtinuta poate fi cerc, elipsa,
hiperbola sau parabola.

In geometria plana conicele pot fi definite ca locuri geometrice.

CERCUL

Fie xOy un reper cartezian in plan, A(a, b) un punct fix si r € (0, + o)
un numar real.

Cercul de centru A(a, b) si raza r este locul geometric al punctelor din
plan situate la distanta r fatd de punctul A: ¢(A, r)= {M(x, y)e ,%|AM = r}.

Cu ajutorul coordonatelor, relatia AM = r se scrie sub forma
\/(x—a)2 +(y—b)2 =r sau (x—a)2 +(y—b)2 =1%, (1).

Relatia (1) se numeste ecuatia cercului sub forma de patrate.

Din relatia (1) se obtine y = b +/r” —(x —a)z, X € [a -r,a+ r].

Pentru reprezentarea graficd a cercului este suficient sa realizam

graficul functiei f:[a-r,a+r] >R, f(x)=b+,r’ —(x- a)2 , care reprezintd

semicercul superior al cercului. Imaginea geometricd a cercului se va
completa apoi avand in vedere simetria cercului in raport cu dreapta y = b.
a—-x

Functia f este continud pe D=[a-r, a+r], iar f'(x)=

1”2—(91—)()2 ,
f"(x)= —r’ xe(a-r,a+r).

o)
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Tabelul de variatie este: YA Semicerc
X a—r a a+r e M — superior
f'(x) [+0 +++++ 0 ————— —o0
r+b B C y=b
f(x) |b b |
M(a,b+r :
" / ( ) \ | ®\_Semicerc
! (X) T | | | inferior
Graficul functiei f gi, prin simetrie, O a-r a a+r x

al intregului cerc este dat in figura 1. Figura 1
Punctul M(a, b+r) este punct de maxim. In punctele B(a-r,b) si

C(a +7, b) graficul admite semitangente verticale.

ELIPSA

Elipsa este locul geometric al punctelor din plan care au suma distan-
telor la doua puncte fixe constanta. Punctele fixe se numesc focarele elipsei.

Pentru obtinerea ecuatiei elipsei, fie punctele fixe F, (—c, O), F, (c, 0) si
ae(0, +) astfel incat MF, + MF, =2a (1), unde M(x, y) este un punct din
plan situat pe elipsa (figura 2). YA Figura 2

Deoarece ~ MF, = /(x+¢c) +y?, MEF, = M(x,y)
= ,/(X—c)z +y?, conditia geometricd (1) se scrie

sub forma \/(X + c)2 +y* + \/(X —c)2 +v® =2a, (2). F(-c0) O E, (c, 0)’36

Pentru rationalizarea relatiei (2) se separd un radical si se ridica la
2 2

o . . S . . X
patrat relatia obtinutd. In final se obtine ca —+ Y

a®> a’-c’

—1=0. Cu notatia

2 2
b* =a® — ¢’ rezultd ecuatia elipsei X—z + % -1=0, (3).
a

Se observa usor ca daca M(x, y) apartine elipsei, deci verifica ecuatia (3),
atunci si punctele M, (-x,y), M,(-x, —y) si M,(x, —y) verificd aceasté

ecuatie. Rezulta ca elipsa are ca axe de simetrie axele de coordonate, iar
punctul O(0, 0) este centru de simetrie.

. . . b .
Din ecuatia (3) se obtine y =+—+/a’ —x*. Asadar, functia f:[-a, a] >R,
a

f (x):hx/a2 —-x*, defineste partea din elipsd situatd deasupra axei Ox.
a

Punctele A(a, 0), A'(—a, 0) reprezinta intersectiile elipsei cu axa Ox, iar
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punctele B(b, 0), B'(-b, 0) intersectiile cu axa Oy. Punctele A, A', B, B' se
numesc varfurile elipsei, iar segmentele [AA'], [BB’] se numesc axa

mare, respectiv, axa mica a elipsei.

Functia f este continud pe [-a, a], iar f'(x):E~2—, fr(x)=
a +a”-x
- —ab ,xe(-a, a).

J v (o %)

Tabelul de variatie este:

Y4
X —a 0 a B
f'(x) |+ +++++ 0 ————— —o Vﬂ
f(x) [0 — b —~_ 0 A

f (X) | - | ' Figura 3

wt
5>
RY

Graficul functiei f este redat in figura 3, iar prin simetrie se obtine
graficul elipsei.
In punctele A(a, 0) si A'(-a, 0) graficul functiei f admite semitangente

verticale.

HIPERBOLA

Hiperbola este locul geometric al punctelor din plan cu proprietatea ca
diferenta distantelor la doua puncte fixe numite focare este constanta.

Pentru obtinerea ecuatiei hiperbolei notdm F, (c, 0), F,(—c, 0) focarele
hiperbolei i fie M(x, y) un punct curent al acesteia.

Conditia geometricd prin care se defineste hiperbola se scrie
|MF1 —MF2| =2a,a€(0, +), (1).

Exprimand analitic relatia (1) se obtine egalitatea ./(x - c)2 +y? -
—(x+ c)2 +y® =+2a, care dupa rationalizare se aduce la forma:

(cz —az)x2 -a’y’ -a’ (c2 - a2) =0, (2).
Deoarece |MF, —MF,|<FF, se obtine a < c¢. Cu notatia b®=c’-a’

2 2

ecuatia (2) se scrie: X——y——1=0, (3). Aceasta ecuatie este ecuatia

2 2

a* b
carteziana a hiperbolei. Intersectia hiperbolei cu axa Ox este reprezentata
de punctele A(a, 0), A’(—a, 0), numite vérfurile hiperbolei. Pentru a = b

hiperbola se numeste hiperbola echilaterala.
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Se observa ca axele de coordonate Ox si Oy sunt axe de simetrie ale
hiperbolei, iar O(O, 0) este centru de simetrie pentru hiperbola.

Din relatia (3) se obtine y = J_rE\/x2 -a’, x e(-», —a]uUJa, + ). Functia
a

f: [a, + oo) - R, f(x) = E\/X2 —a”, va da graficul hiperbolei in cadranul I, iar
a

prin simetrie in raport cu axele Ox si Oy se obtine intreg graficul hiperbolei.

Avem: f’(x)zh- X

X ¢ =¢, , '
i A

Deoarece limf(x)=+o, functia nu are asimptote orizontale. Pentru

X—0
: . . : . f(x) x* —a’
determinarea asimptotelor oblice obtinem: m =lim———~=lim—- —— =
2

:2 s1 n:lxi_r)rg(f(x)—ngzlxigg( [x? _ g2 ‘X)Zliﬂg'ﬁzo'

b . 11 <
Asadar, dreapta y = —x este asimptota oblica la +oo.
a

Tabelul de variatie este:

X a +00
fr(x) [+90 +4+t+tt++ Graficul functiei f este redat
in figura 4, iar graficul hiperbolei

f(x) |0 _~—7 _ 7 +o este redat in figura 5.
f"(x) ————————————

y Yy
b b
y=—X y=——%x| y=—x
a a
o) A(a,0) «x A'(-a,0 A(a,0) x
Figura 4
Figura 5

In punctele A(a, 0), A’(—a, O) graficul admite tangenta verticala.
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PARABOLA

Parabola este locul geometric al punctelor din plan egal departate de

un punct fix numit focar si de o dreapta fixa
numita directoare.
Pentru a stabili ecuatia parabolei consi-

deram F(g, Oj, focarul parabolei, x=—g

ecuatia directoarei si M(x,y) un punct

curent pe parabola (figura 6).
Conditia geometrica MF = MN conduce

2
la egalitatea (x—gj +y° =X+I—2), care rationa-

lizata se scrie sub forma [y° = 2px, (1).

y N

M(x

,Y)

O Ip
( ,OJ
2

Figura 6

Relatia (1) se numeste ecuatia carteziana a parabolei.
Se observa ca daca M(x,y) se afld pe parabold, atunci si punctul

X

M, (x, —y) se afld pe parabold, deci axa Ox este axa de simetrie a parabolei.
Functia f:[0, + ) > R, f(x)=4/2px va da graficul parabolei situat in

cadranul I, iar prin simetrie fata de Ox se obtine intregul grafic al parabolei.

Avem:

f'(x)z%, f"(x)=—4gp;, XE(O, +oo).

Tabelul de variatie:

X 0 +00
fr(x) [+o ++++++ ++H+Htt++

f(X) 0 / / / 400
f"(x) ——————————————————

YA Figura 7
f(x)=4/2px
0 x

g(x) = —/2px

Graficul functiei f si graficul complet al parabolei este redat in figura 7.
In punctul O(0, 0) parabola admite axa Ox ca tangenta verticala.

@) REZOLVAREA GRAFICA A ECUATIILOR

Fie f, g : D — IR functii numerice si %, si %, reprezentarile geometrice

ale acestora in acelasi sistem de coordonate xQOy, (figura 1).
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Din lectura grafica se observa ca

A
cele doua curbe se intersecteaza in Y «
punctele A, B, iar abscisele lor x,, e
respectiv x, verifica relatiile: f(xz) - g(xz) _________ B!
f(Xl)zg(Xl) s1 f(Xz)Zg(Xz)’ (D). f(Xl)_g(Xl) A ; “
Egalitatile (1) aratd ca numerele | >
reale x,x, sunt solutii ale ecuatiel o %2 *

£(x)=g(x), . Figura 1
Reciproc, daca x, € R este solutie a ecuatiei f(x)=g(x), adica f(x,)=
=g(x,) rezultd ca x, este abscisa unui punct comun al curbelor %, si %,.
Asadar, solutiile unei ecuatii de forma f(x)=g(x),xeDcR sunt

date de abscisele punctelor de intersectie ale graficelor functiilor f 1 g.
Metoda de determinare a solutiilor unei ecuatii de forma (2) folosind
graficele functiilor asociate se numeste metoda grafica.

Problome rogoluate

B 1.S4 se rezolve ecuatia In(x+1)=x, (D).

Solutie

Vom determina numarul de solutii reale ale ecuatiei (1) folosind
metoda grafica.

Varianta 1

Notam f, g:(-1, +o) >R, f(x)=In(x+1), g(x)=x. Curbele ¥, %

asociate sunt redate in figura 2. YA "
Z

Din lectura grafica se pot extrage urma- g
toarele concluzii: ¢
e ecuatia are o singura solutie reala x = 0; 1 °
* In(1+x)<x,Vxe(-1 +»).
Varianta 2 -1 0 1 9 e3 X

Notam: f, g:(-1, +) >R,
f(x)=In(x+1)-x, g(x)=0.

Sa reprezentam grafic functia f. Figura 2

Functia f este continua si de doua ori

derivabil o (-1, + ). Avem: £1(x)= 7 £ =

x € (-1, + ).

Asimptotele functiei f
Avem: lim (x) =-o0, deci dreapta x = —1 este asimptota verticala.

x—>-1
x>-1
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Tabelul de variatie al functiei f este:

X -1 0 400 Y
frix) [+++++++++ 0 —————————
() | o — 0 - ot ¢ 2
M -1 x
f"(x) ————————————————————
Curbele %, si %, sunt redate in figura 3.
Curba ¢, este tangentd in x = 0 curbei %,. ,
Figura 3

Din lectura grafica se obtine ca ecuatia
f(x)=g(x) are o singurd solutie reald x = 0 si cd f(x)<g(x), deci
1n(x+1)—x£0, A XE(—l, +oo).

> OBSERVATIE
e A doua varianta de rezolvare grafica a ecuatiei (1) pune mai sigur in
evidenta ca x = 0 este singura solutie, deoarece punctul x = 0 fiind punct
de maxim pentru f, axa Ox este tangenta graficului functiei f.
in prima variantd de rezolvare graficd nu exista siguranta ca dreapta
y = x este tangentd fara unele calcule suplimentare. Intr-adevar, ecuatia
tangentei in x = 0 la %, este: y—In1=f'(0)-(x—0) sau y = x. Asadar,
cele doua curbe sunt tangente in x = 0 si concluzia gasita in varianta 1
este corecta.
2. Sa se determine numarul de solutii reale ale ecuatiei polinomiale:
x'+2x* -12x+4=0.
Solutie
Varianta 1. Incercim aplicarea sirului lui Rolle.
Fie f:R >R, f(x)=x"+2x* -12x + 4. Functia f este derivabild pe R si

rezultd ca f'(x)=4x’+4x-12= 4(x3 +X— 3). Pentru formarea sirului lui

Rolle trebuie rezolvata ecuatia x* +x -3 =0, care ridicd greutati deosebite.
Asadar aplicarea sirului lui Rolle nu este convenabila in acest caz.
Varianta 2. Folosim rezolvarea graficad. Vom scrie ecuatia data sub

4 2 4 2
forma %zi’)x—l sinotam f, g: R >R, f(x)zﬂ, g(x)=3x—1.

Graficul functiei g este o dreapta. Reprezentam grafic functia f.
Functia f este de doud ori derivabild pe R si avem f'(x)=x"+x,

f"(x)=3x"+1. Graficul intersecteaza axa Ox doar in punctul O(0, 0).
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Tabelul de variatie al functiei f este:

YA
X —00 0 +00 ng
o
f'(x) [-———————~ O ++++++++ G
() [ — 0 _— =
1 +
fr(x) | +H+++++++t+ 4+
Curbele 4, si ¢, sunt reprezentate in figura 4. -1 0j/11 x
Din lectura graficului se obtine ca exista doar / 3
doua puncte de intersectie. Ecuatia data are doua Figura 4

solutii reale x, € (%, lj, X, €(1, 2).

3. Sa se determine in functie de parametrul real m numarul de solutii
reale ale ecuatiei e* = mx.

Solutie
Se observa ca x = 0 nu este solutie a ecuatiei, deci ea este echivalenta
cu ecuatia = = m. Folosim metoda grafici alegind f, g:R° > W, f (x)= ¢
X X
g(x)=m.

Sa reprezentam grafic functia f.

« Avem lim f(x) =+, lim f(x)=0, deci y = 0 este asimptota orizon-
tala la —oo.

* Pentru asimptotele verticale se obtine: f(0—0)=—o, f(0+0)=-ox,

deci x = 0 este asimptota verticala bilaterala.
e Studiul cu ajutorul derivatelor

Functia f este de doud ori derivabila si avem: f'(x)= X_zle",
X
x(x*—2x+2 .
f(x) :Qex, xelR.
X

Tabelul de variatie pentru functia f este:

X —0 0 1 +00
f'(x) | ————————~ | ——————— 0 ++++++++
o m +o0
f(x) |0 —~W OO| —— e —
f'(x) | ————————~ | ++++++++++++++++++
7N N~
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Curbele reprezentative ale celor doua functii sunt redate in figura 5.

Lecturand graficele din figura

obtin concluziile:
e pentru me (—oo, O), exista un punct

5 se

de intersectie, deci ecuatia are o singura
solutie reala x (-, 0);

* pentru m € [0, e) nu exista puncte

de intersectie si ecuatia nu are solutii
reale;

e pentru m = e, punctul de inter-
sectie este A(1, e), iar solutia ecuatiei

este x =1;
* pentru m e (e, + ), existd doud puncte de intersectie, iar ecuatia

A
y y=f(x)
g(x)=m, m e (e, +»)
3+ g(x)=m,m=e
21° g(x)=m, me[0, e)
14
11 A
N (01 2 x
g(x)=m, m e(—», 0)
] Figura 5

are doud solutii reale x, €(0, 1), x, € (1, + ).

EXERCITII SI PROBLEME

E1l.

E2.

Sa se reprezinte grafic functiile
f:DoR:

a) f(x):xg—xz;

b) f(x)=x3—3x+2;
c) f(x)=x4—4x3;

d) f(x)=—2x3+3x2;
e) f(x):x5—5x;

f) f(x)=x4—10x2+9.

Sa se reprezinte grafic functiile
f:DoR:

X2

D)= DI
3

c) f(x)=x+i; d) f(x)=X2X+1;
2 3

@ f(x)="55 D f(X)_(:l)z;

EXERSARE
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E3.

E4.

x2—1-

2 2
x“ -4

i) f(x)=(x_xl)2;

h) f(x)=

D e

X

Sa se reprezinte curbele de ecuatii:
a) x’-y’=1; b) x*—4y® =4;
c) 4x2+9y>-36 =0;
d) 4x>-9y>-36=0;

e) y? =16x; f y’ =2x.

Sa se determine numaérul solutiilor
reale pentru ecuatiile:

a) 1n(x+1) =x-1; b) sinx=x;

c) x’=5x+1; d) x+e“=1;

e) tgx=x,X¢€ [—21:, 21:];

f) xe*=x>+1; g) x*-3x+m =0.
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Al.

A2,

A3.

Ad.

Sa se reprezinte grafic functiile
f:DoR:

a) f(x)=V1-x; b) f(x)=/x(1-x);
©) f(x)=x/1-x; d) f(x)=ﬁ;

5 ) f(X)=7;_1;

X

VxZ+1

g) f(x)=x- il; h) g(x)=¥x*-x%;
Vx—

i) £(x)=¥1-x% j) f(x)=x-¥x.

Sa se reprezinte grafic functiile
f:DoR:

e) f(x) =

2
a) f(x)= x=1, ) £(x)= : XX ;
c) f(x):x ‘X‘; d) f(x)=x+\/x2—1;

Sa se reprezinte grafic functiile
f:DoR:
a) f(x) = x+ln(x+1);

b) f(x):x'lnx; c) f(x):x-e'x;
d) f(x):xz-lnx; e) f(x):e'xz;

Inx

f) f(x)zx«ln‘x‘; g) f(x)z —

h) f(x)=ln(x2—1); i) f(x):‘x"e_‘x_l‘;

-

j) f(x)=‘x—1‘-e;.

Sa se reprezinte grafic functiile
f:DoR:
a) f(x)=sinx-cosx;

b) f(x)=x+arctgx;
c) f(x) = x—2arctg x;

2x
f = i M
d) (x) arcsin PPpCE

sinx

e) f(x)=1+sinx; f) f(x):ln(sinx);
3

g) f(x) =sin®x + cos® x;

h) f(x) =x+sinx.

APROFUNDARE
A5.
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A6.

AT.

AS.

A9.

Sa se reprezinte in plan multimea
punctelor M(x, y), daca:

a) y1-y? =x; b) ‘x‘ﬂy‘:l;

c) (x2—4y2)-(‘x—y‘—1) =0.

Sa se discute ecuatiile:
a) ‘l—xz‘ = m(1+x2);
b) 2lnx-mx>+2=0;
x+1 m

c) e =mx?; d) =—.
X+2 x

Se considera functia f: D > R,

3
X

f (x) L

a) Sa se reprezinte graficul functiei.

b) Graficul functiei f are centru de

simetrie?

c¢) Sa se determine punctele de pe

graficul functiei f in care tangenta

la curba este paralela cu dreapta

9x + y = 0 si sa se arate ca acestea

sunt varfurile unui paralelogram.

d) Sa se separe solutiile ecuatiei

f(x)=m,meR.

Se considera functia f: D > R,

£(x)=
a) Sa se determine m, astfel incat
graficul functiei f sa fie tangent
dreptei de ecuatie y =-2x + 10.

b) Sa se reprezinte grafic functia
pentrum=1.

mx>+2
— melR.

Se considera functia f:D > R,

f(x)=z_73

a) Sa se determine m e R, pentru
care f are doua asimptote paralele
cu axa Oy.

b) Sa se determine m € R, pentru
care f este strict monotona pe R.

c) Sa se reprezinte grafic f pentru
m=1.
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A10.Se considera functia f: D > R,

f(x)= ax2+bx+c.

x+d
a) Sa se determine a, b, ¢, d € R,
astfel incat functia sa admita ca
puncte de extrem x =-1 si x = 3, iar
dreapta y = x + 3 sa fie asimptota a
functiei.
b) Sa se reprezinte graficul func-
tiei pentru valorile gasite la punctul
a) si sa se arate ca graficul functiei
f admite un centru de simetrie.

O 2.

0O 4.

Sa se studieze convergenta sirului (a, ), cu termenul general a, =

ackh.

Sa se studieze continuitatea
f(x) ={?yx2+ax+1, x<1

x>+ax+b,x>1

Sa se determine punctele de extrem ale functiei f:D 5> R, f(x) =

Sa se determine asimptotele functiei f:D > R, f(x) =

All.Fie functia f:D>R, f(x) =

TESTE DE EVALUARE RECAPITULATIVE
Testul 1

derivabilitatea functiei

9X2
Z-x+1
a) Sa se arate ca functia f are trei
puncte de inflexiune si sa se separe
acestea.
b) Daca a, B, y sunt valorile functiei
in punctele de inflexiune, sa se

1 1 1
arateca: —+—+—=1.
a By
c) Sa se reprezinte grafic functia f.

(Politehnica, Buc., 1972)

a-n’+n+1
2n+1
(2p.)

f:Ro>R,

9

(3p.)

5x2+9
x> +3x+3
(2p.)

x” +|x|
—_ . 2p.
x2+2‘x‘ ()

Testul 2

Sa se studieze convergenta si si se calculeze limita sirului (a,), dat de

a,,nx1.

1
relatia de recurenta: a; =1,a,,, = 3 (2p.)

Sa se determine parametrii reali pentru care functia f:[—l, 1]—>D,

x? -2x+1, xe [—1, 0)
f(x) = satisface ipotezele teoremei lui Rolle. (3p.)
ax’ +bx+c, x €[0,1]
Sa se calculeze:
a) lim 1n(2—-cosx); b) Lim sin(a+x)-sin£a—x)—sin2a. (3p.)
x>0  x-sinbx x>0 X
Sa se arate ca: e*—1>1In(x+1), V x e (-1, + ). (1p.)
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Q 6.

Q 10.

Testul 3
n+1

2 2
1|n
Daca ¢ = lim[n +1 \] , atunci:

n-wo| N+
a) £=0; b) £=1;¢c) £=2;d) £=e; €) £=+w.
_ 2n® +n%-1
bn®+2n%+1
a)b=0,a>2 b)b>0,a=n; c)b20, a<2+sgn(b); d) a=b*>+3;
e) a:x/3+sgn(b).

Fiea,b e R,b > 0. Sirul (xn), X, este convergent pentru:

. . sinx+sin2x+...+sin(nx
Daca L=1im ( )
x—0 X

, atunci:
a) L=n(n+1); b) L=n% c) L:M

. VX2 +8x+7-Tx+4
lim

x—3 2
23 \/x —-4x+3

;d) L=(n+1)(n+2); e) L=n(n+3).

este egala cu: a) 1; b) -1; ¢) 2; d) -2; e) 0.

*+1, xeRP\Q

Multimea punctelor de continuitate a functiei f: R - R, f(x) =
2x+1, xeQ

este: a) R; b) € ¢) R\ € d) {0, iﬁ}; e) 2.

2_nx

Functia f:D >R, f(x)= lim*& _*X.
’ noe @™ 41

a) este definita numai pe (-, 0];
b) este definita si continua pe R;
c) este definita si derivabila pe R;
d) este definita pe R, dar nu este continua pe R;
e) este definitd numai pentru x € (3, + ).

1 -1
Functia f:R\{0} >R, f(x)= [l—eXJ , admite asimptota oblica de ecuatie:
a)y+x+1=0;b)2y+2x=1;¢)y=1-x5d) y=-x;€) y=x.

Se considera functiile f,g:R->R, f(x) =x2-2x+1, g(x) =x*-2x3+2x?-1.

Graficele functiilor f si g sunt tangente in punctul:
a) A(1,0); b) A(2,0); ¢) A(-1,4); d) A(L, -1); e) nu sunt tangente.

Domeniul de derivabilitate a functiei f: R > R, f(x) = arcsin este:

x2+1

a) R; b) [-1,1]; ¢) (0, +»); d) R\{-1,1}; e) @.

Functia f:R-> R, f(x)=(x-m):|x-3| este de doua ori derivabila pe R

pentru:a)m=0;b)m=3;c)m=1;d)m=-1;e) me J.
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O1.

Testul 4

2
Sa se determine a, b € R pentru care functia f :R—> R, f(x)= {x tax+b, x>0

sinx, x<0

este derivabila pe R.

n—w

1 +3%+...+(2n-1)°

(2p.)
Sa se determine constantele reale ae(0,+oo),beD pentru care functia

Pentru valorile lui a si b gasite sa se determine lim [4'

f(1)+f(2)+...+f(n)Jn-

_ax X e [0 1]
£:[0,2] >R, f(x)= x*+b’ ’ , indeplineste conditiile teoremei

ln(x2 —3x+3), Xe (1, 2]

lui Rolle si sa se aplice aceasta teorema functiei gasite. (2p.)

2arctg(l), x>1
X

Daca f:R—> R, f(x)=4m, x =0 care afirmatie este adevarata:
2x + 7, x<0

a) functia f este crescatoare pe B;

b) functia f este descrescatoare pe R;
c) functia f este convexa pe B;

d) functia f este convexa pe (-, 0);

e) punctul x = 0 este punct de inflexiune pentru f? (2p.)

XZ

(x—l)(x—Z).

Sa se reprezinte grafic functia f:R\{1, 2} > R, f(x)= (3p.)

Testul 5

Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f:R->R,
f(x) =¥ax?-x°, stiind ca graficul functiei f admite o asimptota care trece
prin punctul A(l, 1). (3p.)

Sa se separe solutiile reale ale ecuatiei x° -2x*+mx*-3x+m=0, meR.

t i —sin(t
Sa se calculeze: lin(} g(51nx) 351n( gx)- (2p.)
x> X

Fie f:R-> R, f(x)=x’+ax’+bx+c. Daca a, B, y sunt solutiile ecuatiei

f(x) =0 si aceste solutii sunt distincte, s se arate ca:

2 2 2
x4 B 1. (ASE, Bucuresti) (1p.)

£'(a) £'(B) £'(y)
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INDICATII $1 RASPUNSURI

ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL SI PROBLEME DE ECUATII LINIARE
CAPITOLUL I. PERMUTARI (pag. 13)

¢ E1. Card(S,)=n!; a) n=4; b) n=6; ¢) n=7. « E4. x=Pa; y=p"o® =pla. * E5.a) k=3
b) k=4; ¢) k=5. « E6. Avem c*=e si se obtine Mz{e, G, 62, (53}. « ES8. m(c)=2;
m(a)=4; m(B)=8 m(0)=17. * Al. b) c**"=c"*""? =% 07" =0; """ =¢; ¢) x=0"-0;

12345
abcde

12345 12345)(12345 . . . .
= . . Se analizeaza pe rand cazurile a=1,a=2,...,a=5
ebacd 52134)labcde

y=c'-0-g%;2=0%c « A2 b) Pentru ecuatia o-x=x-o si x:( j se obtine:

sl se obtine x € {e, a, o2, oc3}. + A3. Multimea {e, G, 62, } c S,, deci este finita. Rezulta ca

Jg,peN, p>q astfel ca o® =c% gi se obtine 6 % =e. Seia k=p-qeN'. * A5. an =45=

S n=10. + A6.2) 2 b) 5. * AT. (i, )=(8.7); (k p)=(6,8). * A8. C,”~k. + A9. &) 2,

2
n(n—l).
2

e All. Se foloseste proprietatea fundamentald a girului de rapoarte egale si se

_ 123
obtine: a) G(k) =k; b) r(k) =n-k+1, k=1, n. * A13. a) Se cautéa solutii de forma { b }
abe

123

Se analizeazd cazurile a=1,a=2,a=3. Se obtine solutia x= (2 31

j; c) Avem

s(x2) =¢(o) & (s(x))2 =-1o1=-1, fals =>xed. * Al5. Se foloseste scrierea in baza 10 si

se obtine: 4!(1+2+3+4+5)(104 +10% +10? +10+1).

TESTE DE EVALUARE (pag. 16)
TESTUL 3
1. ¢); 2. d); 3. ¢);

CAPITOLUL Il. MATRICE (pag. 32)

e E2.a) a=x=y=4;b=143; b) x=a=2;y=b=1. «E4.a) x=y=2,z=0,t=3 sau x=-3,
y=-13,2=-5,t=8; b) xe{2,4}; ¢) x=2,p=5,y=11,z€{2,3}. » E10. a) x=y=2 b) x=-5,

1 51 1 2n 270 2
y=0. « El11. a) x=0,y=1 c) A“—( . ] e E12. a) [O 1} b) 0o 1 0 |;
0 5 2n—1 0 2n—1
1 0 2n
c)|[0 1 0| «E13. A®=-1,, A®=1,, etc.
00 1
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n(n+1)
b 1 n 9 1 0 nlna
-A3.(a j.-AG.b) 01 n Leloa o0 |
a 00 1 00 1

a+b)’—(a-b)"| A7, [ cosme simnad g ni egalitatea
b ’ —sinna  cosna )

1 1

A" A=A-A" rezultd 0 A=A 0 . Se obtine A= a 0 . Se calculeaza A" si se
11 11 b a

identificd cu matricea dati. ¢ A10. Se scrie A" =A".A=A.A" Se obtin relatiile

a,, =a-a,+c-b, sianaloagele, de unde rezulti relatiile cerute. * A12. Tr(AB-BA)=0 si
Tr(I,)=n. *+ Al5.¢) (2, 3),(3,5), (5, 2) respectiv (2, 2), (3, 3), (5,1), (5, 5).

TESTE DE EVALUARE (pag. 35)

TESTUL 1
1. ¢); 2. a); 3. d); 4. b); 5. d).

TESTUL 2
1. x=y=z=1; 2. Se foloseste cA A(a)-A(b)=A(ab); 3. Se foloseste cd X*".X =X X*"";

1 01
X={0 2 0|; 4.Avem A=a-I,+B si B’ =0,
0 01

CAPITOLUL lll. DETERMINANTI (pag. 37)

1. Determinantul de ordinul n. Proprietati (pag. 51)

« E2.2) xc{4,4); b) x:g; ©) x=1; d) xe{-4,2); e) x=9. * Ed. a) xe{-21}; b) x=0;
c) x=1. «E6. +,—,—. « E10. x=1.

e Al. a) (b—a)(c—a)(c—b); b) 0; c) (a—b)(b—c)(c—a); d) (a—l)(b—l)(a—b)(—l—a—b);
e) (x-y)(z—x)(y-z)(xy+yz+zx); f) Se scrie determinantul ca sumi de determinanti.
+ A2. a) 0; b) cos20 =2cos®a—1 si se aduni coloana 3 la coloana 1. Rezultd un determinant
Vandermonde; ¢) cos2a =2cos®a—1. Se inmulteste coloana 2 cu 2 si se aduni la prima
coloani. Se obtine un determinant Vandermonde. ¢ A3. Ecuatia se scrie x* +(x +1)3 =0, etc.

2(x2+x+a) —(x2+x+a)

* A5. Se obtine ecuatia: (x—1)3+a=0. * A6. Se obtine f(x)=e +2e -3.
Rezultd e " =1 gi x2+x+a=0. Se pun conditiile A>0,S<0,P>0. « A7. a) A=(x+3)
(x—l)s; b) A:(x—1)4—1; c) xe{a+b+c,b-a-c,c—a-b,a-b-c}. * A10. Prin adunarea

unei linii la celelalte linii se obtin pe aceste linii numai numere pare. Se di apoi factor
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comun 2 pe fiecare linie cu elementele pare. * A11. Dacda M =A-"A, atunci *M=-M si se
are in vedere cd det'M=det(M). ¢ A13. Fie M=A+i-B si N=A-i-B. Atunci

det(M-N) = det (A2 + Bz). Dar det(M)=det(N) siastfel det(M-N)= (det(M))2 >0; b) Nu.

9 2
e Al4. Avem: I +A+A? =(A+%IZJ -{\/2512] si se aplicd A13. » A19. D= (—Z)nfl ((n-1)"

2. Aplicatii ale determinantilor in geometria plana (pag. 58)
¢« E2. m e{O, 8}. e E10. Dreptele 8x-11y-4=0 si 4x-5y-4=0. + El11. Se scrie

y =m(x+2). Se obtin vérfurile triunghiului prin intersectia dreptelor.

CAPITOLUL IV. SISTEME DE ECUATII LINIARE

1. Matrice inversabile. 2. Ecuatii matriceale (pag. 66)

*E3.a) m#6; b) meR\{%3}; ¢) me\D\{—g,l}; d) meR\ {1, -2}.
2 1)(1 2Y' (2 1\ (-5 2 7 3 110 !
«E4.a) X - : - [ [T °) eEs.b) L co 1.
3 1)(3 5 3 1/(3 -1) \-12 5 20 -6 4 )

e Al. a) me(—oo, éjU(Z +oo); b) detA=1 si m:%. Se obtine ecuatia 7x® —3x% +8x —

-12=0<(x —1)(7){2 +4x +12) =0 cu solutia reald x=1, iar m= « A2, det(A)=0,

7

3
VmeR<om?+6m+1120,VmeR. * A4, Daci A2-A =B si A:(i zj, se obtine AB =
=BA s A=[j gJ Rezulta a=3;¢=2 sau a=-2;¢c=-2. * A5.b) X=[(1) (1)], Y=G 8)
« A6. 21 ¢ A7. I, =1, +A°=(I,+A)-M, etc. » A8. Se aratd ci (A~B)2 =0,. Rezultd
I, =In—(A-B)2 =(I,-A-B)(I,+A-B). * A9. Relatia data se scrie (I,-A)-(I,-B)=1I,,
deci I, - A, I, - B sunt inversabile si rezultd ca (I, -B)-(I, -A) =1, si AB=BA.

« A10. a) Daca (I,+A-B)-C=1I, se aratd ca (In+B~A)_1:In—BCA; b) I,+(A-B)’ =
=I,+A-M, unde M =(B-A)""-B. Atunci din a) si matricea I, +M-A =1, +(B-A)""-B-A =

=1, +(B-A)" este inversabila.

3.2. Sisteme de ecuatii liniare de tip Cramer (pag. 73)
*E3.a) (1,1,0); b) (2,0,0); ¢ (1,1,1,1); d) (-1,1,1, 2).
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« Al. a) (2,1,1,1); b) (,1,0); ¢) (-1,1,2,2). » A2. a) (-abc,ab+bc+ca, —a-b—c).
+ A3. a) ae\D\{%,—g}; b) aelR\{3};c) peR\{0, -1}; d) meR\{-2,3}. * A5.a) det(A)=

=6m(m-2); b) meR\{0, 2};d) me(0, 2).

3.3. Rangul unei matrice (pag. 77)
*« E2.a) r=2 pentru meR\{9}, r=1 dach m=9; b) r=2; ¢) r=2 pentru m:%,
r=3 inrest;d) r=1 dacda m=1, n=3 gi r=2 in rest.

* Al.c) det(A)=a+p-3. Pentru a+B#3,r=4 si r=3 in rest; d) Deoarece #0,

-3 -2
rezultd cd r>2. Dacd ae{-3,-2},Be{-3,-2},r=2, iarinrest r=3. + A2. a=4, b=-1,

c=-2. « A3. Conditia det(A):O. o Ad4. Xe{l, 7}. ¢ A5. Daca x=a—% se obtine ca

det(A)=(x+b+c)- (x2 +b%+c® —xc—xb- bc). Se aratd cd parantezele nu sunt numere

intregi, deci nu pot fi egale cu 0.

3.4. Studiul compatibilitatii sistemelor de ecuatii liniare
si rezolvarea acestora (pag. 84)
e El.a) x=0a,y=10-90, z=8-"70, a. € R; ¢) incompatibil;d) x=1, y=2, z=-2. * E2. a) Com-
To+24  220+16

patibil simplu nedeterminat. x = 3 y TR z=o; b) Compatibil simplu nedeter-

minat. x = _3a8+19’ y= ag7, z=a; ¢) Compatibil simplu nedeterminat; d) Compatibil dublu

nedeterminat; e) incompatibil; f) incompatibil; g), h) Compatibil simplu nedeterminat;
i) (1,-2-3).

e« Al. a) a=1; b) Din rangA= rangK =2 se obtine relatia 2ab-5a-3b+6=0 sau
(2a-3)(2b-5)=3. Rezultd (a;b)e{(3;3),(24),(0;2),(1;1)}. * A2 a) a=1,b=1 sau
a=-0,5,b=1; b) a=1,b=-12. « A3. rangA = rangK =2 gi a=-8, b=2. ¢ A4. Conditia
rangA = rangg =2. Se obtine a=-1,b=-1. ¢ A5. Conditia det(A) =0, ae {—4, 3}. Apoi se

gaseste b=-3. * A6. Conditia det(A) #0, meR\ {—2, %} + A7. Conditia det (A) =0

implicd m e {—2, 1}. + A11. Se formeaza cu primele 3 ecuatii un sistem omogen care trebuie
s& admita solutii nebanale. Rezulta m =1, gi solutia x=a, y=-a, z= 0. Inlocuita in a patra

ecuatie se obtine o € {—9, 9}.
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ELEMENTE DE ANALIZA MATEMATICA
CAPITOLUL 1. LIMITE DE FUNCTII

13. Limite laterale (pag. 172)

«E2.a) acl; b) a=0,b=2; c) a%.

«Al.a)e;b) a=2,b=3.

14. Proprietati ale functiilor care au limita (pag. 176)

n(n+1)

¢ Al.a) 1; b) 3; ¢) . »A2. 1=0. « A3. a) 0; b) Pentru ae (1, +oo), 1 = +o0; pentru

ae(-w,1),1=—-w; iar pentru a e[-1,1], limita nu exista.

16.2. Limite de functii compuse (pag. 184)
M 1o L . E . S b ottt ol prel
E4.2) 1b) Lie) S+n2 d) 7.+ Bs.a) i b) O Ld ce) HLg ikl

pentru n>1 si

1 4
entru n=0; i) —; j) —.
sin P ) 2 D 5

n(n+1)

e Al.a) a=1,b=-1,b) a=1,b=0; ¢) a=1,b=0. » A2. a) 10; b) . *A3.a) a+b+1=0

In6

3ln2
c) 1;d) -1;e) 9; f) -8. + A8. Fie T >0 perioadd a functiei. Deoarece f este neconstanta
existd X, x; € R cu f(x,)#f(x;). Atunci f(xy)=f(xo+nT) si f(x;)=f(x;+nT). Luand

si 6a+5b=0; b) a+b+c+6=0,4a+3b+6=0,2a+b=0. « A4, a) . »A6.a)1;b) 1;

x, =X, +0T, y, =x; +nT, cu limita +oo se obtine cd f(x,)—>f(xq) si f(y,)—>f(x).

17. Asimptotele functiilor reale (pag. 191)

*«El.a) y=0,x=0,x=1; b) y=0,x=2,x=-2; ¢) y=1,x=2,x=-2; d) y=1,x=1,x=2;
e) y=x,x=3,x=-3; f) y=x+2,x=2,x=3,x=-3. « E2. a) Asimptote orizontale: y :%
spre +oo, y= —% spre —oo. Asimptota verticald x = —%; b) x =2, asimptota verticala si

y =x+2 asimptota oblicd; ¢) Asimptote verticale x =1, x = —1, asimptota oblicd y = x.

« E3. a) Asimptote orizontale: y=x la 40 si y=-x la —0; b) y=x la +o, y=-x la —w;
¢) y=0;d) x=3,x=-3gi y=x la +o, y=-x la —0. « E4.a) a=3; b) a=4,b=0.

e Al.a) x=0,y=x+1; b) x=1,x=-1.

CAPITOLUL Il. FUNCTII CONTINUE

1. Functii continue intr-un punct (pag. 202)

0 ( DU, +0) x2 ,x>0 sinx ,x>0

—00, — 0
cAl.a) f(x)={ 1V ) b) £(x)=40,5 ,x=0; ¢) f(x)=1{ 0,5 ,x=0.
x oxe(-11] 1 ,x<0 cosx ,x<0
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«A3.a) a=1; b) a=0; ¢) 1=a+1lna cusolutiaunica a=1. d) a=1; e) a=b=0; f) a=0;
g) a=0,b=1; h) Se obtine sina:%,ete. ¢« Ad.a) b=0,a=1; b) a=xe,b=0; ¢) a=b,
c=2b; d) a=3,b=1-3e. » A7.a) 2°+4°=6 gl a=1 b) 22+3* =5 si 22 +3% =13. Se
obtine a=b=1 si a=1log,3, b=log;2; ¢) a” =|a| si a€{0,1, -1}. Convine doar ae{-1,1};
d) Dacid 2a-1<a?, deci ae\D\{l}, atunci f este continua pe D=(—oo, 23—1]U[a2, +oo).
Dacd a=1 atunci 2°+1=6-3" ¢i b=1. e) a=2,b=8 ¢i a=-3,b=28. » A8.a) f=a;
b) f(x)=x+a; ¢) f=a; d) f=a; e) f=a <« A9. Avem: f(x)=f(x-xq)+f(x,) si
:}Lrg f(x)=£(0)+f(x,)=f(x,), deoarece £(0)=0; b) f(x)=ax,aeR. ¢ A10. Daci x, R,
fie (x,), x,e@Q si limf(x,)=limg(x,). Din continuitatea functiilor f i g se obtine
n—o n—wo
f(x0)=g(x0), Vxo€R, deci f=g. <+ All. Fie x,eR. Considerdim (x,), (y,)siruri cu
proprietatea ca x,,y, €Q, x, <x,<y, si imx, =x,=limy,. Daca g este monotona, atunci
n—oo n—oo
avem: g(x,)<g(x0)<g(y,) sau g(x,)>g(x0)2g(y,), VneN. Dar f(x,)=g(x,) si
f(y,)=8(ya) si astfel se obtine ca: f(x,)<g(x,)<f(y,) sau f(x,)>g(xy)=f(y,), neN

Prin trecere la limita avem: f(x,)=g(x,) deci f =g.

2. Operatii cu functii continue (pag. 207)

* Al. Se folosesc egalitétile: max(a, b)= %‘a—b‘ i min(a, b)= %‘a—b‘. * A2, Se
f f f(x)-|f
foloseste faptul ca f, (x) = (X);(X) sif(x) :(X)Z(X). » A4. Din continuitate se obtine
cd g(n)=0,VneX, siapoicd g(x)=0,VxeR. e« A6. Trasam graficul functiei f(x)=x"-1.
Rezulta studiind figurile 1 g1 2 ca y y
g(x)= {ffj) : i i?) Analog se va
f(x), x<0 ¢ x lo \ o x
obtine ca h(x)={-1, xe(0,1) » -m -1N\¢ | 1 —on |
e i (x) R 7 G /g
f(x - 1), x>1
Figura 1 Figura 2

AT7. Avem: f(b - O) =a+b 1
f(b+0)=b-a. Din egalitatea f(b—0)=f(b+0) se obtine c& a=0. Analog, g(a-0)=a+b
si g(a+0)=a-b sise obtine a+b=a-b, deci b=0. + A8. Se ia x »>1-x si se obtine
2f(1—x)+3f(x)={

bzf(l—x).

1-x, 1-x<1

. Se formeazad un sistem cu necunoscutele a=f (x) si
1-2x,1-x>1

e D2. a) Imf =[—g, g} si f este functie monotona. Se aplica apoi D1. ¢ D4. Din relatia

fo(fof)=1y, rezultd ci f este surjectivd iar din relatia (fof)of =1, se obtine ci f este

injectiva. Asadar, f este bijectiva. Functia f fiind continua si injectivd, ea este strict
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monotona pe R, din D3. Consideram f crescatoare pe R. Daca ar exista x, R cu f(x,)<x,,
atunci din strict monotonia lui f se obtine succesiv: f(f(x,))<f(x,)<x, si
Xy = f(f(f(x0 ))) <f(xy). Contradictie. Asadar, f(x,)>x,. Daca f(xy)>x,, in mod analog
se obtine ca f(x,)<x,. Asadar f(x,)=x, si f =1,

3. Proprietatea lui Darboux (pag. 214)

* E4. Functiile au discontinuitati de prima speta.

e Al. b) f este strict crescitoare, iar f(0)=0, deci f(x)>0,vxeD; f) f(x)=0=
Sx=e" kel

Avem tabelul de semn:

X | -0 .. e 2 " 1 e" e’" +o©

f(x) O++++ 0---- O0++++ O0---- 0+

+ A2.a) f([—l, O]) nu este interval; b) f([l, 2]) nu este interval. + A3. Daci f(x)=x"+2x-1,
atunci f(0)=-1 ¢i f(1)=2, deci ecuatia are o solutie x €(0,1). * A4. Functiile date sunt
strict crescitoare deci sunt injective. Fiind continue se aratd cd Im(f)=R. Avem
a) }l{ljtolcf(x) = 400, Xli%r_noof(x) =—o0, deci Im(f) =R; b) 11iréf(x) =0, Xlir?wf(x) =+, deci Imf (ID).

« A5. Fie g(x)=f(x)-x, g:[a, b]—>R. Functia g este continua si g(a)=f(a)-a=>0,
g(b)=£f(b)-b<0, deci existd x,e[a, b] cu g(x,)=0 si astfel f(xy)=x,.* A8. Notdm
g:R >R, g(x)=f(x)-x. Din mérginirea functiei f avem ci a<f(x)<b, VxelR, si se obtine ci

g(x)>-x+a, si g(x)<—x+b. Din continuitatea lui g rezultd ca limg(x)<
X—>0

<lim(-x+b)=-w, si lim g(x)> lim (—x+a)=+w. Agadar limg(x)=-0, lim g(x)=-+»

deci Imf =R. Se obtine cd Ix,eR cu g(x,)=0 si f(x,)=x, * A9. Fie x,eR. Atunci

2° 2 2°

f(xo):f[ 2X02]=f(x1), unde x; = 2% Apoi f(xl)zf( 2% J:f(xz), unde x, = 2%,

1+x, 1+x, 1+x, 1+x,
A . . . 2 <
In acest mod se obtine ca pentru sirul (x,), x,,= an avem ca f(x,)=f(x,,;) sau
1+x,

1 ,%,>0

f(x,)=f(xp), VneN. Se aratd apoi cd limx, =4 0 ,x,=0. Agadar f(x,)=1limf(x,)=

n—o n-—o0

-1 ,x%x,<0

£(1)
=1 £(0) , x, =0. Din continuitatea functiei f se obtine c& f(1)=f(0)=f(-1), deci f(x,)= con-
f(-1), %, <0

Xo >0

stantd Vx,eR. ¢ Al2. Fie g(x)=f(x)-x-4,xeR Cum g este continud si
g(x)#0, VxelR, rezultd cd g(x)>0,VxeR, sau g(x)<0,VxeR Dar din g(x)>0 se
obtine ca f(x)>x+4 i limf(x)=+0, iar dacd g(x)<O0 rezultd cd f(x)<x+4 si

lim f(x)=—o. Asadar f este nemarginita.

X—>—00
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CAPITOLUL III. FUNCTII DERIVABILE
2. Derivate laterale (pag. 229)

« E5. Avem lin(l)xsinl =0=£(0), dar lir%M =lim sinl nu exista. * E6. a) f,(1)=3,
X X X—>

x-0 x—0 X
£,(1)=8,(1)=3 b) £1)=2=£1); o £(-1)=3£(-1)=3 df (%):3, £ (%J:-L
nederivabild; e) f,(-3)=-1, f;(-3) =1, nederivabila. « E7. a) m =f'(x,). Deoarece f'(x)=2x,
vom obtine m, = £'(~2) = -4, mzzf'(%jzl, my = £(3)=6. + E8. Ecuatia este y—£(x,)=

=f(x,):(x-%,). Se obtine: a) y=6x-9; b) y=-x-1; ¢) y=25x+104; d) y=-1. * E9. a),
b), ¢) da; d) nu, deoarece f (0) = +00. Punct de inflexiune. « E10. a) da; b) da. « E11. a) Gra-
ficul este in figura 1. Ecuatia tangentei in x =0 este y=0. Punctul x =0 este de punct de
inflexiune; b), ¢) Se arata ca f (0)=+w; d) f (-2) =+

e A2. a=3,b=-4.+ A5. a) Punctele de continuitate sunt date de YA
solutiile ecuatiei x* =x?+2. Se obtine x e{—\@, \/é}, puncte in care f

nu este derivabild; b) x=0. ¢ A6. a) Din continuitate se obtine
a+b=2, iar f (1)=a, fé(1)=2. Rezultd a=2,b=0; b) a=0,b=1;

) a=> b=22 A7 b=—l azl (A8 ac-1b=5 A9 a=-1

7 7 3 6 2

b=1,c=+3.» All. Panta tangentei este m=3=f (x,). Se obtine
Figura 1

X, e{—S, é} « A12. Conditia f'(x,)=24. Se obtine x, =2. * A13. Panta

m =tg45° =1. Conditia f (x,)=1. Rezultd x,e{l,-3}. * A16. Curbele y=f(x), y=g(x) sunt
tangente in A(xg,y,) dacd f(xy)=g(x,) si f(xo)=g(xy). Rezultd a=-1b=-1c=-5.
Xo—ax, Xza

© Al18. a) Avem: f(x)=1 °, . Functia f este continud si x,=a. Studiem
—x*+ax,x<a

2
derivabilitatea in x,=a. Avem: f;(a)=1lim f(x f() mX =0 g si
x—a X—a xaa X—a x—a
X>a X>a
2
£ (a)=lim f(x)=£(2) _ jyp = *8X0_ Jim(-x)=-a. Din egalitatea f(a)=f(a) se
x—a X—a x—a X—a x—a
X<a X<a

obtine a =0. b) Se analizeaza cazurile a<b, a=b, a>h.
x(-x+a)—(x-b),x<a
Cazul 1. a<b. Rezultd cd f(x)={x(x-a)-(x-b), xe(a, b). Avem: f! (a)=-a-1 si
x(x ) ( ) x>b
f;(a)=a-1. Din egalitatea f.(a)="{;(a) se obtine a =0. Se studiaza apoi derivabilitatea in

x = b. Se ajunge la o contradictie.
Cazul a >b. Se ajunge la o contradictie cand se afla derivatele in a si b.
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Cazul a=Db. Se obtine f(x)=(x+1)(x—-a)= { ( a. Din studiul derivabilitatii in

. Vx* =9, x € (o0, 3] U[3, +)
X, =a se obtine a=-1. Asadar a=b=-1. « Al9. a) f(x)z .
V9-x2, x e(—3, 3)
%, x €(—00, =3) (3, +0)
Se obtine: f'(x)={'* 9 $i £(-8) =0, £(-3) =+, £(3)=—, f;(3)=+0
-X

ﬁ, X G(—S, 3)

x! (X2)n -x2+6
Asadar punctele x,=-3 si x, =3 sunt puncte de intoarcere. « A20. f (X) =lim——————
noe x? +4+(X4)

N .2
Se deosebesc situatiile: a) x? <1, cand lim(xZ) =0 sl rezulta ca f(x) = 62 X4; b) x*=1,
n—o X +
deci xe{-1,1}.Se obtine f(1)= g =1 i f(-1)= -1 _61+6 = % = g c¢) x?>1. Rezultd ci
-1 X2 -6
- 2n -1
lmx* =40 si  limx™ =40,  Avem: f(x)=lim——*— =% -0, Asadar
n—m n—m no» X% 4+ 4 on 0
2n +
X
6 —x>
,xe(-1,1

x“+4 ( )

1 =1
fx)=1,

-, x=-1

3

0, x € (—o, —1)U(1, + )
4.4. Derivarea functiei inverse (pag. 248)
« A3. Functia este strict crescitoare si Im(f)=[—l, +oo}. Avem (f’l) (2)=,i=1 si

4 f(2) 3

1

(f'l)' (20) = HON

=—o, lim f(x)=-+w. Din proprietatea lui Darboux rezultd ca Im(f)=R. Avem (f’l)'(G) =

X—>+0

© A4 f(x)=(x +1)3 +x—3 este strict crescitoare pe IR si lim f(x)=

X——0

O | =

:ﬁ:%. + A5. Functia f este strict crescitoare pe (0, +oo) ca sumi de functii strict

- _ox ) . _ . _ o _
crescatoare (g(x) =2, h(x)=x +x). Cum }g%f(x) =1, lg?cf(x) =+o0 rezultd Im(f)=(1, +).
Asgadar f este inversabild. Avem: (f’l ) (4)= ﬁ =3 +11n 7
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6. Radacini multiple ale ecuatiilor polinomiale (pag. 253)
« E4. f(x)=-3x"+4x+5. * E5.a) a=3,b=-9; b) a=2b=4; ¢) a=2,b=1 sau a:fg,

b:%. « E6.a) 2;b) 2;¢) 1;d) 3.

e A2, a:3,c:2,b:—%. e A3. m=-5n=13,-5. * A4, a=8b=-2c=-4,d=5.

« A6. f(x):x3—4x2+3x+5. « A7. f(x)=In(x+1)(x+2). * A8. f(x):9x4—30x3+37x2—20x+4.

« A9. a) a=18 b=-20; b) a:nT‘Z,bznZ“. « A10. Daci x, este radicini dubla

comun se pune conditia f(x,)=0=g(x,), f(x,)=0=g(x,). Se obtine x,=2,a=2,b=4

3
sl x)=-2, a:—?, b=-4. *+ Al1l. a) Din egalitatea gradelor se obtine n =3, apoi f(x) :(X;:) ,

a€lR; b) Se obtine 2n-1= (n—2)2 si ne{l, 5}. Convine n=5. Se obtine f(x)=x’.

7.2. Teorema lui Fermat (pag. 261)

« Al f(x)=x"-3x+4. * A2. f(x)=2x"-9x>+12x-6. * A3. b) Deoarece f(0)=0 si

f(x)=0,VxeR, rezulti ci x=0 este punct de minim pentru f. Atunci f(0)=0 si se

obtine a=35. ¢+ A4. m=1. « Ab. Fie f(x)=a"+1-3"-4%, x e R. Functia f este derivabila,

f(0)=0 si f(x)20,VxelR, deci x=0 este punct de minim pentru f. Rezulta f (0)=0 si

a=12. *« A6. a=6.

7.3. Teorema lui Rolle (pag. 265)

« E2. a) a=15b=20c=0; b) a=2,b=-5c=-4. » E3. f(x)=0 implica xe{-2,0}.

Convine x =0. ¢ E4. x =0. ¢ E5. b) Functia f are zerourile x {il, -3, 2}. Se aplica teorema

lui Rolle pe intervalele (-3, -1), (-1,1), (1, 2).

<Al a)a =—%, b=4,c=-8 b) a=2b=1,c=0. * A3. Se consideri g(x)=(1-x)-f(x).
. . . . f(x)

¢ A4, g(x)=x-f(x). * A5. Se aplicd teorema lui Rolle functiei h(x)=——=,x¢€[0,1].

g(x)’
* A6. g(x) =sin™x-cos" X, X € [O, g} « A8. Se aplica teorema lui Rolle functiei f pe interva-

lele [xy, X,], [Xg, X3],-, [X, 4, X, ] unde x; <X, <...<x, sunt zerourile functiei f. » A10. Cazul
X

m =0 este imediat. Pentru m =0 se aplicd teorema lui Rolle functiei g(x)= em f(x),xeR
pe intervalele de forma [x;,x;] cu x; solutii ale ecuatiei f(x)=0. ¢ All. Consideram
functia g(x)=f(x)-x, care are trei solutii x; <X, <x3. Se aplicdi Rolle si rezultd ca
Jep, el ¢ e(xy,X,), ¢y €(Xy,X5) cu g (c;)=0,g (c;)=0. Se aplicd apoi teorema lui

Rolle functiei g pe [cl, CQ].
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7.4. Sirul lui Rolle (pag. 269)
¢ Al. Se aplicd teorema lui Rolle functiei f:R >R, f(x)=(x+1)(x+2)(x+3)(x+4) pe

[—4, —3], [—3, —2], [—2, —1]. + A2. e) Cum x =0 nu este solutie, ecuatia este echivalenta

cu ecuatia x+m—l+£2 =0. Se considerd f:R" >R, f(x)= X—l+%+m. Avem f'(x)=
X X X X
3 -
= w, cu zeroul x =2. Sirul lui Rolle este:
X
X —o0 0 2 +o0
f(x) —o0 +00 +0  m+— +00 Separarea solutiilor
9
m<Z - + + - + xle(—oo,O),x26(0,2),x3e(2,+oo)
9
m:Z - + + 0 + X, €(-, 0), Xy =Xg =2
9
m> - - + + + + x; € (=0, 0)

o A4, f'(x):sinﬁfﬁcosﬁ,xe(o, 1). Din f'(c,)=0 se obtine ci tg =" Se aplici
X X X c

teorema lui Rolle functiei g: R\ {g + kn} - R, g(x)=tgx-x pe I = [g +km, g +(k+1) nJ.

7.5. Teorema lui Lagrange (pag. 273)
¢« E2. a) Nu; b) Nu; ¢) Da, 06{2,—2}; d) Da, c=—%. *« E3.a) a=4,b=7, b) a=b=3.

+ E4. Panta coardei este m =-11. Din f (c)=-11 se obtine c e {-1,1}.

3—-e . 3-2e, 3

« Al a) a=>"%p . b) a=bel-1,2). + A3. A(—%,J . A4. Se obtine ca
e

e
f'(c)=In(n+1)-In(n),ce(n,n+1) sau %<ln(n+1)fln(n)<l,VneN* (1); a) Prin
n+ n

<ln(n+1)<l+l+...+l:an (2), deci
1 1 2 n

adunarea relatiilor (1) rezulta ca l+1+ +...+
2 3 n+

lima, > limIn(n+1)=+o0; b) Din (2) se obtine ca b, 71+i <In(n+1)-In(n)<b,, deci

n—w n—w n+1

+1. Seobtinecd 0<b, <1, VneN’, deci sirul

In(n+1)-In(n)<b, <1n(n+1)—ln(n)—n+1

(b,) este mirginit. Avem: b, -b, = % ~-In(n+1)+In(n)<0, VneN, deci (b,) este
n+

monoton descrescator.

+ A5. Se aplica teorema lui Lagrange functiilor: a) f(X) =x", Xe[a, b}; b) f(x) =tgx, x e[a, b];

¢) f(x)=In(cosx), xe[a, b]; d) f(t)=sint, t €[x, y]; e) f(t)=e", t [0, x], t €[x, 0].

6X _ 5X 3 4X _3X
6-5 4-3

functiei f(t)=t*, pe [3, 4] si [5, 6] se obtine cd 3¢, €(3,4), c, €(5,6) cu f (c;)=f(cy) sau

¢ A7. b) Ecuatia se scrie sub forma

. Cu teorema lui Lagrange aplicata
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3 -2* 6 -5
3-2  6-5

x-¢," " =x-¢,"" cu solutiile x€{0,1}.+ A8. a) Se scrie:

etc. b) Se scrie

6° -1 14% -9
6-1 14-9

. » A9. a) Fie f(x) = 3’/;, x € R. Aplicand teorema lui Lagrange functiei f pe

3 3
[9,10] si [4, 5] se obtine ca existd ¢, €[4, 5], c, €[9,10] astfel incat f'(c,) =% si

3= _3f )
f'(c;)= 5~V4  Regults ci Y10-Y9=— <L —Y5-Y4, deci ¥10+¥2<¥5+%0.
5-4 33[(:22 33[(:12

¢ A10. a) Aplicam teorema lui Lagrange functiei f: IR > R, f(x) =e* pe I = [i, l} Se

1 1

n _ an+l 11
obtine ca existd ¢, €I, cu f (c,)= % (1). Din relatia (1) se obtine ci n[erl —e“*lJ =
n n+l

¢ 1t
gl limita cerutd este 1=0; b) Analog punctului a) obtinem n> (en - en*l] = Ll e sl
n+

T n+l
f(%}—f(o) f(l)—f(%]
I=1. « All. Avem ca o= 1 = 1 =p. Din teorema lui Lagrange exista
1.0 _=
2 2

¢ €(0,2), ¢, e@, lj cu f'(c;)=a=B=f(c,). Se aplicd apoi teorema lui Rolle functiei f' pe [c;, cy).

7.6. Consecinte ale teoremei lui Lagrange (pag. 276)
*«E2.a) p=2,m=-4; b) a=1,b=3; ¢) a:l+%,b=0.
e

3 [ 1 1]
2 xe|--,=
1-x* 22
e I-x
V1-x2 2 2

=eXf (x)—e™f(x)=0,VxeR. Deci e*f(x)=c, si f(x)=ce", x€R; b) Avem: (ezxg(x))v =

A a) f(x)= _. + A5. ) Avem (e™f(x)) =

2x

=e™g (x)+2e™g(x) =™ (g' (x) +2g(x)) e = [62 ] . Se obtine cid e™g(x)= ez

2x

+c¢, sau

g(x)=%+c-e’2x, xel.

8. Regulile lui L'Hospital (pag. 282)

. n
sinx
n co.n 1- . n-1 .
... xX'—gin"x . X . sin x sinX —X COS X
e Al. a) Avem succesiv lim— =lim————~— =limn . =
x—0 Xn+2 x>0 XZ x—0 X 2xX - X2

n,. sinx—-Xcosx n
= —hmis =—;

2 x>0 X 6
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n
. 5 z[cosx~c052x~...(ksinkx)...cosnx}
—COSX-COS2X -...COS NX

c) Se scrie lim > = lim k=t -
x—0 X x—0 2x

_12+2°+..+n” n(n+1)(2n+1)

- 2 N 12 ’

9. Rolul derivatei intii in studiul functiilor (pag. 292)
¢ E4. a) Fie f(x)=¢e*—x -1, x e R. Alcatuim tabelul de variatie pentru f:

X —0 0 +o0

f(x) | ~———=-==—————~ O+++++++++++++

Se observd ca f(x)>f(0)=0,VxelR b) Fie f(x)=x*-2lnx-1,x€(0,+»). Avem

, 2(x2 —1)
f (x) =———=. Alcatuim tabelul de variatie pentru f.
X
X —00 1 +00
f(x) | ————===-===——= O+++++++++++++

Asadar f(x)>f(1)=0, Vxe(0, +®). » A3. Avem: f (x)=6x"-10mx+6. Conditia f'(x) =0,

Vx € R conduce la A:4(25m2 —36) <0, deci m e [—g, g} + A4. Conditia f’ (x) >0,VxelR,

implicd x?+x-m>0, VxelR, deci A=1+4m <0. * A5. Da. Exemplu a=2. » A6. m<2,5.
o A7. Ecuatia f’ (x)=0 conduce la 2ax?+2x-1=0,x ¢ (-1, +=). Se pun conditiile: A >0,

x; > -1, x,>—1. Seobtine A>0,S>-2 si P+S+1>0. Se obtine ae(—», —2). * A12.f) Fie

f(x)=ex—1—§—x—;—x—;,x20. Avem f'(x)=ex—1—x—%2, f'(x)=e*-1-x20, Vxe[0,+ox].
Alcatuim tabelul:

X 0 +00

f'(x) | +++++++++++++++++++++

fx) |0 —~ —~ —~ —~ ~

f(x) [+++++++++++++++++++++

fx) |0 ~» ~» ~» 7 7

Lecturand tabelul se obtine ca f (X) >0,Vx>0. A B

¢ Al4. Fie p=2a. Atunci, daca AD=x (figura 1) obtinem
CD=a-x. Aria dreptunghiului este S(x)=x(a-x), xe€(0,a). X

Din S (x)=0 se obtine x = 2 deci y= a si ABCD este patrat. D C
2 2 Figura 1
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« Al17. Fie x e(O, R) raza cilindrului (figura 2). Din aseméinare se

\Y
obtine OR = vo sau — = h _RS. Se obtine ca inaltimea cilindrului
OB VO R
h(R-
Q ol x R este RS=h- % = % Volumul cilindrului este
*(R-x)h ,
=0 XS B 7 (x)z% Din ecuatia # (x)=0 se obtine x:%.
Figura 2

10. Rolul derivatei a doua in studiul functiilor (pag. 298)

< A3 a-1. . A4 X, =arcsin, ni_l,ll=g,l2=i. * A5. Avem: f'(x)= 60(X3+3X2—X—3):
n

5 7
=60(x+3)(x*~1). Solutiile xe{-1,1,-3}. Se obtine A(-1,b-a-68), B(I,b+a-82),
-1 b-a-68 1
C(-3,b—3a—54). Se aratd cda D=1 b+a-82 1/=0, prin scdderea primei linii din
-3 b-3a-54 1

celelalte doud linii. « A7. Functia sinus este functie concava pe [O, rc]. Se aplica problema A6

pentru x=A,y=B,z=C si f(x) =—sginx.
CAPITOLUL IV. REPREZENTAREA GRAFICA A FUNCTIILOR

3. Rezolvarea grafica a ecuatiilor (pag. 313)
¢ E1. a) Functia este continua si de doua ori derivabila fiind functie polinomiala de gradul 3.

Rezultd f'(x)=3x"-2x, f (x)=6x-2. Din f(x)=0=xe {0, %}, iar daca f'(x)=0=
=>X= l Graficul intersecteazd axa Oxin x =0 si x =1. Tabelul de variatie si graficul sunt

redate in figura 1.

1 2 +00 y
il 0 3 3
f(x) |[++++++0-——————————— O+++++++ 1 2
M 4 ol 3 3 x
() | = 0N\ N\ 7 N
—0 m ! m
e — 0 ++++++++++++
f'(x) T~ i T~ Figura 1

e) Functia este de dou# ori derivabild. Se obtine f' (x)= B(X4 —1), cu zerourile x e {-1,1} si

f (x)= 20x°, cu zeroul x = 0. Graficul intersecteazi axa Ox in punctele x =0, x = +%/5.
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Tabelul de variatie: M 1Y
X —00 -1 0 1 +00 :
f(x) ++++++ 0-——————————— 0 +++++++ |
]
|
fx) | —M —4 oo 19,
—0 4 T~ T~ m = -45(-1 ! ¥ «x
f'(x) |~~~ —Z===z--- O++++++++++++++ !
_44-Ym
Graficul este redat in figura 2. Figura 2
¢ E2. d) Functia este functie impara, deci domeniul de studiu poate fi [0, + oo]. Avem:
4 2 _9u3
= L3X2 cu zeroul x=0, ' (x)= 2)(7-#63)( cu zerourile x € {0, \/5} pe [0, +oo].
(x2 + 1) (x2 + 1)
Graficul admite asimptota oblica spre +w, y = x.
Tabelul de variatie: YA
X 0 J§ +00

f(x) |0 +++++++++++++++++++++

f(x)o//¥//m
f(x) 0 ++++++ 0 —-——-——-—===-——-

1\/1

Graficul pe D=R este in figura 3. Axa Ox este tangenta
graficului in x = 0.

f) D=R\{1}. Functia este de doud ori derivabila pe D si f(x)= cu zerourile

6x
(x-1)

asimptota oblica spre +oo, y =x+2.

x e{0, 3}, f'(x)= -, cu zeroul x=0. Graficul admite asimptota verticala x=1 si

YA
Tabelul de variatie:
X | —® 0 1 3 +00
f(x) | +++++ 0 +++ | ———= 0 ++++++
f(x) | —o / 0 A+ +oo\ 6,25 / +00
m

f'(x) | ————- 0 +++ | ++++++++++++++

Graficul este redat in figura 4. Axa Ox este tangenta graficului in

x =0.
h) D=R\{-2,2}. Dreapta y=1 este asimptotd la oo, iar
—6x

cu zeroul x =0. Intersectia
(x*~4)

x=2,x=-2 sunt asimptote verticale. Se obtine: f (x)= =

cuOxin x =+1.
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Tabelul de variatie fara a doua derivata:

~

X | —o -2 0 2 +00
f(x) | ++++++ | +++++0---— | —————- —J

_1/"'\1
[0) \
Graficul estguiﬂ‘ﬁn f1gur@/7 \ \ Figura 5

* Al.d) D=, functie derivabild pe B; f'(x)=

V]
RY

_.5
©
=
+
8
N
+
8
—_
|
DO

>0, Vx eR. Dreapta y=-1

(x +1)«/ﬁ

este asimptota orizontala la —oo, iar dreapta y =1 este asimptota orizontala la +o. Functia

—3xvxZ+1

are un punct de inflexiune x =0, deoarece f”( )—7; h) D=R, domeniul de
(x +1)
derivabilitate D =R\{0,1}. f'(x):LZZ,xeD'. Punctul x=0 este punct de
3yx(x-1)

intoarcere deoarece f,(0) =+, f;(0)=—-x. Deoarece f (1) =, punctul x =1 este punct de

inflexiune. Graficul admite asimptota oblicd y =x —é. « A8.a) m=1.

2

¢ A9. a) Se pune conditia ca ecuatia x“-mx+1=0 sa admitd douad solutii reale

, (x+1)2(x2—2(m+1)x+m+3)
Xl,x2e\l2\{—1}. Rezultdi m%-4>0; b) f(x)z

5 Se pune
2

(x —mx + 1)
conditia ca x? —2mx +m+3 si pastreze suma constanti pe R deci A = 4(m2 +m —2) <0.
¢ A10. a) Dreapta y=x+3 este asimptotd oblici dacda a=1 si b—d=3. Din conditia
f'(-1)=0=f(3) se obtine cd a-2ad+bd-c=0 si 9a+6ad+bd-c=0. Se obtine
a=1,b=2,c=1,d=-1, b) Centrul de simetrie C(oc, [3) verifica  conditia
f(a)+f(20-x)=2B, VxeD. Se gaseste C(1, 4).
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